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Вступ

Курс конкретної математики читається для студентiв першого курсу
механiко-математичного факультету спецiальностей «Математика» та
«Статистика». В цьому курсi розглядаються методи доведень, основнi
поняття математичної логiки, елементи теорiї чисел, дискретної мате-
матики та алгебри.

Метою посiбника є ознайомити читача з основними поняттями рiзних
роздiлiв математики, якi складають основу для подальшого, поглибле-
ного вивчення цих роздiлiв та використання отриманих знань для до-
слiдження рiзних математичних об’єктiв.

Роздiл 1 присвячений вивченню елементiв математичної логiки та
основним методам доведень. Розглянуто метод математичної iндукцiї,
який широко використовується в усiх роздiлах математики i є одним
з основних методiв доведень. Як основа математичної логiки розгля-
дається логiка висловлювань. У даному роздiлi введенi основнi логiчнi
зв’язки, їх задання за допомогою таблиць iстинностi. Ознайомлення з
основними поняттями математичної логiки є дуже важливим як для аб-
страктої математики (наприклад, логiка дає основу для побудови фор-
мальної теорiї множин), так i для практичних застовувань (наприклад,
у роботi з теорiєю алгоритмiв).

Роздiл 2 мiстить основнi поняття теорiї чисел. У ньому доведено те-
орему про дiлення з остачею для цiлих чисел. Розглянуто властивостi
подiльностi цiлих чисел. Дослiдженно такi важливi поняття, як НСД та
НСК для цiлих чисел. Розглянуто розширений алгоритм Евклiда для
цiлих чисел. Також придiлено увагу простим числам, розкладу цiлого
числа на простi множники та використанню даного розкладу.

Роздiл 3 розглядає комплекснi числа. У роздiлi вводиться поняття
комплексного числа, операцiї над комплексними числами. Розглянуто
алгебраїчнi та геометричнi властивостi комплексних чисел, їх коренiв i,
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Вступ 7

зокрема, коренiв з одиницi.
У роздiлi 4 наводиться та обґрунтовується метод розв’язання лiнiй-

них дiофантових рiвнянь, отриманi явнi формули для коренiв. Також
вводяться поняття модулярної арифметики, оскiльки теорiя чисел, iн-
шi роздiли алгебри (наприклад, теорiя груп та теорiя полiв), широко
оперують ними.

Роздiли 5–7 розповiдають про матрицi, пiдстановки та визначники.
Введено поняття матрицi та визначено арифметичнi операцiї над ма-
трицями. Окрему увагу придiлено оберненим матрицям та їх властиво-
стям. Розглянуто елементарнi перетворення матриць та їх використання
для перевiрки оборотностi матриць. Показано можливiсть використання
оберненої матрицi для розв’язання систем лiнiйних рiвнянь. Далi розгля-
даються поняття пiдстановки, множення пiдстановок та їх властивостi.
Далi розглядаються визначники матриць i способи їх обчислення.

Роздiли 8–10 присвячено многочленам та їх властивостям. Розгля-
нуто алгоритм Евклiда для многочленiв та його зв’язок з НСД двох
многочленiв. Для читача має бути цiкавим прослiдкувати аналогiю з
вiдповiдними поняттями для цiлих чисел, якi розглядалися у попереднiх
роздiлах. Значну увагу придiлено властивостям подiльностi та власти-
востям незвiдностi многочленiв. Дослiдження властивостей подiльностi
многочленiв є важливими, зокрема, у теорiї кiлець при побудовi фактор-
кiлець. Введено загальнi поняття результанта та дискримiнанта, наведе-
но властивостi якi, їх пов’язують. На завершення наводяться рiзнi озна-
ки незвiдностi многочленiв, якi можна використовувати за рiзних умов,
що накладенi на многочлен.

У навчальному посiбнику наведенi вправи для самостiйної роботи,
якi мають допомогти читачу перевiрити засвоєння нового матерiалу та
покращити його розумiння. Деякi вправи спонукають читача глибше за-
нуритися у матерiал вiдповiдної теми. У списку лiтератури наведено
джерела як базового рiвня, так i призначенi для глибшого вивчення по-
нять, якi розглянуто у посiбнику.



Роздiл 1

Логiка висловлювань та доведення

1.1 Висловлювання

Поняття висловлювання є основним в логiцi висловлювань. Вислов-
лювання бувають простi i складенi. Поняття простого висловлювання є
первiсним i в межах логiки висловлювань не визначається. Змiстовно,
хоча й дещо спрощено, можна вважати, що простi висловлювання — це
простi речення, в яких щось стверджується або заперечується. Прикла-
дами висловлювань є такi речення:

а) «Дiагоналi довiльного паралелограма рiвнi мiж собою»

б) «Дiя додавання рацiональних чисел є асоцiативною»

в) «Множина простих чисел є скiнченною»

г) «Кожне натуральне число розкладається в добуток простих множ-
никiв»

В твердженнях б) i г) виражено правильну думку, а в твердженнях а) i в)
— неправильну. Висловлюваннями не будуть запитальнi та окличнi ре-
чення, а також означення, адже в них лише про щось домовляються.

Кожне просте висловлювання має певне логiчне значення: «iстина»
чи «хиба», якi далi позначатимемо символами «1» i «0» вiдповiдно. На
рiвнi алгебри висловлювань нiякi iншi властивостi простих висловлю-
вань, а також їх внутрiшня будова не враховуються.

З простих висловлювань можна конструювати складенi, застосову-
ючи дiї над висловлюваннями. Вони є уточненням найбiльш уживаних

8



1.1. Висловлювання 9

конструкцiй для побудови складних речень за допомогою сполучникiв
чи мовних зворотiв. Основними дiями над висловлюваннями є:

1) кон’юнкцiя (логiчний добуток) — утворена на основi сполучника «i»;

2) диз’юнкцiя (логiчна сума) — утворена на основi сполучника «або»,
вжитого у з’єднувальному значеннi;

3) iмплiкацiя — утворена на основi сполучення «якщо ..., то ...», причому
в разi хибностi умови результат застосування iмплiкацiї вважається
iстинним (така iмплiкацiя називається матерiальною);

4) еквiваленцiя — утворена на основi звороту «... тодi й тiльки тодi,
коли ...»;

5) заперечення — утворене на основi звороту «неправда, що ...».

Дiї 1)–4) є бiнарними, дiя 5) — унарна. Позначаються вони симво-
лами ∧ (кон’юнкцiя), ∨ (диз’юнкцiя), → (iмплiкацiя), ↔ (еквiваленцiя),
¬ (заперечення). В iмплiкацiї x → y висловлювання x називається ан-
тецедентом (умовою), а висловлювання y — консеквентом (наслiдком).
Дiї однозначно характеризуються своїми таблицями логiчних значень
(табл. 1.1, 1.2).

x y x ∧ y x ∨ y x→ y x↔ y
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Табл. 1.1

x ¬x
1 0
0 1

Табл. 1.2
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Складенi висловлювання, якi конструюються з простих за допомо-
гою дiй 1)–5), можуть мати довiльну довжину. Крiм того, поняття змiсту
речень в логiцi висловлювань не розглядається; кожне висловлювання
характеризується лише своїм логiчним значенням. А тому висловлюва-
ннями можуть бути конструкцiї, якi як речення є беззмiстовними.

Наприклад, застосувавши iмплiкацiю до висловлювань

a = «Париж — столиця Францiї»

та
b = «Днiпро — найдовша рiчка України»,

дiстанемо складене висловлювання a → b, яке природно прочитати, як
речення «Якщо Париж — столиця Францiї, то Днiпро — найдовша рiчка
України», яке позбавлене змiсту. Проте це речення є висловлюванням i
його логiчне значення дорiвнює 1, адже воно утворене з двох iстинних
простих висловлювань (див. табл. 1.1).

Якщо простi висловлювання позначено лiтерами якогось алфавiту,
то будь-якому складеному висловлюванню, що з них побудоване, вiд-
повiдає певна формула. Наприклад, висловлювання «Якщо добуток xy
натуральних чисел x та y дiлиться на просте число p, то принаймнi одне
з них також дiлиться на p» записується у виглядi формули таким чином.
Введемо позначення

a = «добуток xy натуральних чисел x та y
дiлиться на просте число p»,

b = «число x дiлиться на p»,
c = «число y дiлиться на p».

Скороченим записом початкового висловлювання тодi буде формула

a→ (b ∨ c).

Так побудованi формули називаються формулами логiки висловлю-
вань або формулами алгебри логiки. Строге визначення формул дається
таким чином.

Алфавiтом алгебри логiки називається множина символiв чотирьох
типiв:

i) нескiнченна послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . символiв для позначення
простих висловлювань (символи змiнних висловлювань);
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ii) символи 1 (iстинне висловлювання) i 0 (хибне висловлювання) —
сталi логiки висловлювань;

iii) символи ∧,∨,→,↔,¬ для позначення основних логiчних дiй;

iv) (, ) (лiва i права дужки) — технiчнi символи.

Означення 1.1. а) кожен символ послiдовностi i) i символи з ii) є фор-
мулами логiки висловлювань;

б) якщо F1, F2 — формули, то (F1∧F2), (F1∨F2), (F1 → F2), (F1 → F2),
(F1 ↔ F2), (¬F1) є формулами логiки висловлювань;

в) послiдовнiсть символiв алфавiту логiки висловлювань буде форму-
лою логiки висловлювань тодi й лише тодi, коли вона є формулою
або внаслiдок пункту а) цього означення або внаслiдок пункту б)
цього означення.

Наприклад, послiдовностi символiв

(x1 → (x2 → (¬x3))),

((¬(x1 → x2)) ∧ (x2 ↔ x3)),

(((¬x1) ↔ (¬x2)) → x3)

є формулами, а послiдовностi

¬x1) → x2(x3 ∨ x4))),

¬(→ x1 ∧ x2)

формулами логiки висловлювань не будуть.
Кажуть, що символ x послiдовностi i) входить у формулу F , якщо

вiн зустрiчається в записi цiєї формули. В такому випадку формула F
залежить явно вiд x. В деяких випадках зручно вважати, що формула F
також залежить, але вже неявно, вiд x, якщо цей символ не входить
у формулу F . Таким чином, можна вважати, що довiльна формула F
залежить вiд довiльної скiнченної пiдмножини символiв послiдовностi i),
яка мiстить усi тi символи цiєї послiдовностi, що входять у F . Зокрема,
для усiх достатньо великих n формула F залежить вiд x1, x2, . . . , xn.
Позначатимемо це так: F (x1, x2, . . . , xn). Зауважимо, що для довiльного
скiнченного числа формул можна вважати, що вони залежать вiд одних
i тих же символiв послiдовностi i).
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Щоб встановити, чи буде дана послiдовнiсть символiв алфавiту ло-
гiки висловлювань формулою, чи нi, можна скористатись методом по-
слiдовного аналiзу будови формули. Для цього видiляємо в формулi всi
символи простих висловлювань, а потiм послiдовно розглядаємо пiдфор-
мули даної формули все бiльшої довжини, якi будуються з ранiше ви-
дiлених на основi пункту b) означення формули. Процес продовжуємо,
поки не дiстанемо початкову формулу. В цьому випадку аналiзована по-
слiдовнiсть символiв алфавiту є формулою; в iншому разi (коли процес
аналiзу обiрветься ранiше) вона формулою не буде.

1.2 Тавтологiї

Якщо у формулу логiки висловлювань

F (x1, x2, . . . , xn)

замiсть змiнних x1, x2, . . . , xn пiдставити, вiдповiдно, висловлювання

a1, a2, . . . , an,

то дiстанемо деяке висловлювання F (a1, a2, . . . , an). Це висловлювання
має певне логiчне значення, яке однозначно обчислюється за логiчни-
ми значеннями висловлювань a1, a2, . . . , an. При обчисленнi логiчного
значення висловлювання

F (a1, a2, . . . , an)

досить знати лише логiчнi значення складових частин

a1, a2, . . . , an.

Пiдставляючи у формулу F (x1, x2, . . . , xn) замiсть x1, x2, . . . , xn логiчнi
константи 0, 1, дiстанемо вираз, складений з символiв 0, 1 i символiв
логiчних дiй. Його значення можна обчислити, користуючись таблицями
1.1 i 1.2. У такий спосiб приходимо до поняття iнтерпретацiї формули
логiки висловлювань.

Означення 1.2. Iнтерпретацiєю формули F (x1, x2, . . . , xn) алгебри логiки
називається довiльна замiна

x1 ⇝ α1, x2 ⇝ α2, . . . , xn ⇝ αn (1.1)

змiнних цiєї формули на логiчнi константи. Результатом iнтерпретацiї
(1.1) є логiчна константа F (α1, α2, . . . , αn).
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Кожна формула, яка залежить вiд n змiнних, може бути проiнтер-
претована 2n рiзними способами, адже саме стiльки послiдовностей ви-
гляду (α1, α2, . . . , αn) можна утворити з логiчних констант 0, 1. Список
найможливiших iнтерпретацiй формули F (x1, x2, . . . , xn) i їх результа-
тiв записують у виглядi таблицi, яка називається таблицею значень або
таблицею iстинностi формули F (табл. 1.3).

x1 x2 . . . xn F (x1, x2, . . . , xn)
1 1 . . . 1 F (1, 1, . . . , 1)
1 1 . . . 0 F (1, 1, . . . , 0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 F (0, 0, . . . , 0)

Табл. 1.3

Впорядкований набiр ā = (α1, α2, . . . , αn) логiчних сталих 0, 1 нази-
вається булевим вектором, а число n називається довжиною булевого
вектора ā. Кожна iнтерпретацiя

x1 ⇝ α1, x2 ⇝ α2, . . . , xn ⇝ αn

формули F (x1, x2, . . . , xn) однозначно визначається булевим вектором

(α1, α2, . . . , αn)

i навпаки.
За допомогою поняття iнтерпретацiї всi формули логiки висловлю-

вань подiляються на три класи: тотожно iстиннi, виконливi i тотожно
хибнi.

Означення 1.3. Формула F називається:

а) тотожно iстинною (або тавтологiєю), якщо вона набуває значення 1
при кожнiй iнтерпретацiї своїх змiнних;

б) виконливою, якщо вона набуває значення 1 принаймнi при однiй iн-
терпретацiї змiнних;

в) тотожно хибною, якщо вона при жоднiй iнтерпретацiї змiнних не має
значення 1.
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Кожна тотожно iстинна формула є виконливою, але не навпаки. За-
перечення тотожно хибної формули є тотожно iстинною, а заперечення
тотожно хибної формули є тотожно iстинною формулою.

Конструювати новi тавтологiї з вiдомих можна, застосовуючи до них
рiзноманiтнi правила побудови тавтологiй. Основними з них є правила
пiдстановки.

Нехай F — деяка формула логiки висловлювань, A — пiдформула
формули F , тобто така її частина, яка сама є формулою в розумiннi
означення 1.1. У формулi F пiдформула A може зустрiчатися декiль-
ка разiв. Кожну з таких пiдформул називатимемо входженням A в F .
Наприклад, формула

A = x1 → ¬x2
має три входження у формулу

F = ((x1 → ¬x2) → x3) ∨ ((x1 → ¬x2) ∧ (x3 → (x1 → ¬x2))),

якi видiлено, як пiдкресленi фрагменти F .

Означення 1.4. Пiдстановкою формули B в формулу F замiсть форму-
ли A називається послiдовна замiна усiх входжень формули A в F на
формулу B.

Результатом пiдстановки є нова формула, яка позначається ΠB
AF .

Зокрема, якщо здiйснюється пiдстановка замiсть окремої змiнної x, то
її результатом буде формула ΠB

x F .
Наприклад, розглянемо формулу

F = (x1 → x2) ∨ (x3 → ¬x2).

Нехай A = x1 → x2, B = (x1 ∧ x2) → x3. Тодi

ΠB
AF = ((x1 ∧ x2) → x3) ∨ (x3 → ¬x2),

ΠA
x2
F = (x1 → (x1 → x2)) ∨ (x3 → ¬(x1 → x2)),

ΠB
x2

= (x1 → ((x1 ∧ x2) → x3)) ∨ (x3 → ¬((x1 ∧ x2) → x3)).

Теорема 1.1 (Перший принцип пiдстановки для тавтологiй). Нехай F —
тавтологiя, x — деяка змiнна формули F i A — довiльна формула. Тодi
формула ΠA

x F також є тавтологiєю.
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Доведення. Нехай x1, x2, . . . , xn — змiннi, вiд яких залежить формула F .
Не обмежуючи загальностi будемо вважати, що пiдстановка формули A
в F здiйснюється замiсть змiнної x1. Для довiльного булевого вектора
(α1, α2, . . . , αn) ∈ Ln значення ΠA

x F (α1, α2, . . . , αn) можна знайти, обчи-
сливши спочатку значення A(α1, α2, . . . , αn) = β, а потiм значення

F (β, α2, . . . , αn).

Оскiльки F — тавтологiя, то воно дорiвнює 1. Звiдси випливає, що
ΠA

x F — тавтологiя.

1.3 Рiвносильнiсть

Означення 1.5. Областю iстинностi формули F (x1, . . . , xn) логiки ви-
словлювань називається множина всiх булевих векторiв довжини n, при
пiдстановцi яких замiсть змiнних у формулу F дiстаємо логiчне значе-
ння 1. Областю хибностi формули F (x1, . . . , xn) називається множина
тих векторiв (α1, . . . , αn), для яких F (α1, . . . , αn) = 0.

Область iстинностi формули F позначається символом I(F ), а її об-
ласть хибностi — символом O(F ). Для довiльної формули F (x1, . . . , xn)
маємо

O(F ) ∪ I(F ) = Ln, O(F ) ∩ I(F ) = ∅.

Означення 1.6. Формула F (x1, . . . , xn) є логiчним наслiдком формули
G(x1, . . . , xn), якщо I(G) ⊂ I(F ). Формули F i G називаються рiвносиль-
ними, якщо кожна з них є логiчним наслiдком iншої, тобто I(F ) = I(G).

Таким чином, формули F i G рiвносильнi тодi й лише тодi, коли вони
мають одинаковi таблицi логiчних значень, тобто визначають одну й ту
ж булеву функцiю. Рiвносильнiсть формул F i G будемо позначати сим-
волом F ≡ G. Зауважимо, що всi тотожно iстиннi формули i, вiдповiдно,
всi тотожно хибнi формули, будуть попарно рiвносильними.

Теорема 1.2. Рiвносильнiсть F1 ≡ F2 має мiсце тодi й лише тодi, коли
формула F1 ↔ F2 є тавтологiєю.

Доведення. Не порушуючи загальностi, можна вважати, що формули
F1 i F2 залежать вiд тих самих змiнних x1, x2, . . . , xn (можливо, вiд
деяких неявно).
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Нехай має мiсце рiвносильнiсть

F1(x1, x2, . . . , xn) ≡ F2(x1, x2, . . . , xn).

Тодi для довiльного булевого вектора (α1, . . . , αn) виконується рiвнiсть

F1(α1, . . . , αn) = F2(α1, . . . , αn).

Це означає, що

(F1 ↔ F2)(α1, . . . , αn) = F1(α1, . . . , αn) ↔ F2(α1, . . . , αn) = 1.

Звiдси отримуємо, що формула F1 ↔ F2 є тавтологiєю.
Припустимо тепер, що

F1(x1, x2, . . . , xn) ̸≡ F2(x1, x2, . . . , xn).

Тодi знайдеться вектор (α1, . . . , αn), для якого

F1(α1, . . . , αn) ̸= F2(α1, . . . , αn).

Але тодi

(F1 ↔ F2)(α1, . . . , αn) = F1(α1, . . . , αn) ↔ F2(α1, . . . , αn) = 0,

тобто формула F1 ↔ F2 не тавтологiя.

Кожну формулу F логiки висловлювань можна подати у виглядi
F = F1 ◦ F2, ◦ ∈ {∨,∧,→,↔} або F = ¬F1, де F1, F2 — деякi фор-
мули. Якщо формула F має вигляд F1 ◦ F2, то логiчна операцiя ◦, яка
застосовується при побудовi формули останньою, називається головною
зв’язкою формули F . З теореми 1.2 випливає, що проблема характери-
зацiї рiвносильностi формул логiки висловлювань еквiвалентна задачi
характеризацiї тих тотожно iстинних формул, головною зв’язкою яких
є еквiвалентнiсть.

Теорема 1.3 (Другий принцип пiдстановки для тавтологiй). Нехай F —
тавтологiя, A — деяка пiдформула F , i A ≡ B. Тодi формула ΠB

AF
також є тавтологiєю.

Доведення. Нехай x1, x2, . . . , xn — всi змiннi, вiд яких залежать форму-
ли F , A, B. Значення формули ΠB

AF (x1, x2, . . . , xn) на булевому векторi

(α1, α2, . . . , αn) ∈ Ln
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обчислюється послiдовно, починаючи вiд змiнних, i переходячи до пiд-
формул бiльшої довжини. На певному кроцi доведеться обчислювати
логiчнi значення пiдформул B(x1, x2, . . . , xn). Оскiльки A ≡ B, то всi цi
значення дорiвнюють A(α1, α2, . . . , αn). А тому всi наступнi кроки обчи-
слення логiчного значення

ΠB
AF (α1, α2, . . . , αn)

будуть такими ж, як i при обчисленнi значення F (α1, α2, . . . , αn). Отже,
для довiльного вектора (α1, α2, . . . , αn) ∈ Ln має мiсце рiвнiсть

ΠB
AF (α1, α2, . . . , αn) = F (α1, α2, . . . , αn) = 1.

Це й означає, що формула ΠB
AF є тавтологiєю.

1.4 Логiчний наслiдок

Простий аналiз показує, що на практицi використовуються мiркуван-
ня, умова яких складається з кiлькох, по сутi незалежних висловлювань.
Ця ситуацiя легко формалiзується за допомогою поняття логiчного на-
слiдку для формул логiки висловлювань.

Нехай F1, F2, . . . , Fs — довiльним чином вибранi формули логiки ви-
словлювань, якi залежать вiд змiнних x1, x2, . . . , xn.

Означення 1.7. Формула F називається логiчним наслiдком формул

F1, F2, . . . , Fs,

якщо для довiльного набору висловлювань a1, a2, . . . , an з того, що всi
висловлювання

F1(a1, a2, . . . , an), F2(a1, a2, . . . , an), . . . , Fs(a1, a2, . . . , an)

є iстинними, випливає iстиннiсть висловлювання F (a1, a2, . . . , an).

Iншими словами, це означає, що кожен булевий вектор, який входить
до областей iстинностi усiх формул F1, F2, . . . , Fs, входитиме також до
областi iстинностi формули F , тобто

s⋂
i=1

I(Fi) ⊂ I(F ). (1.2)
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Той факт, що формула F є логiчним наслiдком формул

F1, F2, . . . , Fs,

позначатимемо так:
F1, F2, . . . , Fs |= F.

Теорема 1.4. Спiввiдношення F1, F2, . . . , Fs |= F для формул логiки ви-
словлювань має мiсце тодi i тiльки тодi, коли тавтологiєю буде кожна
з наступних формул:

(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fs) → F, (1.3)
F1 → (F2 → . . .→ (Fs → F ) . . .). (1.4)

Доведення. Нехай n — число змiнних у формулах F1, F2, . . . , Fs, F .
1) Якщо формула (1.3) є тавтологiєю, то для довiльного булевого

вектора

(α1, α2, . . . , αn) ∈
s⋂

i=1

I(Fi)

маємо
(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fs)(α1, α2, . . . , αn) = 1,

а тому F (α1, α2, . . . , αn) = 1. Отже, має мiсце включення (1.2).
З iншого боку, нехай виконується включення (1.2) i (α1, α2, . . . , αn) —

довiльний булевий вектор. Якщо

(α1, α2, . . . , αn) ̸∈
s⋂

i=1

I(Fi),

то
(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fs)(α1, α2, . . . , αn) = 0,

а тому вся формула (1.3) на цьому векторi набуває значення 1. У тому
випадку, коли

(α1, α2, . . . , αn) ∈
s⋂

i=1

I(Fi),

отримуємо

(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fs)(α1, α2, . . . , αn) = 1, i F (α1, α2, . . . , αn) = 1,



1.4. Логiчний наслiдок 19

тобто формула (1.3) також набуває значення 1. Отже, (1.3) — це тавто-
логiя.

2) Нехай формула (1.4) є тавтологiєю. Припустимо вiд супротивного,
що спiввiдношення F1, F2, . . . , Fs |= F не виконується. Тодi iснує булевий
вектор ā = (α1, α2, . . . , αn), для якого

F1(ā) = F2(ā) = . . . = Fs(ā) = 1, але F (ā) = 0.

Звiдси дiстаємо

(Fs → F )(ā) = 1 → 0 = 0, (Fs−1 → (Fs → F ))(ā) = 1 → 0 = 0.

Продовжуючи рухатись лiворуч до початку формули (1.4) i враховуючи
на кожному кроцi результат попереднiх обчислень, на останньому кроцi
дiстанемо, що значення формули (1.4) на векторi ā дорiвнює

F1(ā) → 0 = 1 → 0 = 0.

Отже, формула (1.4) не є тавтологiєю, що суперечить умовi теореми.
З iншого боку, нехай має мiсце включення (1.2). Якщо булевий вектор

ā = (α1, α2, . . . , αn) мiститься в

s⋂
i=1

I(Fi),

то
F1(ā) = F2(ā) = . . . = Fs(ā) = 1,

а тому й F (ā) = 1. Отже, в такому разi формула (1.4) на векторi ā
набуває значення

1 → (1 → . . .→ (1 → 1) . . .) = 1.

Якщо ж

ā ̸∈
s⋂

i=1

I(Fi),

то iснує iндекс k, 1 ≤ k ≤ s, такий, що ā ̸∈ I(Fk). Виберемо найменше
число k з цiєю властивiстю. Тодi

Fk(ā) → (Fk+1(ā) → . . .→ (Fs(ā) → F (ā)) . . .) = 0 → (. . .) = 1
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незалежно вiд того, яке логiчне значення набуває консеквент цiєї фор-
мули. Звiдси випливає, що на векторi ā формула (1.4) набуває значення

F1(ā) → (F2(ā) → . . .→ (Fk−1(ā) → 1) . . .).

З вибору числа k випливає, що F1(ā) = F2(ā) = . . . = Fk−1(ā) = 1. Тому
останнiй вираз має логiчне значення 1. Отже, (1.4) є тавтологiєю.

1.5 Основнi методи доведень

При доведеннi теорем в тому чи iншому роздiлi математики окрiм
фактiв теорiї, для потреб якої формулюються i доводяться теореми, ви-
користовуться певнi логiчнi мiркування. Метод доведення теореми за-
лежить вiд того, якi саме логiчнi мiркування застосовуються, та в якiй
послiдовностi вони проводяться. Загальнi схеми, якi при цьому виника-
ють, є схемами логiчного наслiдку.

1.5.1 Доведення вiд супротивного

Доведення твердження A цим методом здiйснюється таким чином.
Припускається, що A є хибним твердженням, тобто iстинним твердже-
нням є ¬A. Пiсля цього доводиться, що з припущення випливає деяке
хибне твердження B, тобто таке, що ¬B є iстинним. На пiдставi цього
робиться висновок про iстиннiсть твердження A. Це висновок правиль-
ний, оскiльки вiн опирається на схему логiчного мiркування

¬A→ B,¬B |= A.

Проаналiзуємо доведення твердження «Число
√
2 є iррацiональним».

Позначимо це висловлювання символом A. Тодi ¬A є висловлюва-
нням «Число

√
2 є рацiональним». Якщо ¬A є iстинним, то iснують

натуральнi числа m,n такi, що
√
2 = m/n, звiдки 2 = m2/n2, тобто

2n2 = m2. Остання рiвнiсть означає, що iстинним є твердження «Iснує
натуральне число, яке при дiленнi на степенi числа 2 рiзної парностi дає
в частцi обидва рази непарне число». Позначимо це твердження симво-
лом B. Оскiльки B — хибне твкрдження, тобто ¬B — iстинне, то маємо
умову ¬A → B,¬B. З цiєї умови, використовуючи правило логiчного
наслiдку modus tollens, дiстаємо твердження A. Таким чином, наведене
доведення твердження «Число

√
2 є iррацiональним» здiйснюється за

наведеною вище логiчною схемою.
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1.5.2 Метод зведення до абсурду

Це рiзновиднiсть методу доведення вiд супротивного. Нехай потрiбно
довести деяке твердження A. Припускаючи, що воно хибне, встановлю-
ється, що для деякого твердження B iстинними є iмплiкацiї ¬A → B i
¬A→ ¬B. Використовуючи схему логiчного наслiдку

¬A→ B,¬A→ ¬B |= A,

звiдси отримуємо iстиннiсть твердження A.

1.5.3 Вичерпування можливостей для умови

Нехай теорема, яку потрiбно довести, має вигляд A → B, де A —
умова теореми, а B — її висновок. Припустимо, що твердження A можна
подати, як диз’юнкцiю певних тверджень:

A = A1 ∨A2 ∨ . . . ∨As.

Тодi для доведення теореми досить переконатися, що кожна з iмплiкацiй

A1 → B,A2 → B, . . . , As → B

є iстинним твердженням. Справдi, легко пересвiдчитися, що має мiсце
таке вiдношення логiчного наслiдку

A1∨A2∨ . . .∨As, A1 → B,A2 → B, . . . , As → B |= A1∨A2∨ . . .∨As → B.

Застосовуючи цю схему логiчного наслiдку в нашiй ситуацiї, дiстаємо
потрiбне.

З’ясуємо, за якою схемою логiчних мiркувань здiйснюється доведен-
ня теореми «Кут, що вписаний у коло, вимiрюється половиною дуги, на
яку вiн спирається».

Умовою цiєї теореми є висловлювання A = «В коло вписано деякий
кут α», а її наслiдком — висловлювання B = «Кут α дорiвнює половинi
дуги, на яку вiн спирається». Умова A є диз’юнкцiєю трьох тверджень,
якi характеризують розташування кута в колi:

A1 = «Центр кола лежить на однiй зi сторiн кута»,
A2 = «Центр кола лежить всерединi кута»,
A3 = «Центр кола лежить поза кутом».



1.5. Основнi методи доведень 22

Зрозумiло, що A = A1 ∨ A2 ∨ A3. Тому для доведення теореми до-
сить довести iстиннiсть iмплiкацiй A1 → B, A2 → B, A3 → B. Отже,
твердження теореми отримуємо на основi схеми логiчного наслiдку

A1 ∨A2 ∨A3, A1 → B,A2 → B,A3 → B |= A1 ∨A2 ∨A3 → B.

1.5.4 Вичерпування можливостей для висновку

Нехай потрiбно довести деяке твердження A→ B, а B1, . . . , Bs — iншi
можливостi для висновку B, причому одна з них обов’язково правильна,
тобто B ∨ B1 ∨ . . . ∨ Bs = 1. Тодi досить довести хибнiсть iмплiкацiй
A→ B1, . . . , A→ Bs. Звiдси отримуємо iстиннiсть iмплiкацiї A→ B. Це
випливає з такого спiввiдношення логiчного наслiдку:

B ∨B1 ∨ . . . ∨Bs,¬(A→ B1), . . . ,¬(A→ Bs) |= A→ B.

1.5.5 Метод математичної iндукцiї

Нехай потрiбно довести твердження про те, що кожен елемент деякої
множини Ω має певну властивiсть P , причому множина Ω є злiченною,
тобто кожен її елемент має унiкальний натуральний номер:

Ω = {ω1, ω2, ω3, . . .}

Доводимо такi твердження:

(a) елемент ω1 має властивiсть P , тобто P (ω1) = 1;

(b) для довiльного натурального n iз припущення, що ωn має власти-
вiсть P , випливає, що цю властивiсть має i елемент ωn+1, тобто
P (ωn) → P (ωn+1) = 1.

Тодi кожен елемент множини Ω має властивiсть P .
Цей метод доведення називається методом математичної iндукцiї. Вiн

базується на тому, що для кожного n ≥ 1 має мiсце спiввiдношення

P (ω1), P (ω1) → P (ω2), . . . , P (ωn−1) → P (ωn) |= P (ωn).

Доведення частина (a) називають базою iндукцiї, а доведення частини
(b) — iндуктивним кроком.
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1.5.6 Пряма i обернена теореми

Якщо теорема записана у виглядi iмплiкацiї A→ B, то поряд iз нею
можна розглядати такi iмплiкацiї:

B → A, ¬A→ ¬B, ¬B → ¬A.

Перша з них називається оберненою теоремою, друга — протилежною, а
третя — протилежною до оберненої теореми. Саму ж iмплiкацiю A→ B
при цьому звуть прямою теоремою. Оскiльки мають мiсце рiвносиль-
ностi

A→ B ≡ ¬B → ¬A, B → A ≡ ¬A→ ¬B,

то пряма теорема рiвносильна з протилежною до оберненої, а обернена
теорема рiвносильна з протилежною. Пряма i обернена теорема, взагалi
кажучи, не рiвносильнi.

Таким чином, замiсть того, щоб доводити пряму теорему, можна до-
водити протилежну до оберненої, а замiсть того, щоб будувати доведен-
ня оберненої, можна доводити протилежну теорему.

Рiвносильнiсть прямого i оберненого тверджень теореми означає, що
вона має вигляд A↔ B, тобто формулюється у виглядi критерiя. Дове-
дення такої теореми вiдбувається на основi схеми логiчного наслiдку

A→ B,B → A |= A↔ B.

1.6 Вправи

1. Побудуйте таблицю iстинностi формули i перевiрте, чи буде вона
тавтологiєю:

а) x1 ∧ (¬x2 ↔ x3);

б) (¬x2 ∨ x3) → x1.

2. На основi поняття логiчного наслiдку встановiть, чи є логiчними
такi мiркування:

«Студент С не складе екзамен, якщо погано до нього пiдготує-
ться. Якщо ж вiн не складе екзамен, то не буде отримувати
стипендiю. Отже, якщо студент С погано пiдготується до ек-
замену, то вiн не буде отримувати стипендiю.»
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3. Для заданої теореми сформулюйте обернене твердження. Чи буде
воно правильним? Чому?

а) Дiагоналi паралелограма в точцi перетину дiляться навпiл.

б) В прямокутному трикутнику квадрат гiпотенузи дорiвнює сумi
квадратiв катетiв.

4. Для кожного з наведених тверджень сформулюйте протилежне,
обернене i протилежне до оберненого твердження. Якi з них пра-
вильнi i чому?

а) Навколо прямокутника можна описати коло.

б) Якщо в чотирикутник можна вписати коло, то вiн є ромбом.

5. Доведiть методом математичної iндукцiї, що має мiсце рiвнiсть

а) 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, n ≥ 1;

б)
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1) · n
=
n− 1

n
, n ≥ 2;

в)
(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)
· · ·
(
1− 1

n

)
=

1

n
, n ≥ 2;

г)
1

1 +
√
2
+

1√
2 +

√
3
+ · · ·+ 1√

n− 1 +
√
n
=

√
n− 1, n ≥ 2.



Роздiл 2

Основи теорiї чисел

2.1 Подiльнiсть цiлих чисел. Простi числа

При обчисленнях з цiлими числами ми часто стикаємося iз ситуацiєю,
коли пiсля дiлення залишається певний «надлишок». Наступна теорема,
яку називають теоремою про дiлення з остачею, формалiзує процедуру
дiлення, враховуючи таку ситуацiю, та визначає однозначний її резуль-
тат.

Теорема 2.1. Для довiльної пари цiлих чисел a i b, b ̸= 0, iснують такi
цiлi числа q та r, що

a = qb+ r i 0 ≤ r < |b|. (2.1)

Числа q i r цими умовами визначаються однозначно.

Числа q i r з рiвностi (2.1) називаються вiдповiдно (неповною) час-
ткою та остачею вiд дiлення a на b.

Доведення. Доведемо iснування чисел q i r. Маємо наступнi випадки.
Випадок a ≥ 0 i b > 0. Розглянемо множину

A = {a− nb | n ∈ Z},

тобто множину, що мiстить елементи

. . . , a+ 3b, a+ 2b, a+ b, a, a− b, a− 2b, a− 3b, . . .

25
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Серед елементiв множини A є невiд’ємнi числа. Наприклад, таким буде
число a. Тому серед невiд’ємних чисел iз множини A є найменше. По-
значимо його r. Нехай r = a−qb — це задання r як елемента множини A.
Тодi r < b. Справдi, з припущення r ≥ b вiдразу випливало б, що мно-
жина A мiстить невiд’ємне число r − b = a − (q + 1)b, яке менше за r.
Отже, 0 ≤ r < b i a = qb+ r, тобто числа q i r — шуканi.

Випадок a ≥ 0 i b < 0. За доведеним у попередньому випадку, iснують
числа m i r такi, що

a = m · |b|+ r = (−m) · b+ r i 0 ≤ r < |b|.

Тобто числа q = −m i r — шуканi.
Випадок a < 0. За доведеним у попереднiх двох випадках, iснують

числа m i k такi, що

|a| = m · b+ k i 0 ≤ k < |b|.

Якщо k = 0, то q = −m та r = k = 0. Якщо ж k > 0, то

a = −|a| = (−m) · b+ (−k) = (−m− sign b) · b+ (|b| − k),

де sign b = 1 при b > 0 та sign b = −1 при b < 0, i умови теореми
задовольняють q = −m− sign b та r = |b| − k, оскiльки 0 < |b| − k < |b|.

Iснування чисел q i r доведено.
Припустимо, що окрiм пари чисел q та r, умова (2.1) виконується для

пари q1 та r1, тобто

a = q1b+ r1 i 0 ≤ r1 < |b|.

Тодi з рiвностi q1b + r1 = qb + r випливає |q1 − q| · |b| = |r − r1| < |b|,
оскiльки числа r i r1 належать напiвiнтервалу [0, |b|). Тому |q1 − q| < 1.
Єдине цiле число, яке задовольняє останню нерiвнiсть, це |q1 − q| = 0.
Звiдки q1 = q та r1 = (q − q1)b+ r = r, що й треба було довести.

Приклад 2.1. При дiленнi 17 на 7 одержуємо

17 = 2 · 7 + 3,

тобто частка 2 i остача 3, а при дiленнi −17 на 7 одержуємо

−17 = (−3) · 7 + 4,

тобто частка 3 i остача 4.
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Вправа 2.1. Знайдiть критерiй, коли остача вiд дiлення a на b рiвна a.

Вправа 2.2. Вкажiть правило, як обчислити знак частки вiд дiлення a
на b.

Означення 2.1. Кажуть, що цiле число a дiлиться на цiле число b, якщо
iснує цiле число c таке, що a = b ·c. Число a називають кратним числа b,
а число b — дiльником числа a.

Для позначення того, що цiле число a дiлиться на цiле число b вико-
ристовують запис b | a (читається «b є дiльником a») або a ··· b (читається
«a дiлиться на b»). Якщо ж потрiбно вказати, що цiле число a не дiли-
ться на цiле число b, то використовують перекресленi символи: b ∤ a
(читається «b не є дiльником a») або a ̸ ··· b (читається «a не дiлиться
на b»).

Безпосередньо з означення випливає, що цiле число a дiлиться на
цiле число b ̸= 0 тодi й лише тодi, коли остача вiд дiлення a на b рiвна
нулю. Також, вiдповiдно до означення, можна говорити про подiльнiсть
на 0 i число 0 є єдиним числом, що дiлиться на 0.

Зв’язок «бути дiльником» чи «дiлитися» мiж парою чисел природним
чином визначає бiнарне вiдношення на множинi цiлих чисел. Основнi
властивостi цього вiдношення вказує

Теорема 2.2. Вiдношення подiльностi має наступнi властивостi:

а) a | a (рефлексивнiсть);

б) якщо a | b i b | c, то a | c (транзитивнiсть);

в) якщо a | b, то a | (b · c);

г) якщо a | b i a | c, то a | (b± c);

д) 0 дiлиться на кожне цiле число, i лише 0 має таку властивiсть;

е) кожне число дiлиться на ±1, i лише ±1 мають таку властивiсть;

ж) якщо a | b i c | d, то (ac) | (bd).

Зазначенi властивостi вiдношення подiльностi безпосередньо випли-
вають з означення 2.1. Проiлюструємо це на прикладi транзитивностi.
З умов a | b i b | c випливає iснування таких цiлих чисел a1 i b1, що
b = a · a1 i c = b · b1. Звiдси c = b · b1 = (a · a1) · b1 = a · (a1 · b1), тобто a | c.
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Вправа 2.3. Доведiть всi iншi властивостi.

Нехай a ̸= 0 — цiле число та b його дiльник. За означенням iснує
цiле число c, причому c ̸= 0 таке, що a = b · c. Оскiльки |c| ≥ 1,
то виконується нерiвнiсть |a| = |b| · |c| ≥ |b|, яку можна переписати у
виглядi −|a| ≤ b ≤ |a|. Iншими словами, всi дiльники числа a знаходя-
ться мiж ±a. З рiвностей a = a · 1 = (−a) · (−1) випливає, що числа
±1 i ±a завжди є дiльниками числа a. Цi дiльники називають невласни-
ми. Будь-який iнший дiльник b числа a, тобто такий, що задовольняє
умову 1 < |b| < |a|, називається власним.

Означення 2.2. Цiле число називається складеним, якщо воно має власнi
дiльники. Цiле число називається простим, якщо воно вiдмiнне вiд 0, ±1
i не має власних дiльникiв.

Таким чином, кожне цiле число, окрiм 0 i ±1, або є простим, або є
складеним. При цьому числа 0 i ±1 не вiдносять нi до простих, нi до
складених. Легко бачити, що цiле (натуральне) число a є простим тодi
й тiльки тодi, коли воно має рiвно 4 цiлi дiльники: ±1 i ±a (рiвно 2
натуральнi дiльники: 1 i a).

Безпосередньо з означення простого числа випливає

Твердження 2.1. Цiле число a, вiдмiнне вiд 0, ±1, є простим тодi й
лише тодi, коли для будь-якого розкладу a у добуток двох множникiв
a = b · c один iз них дорiвнює ±1.

Доведення простоти цiлого числа за означенням вимагає перевiрки
великої кiлькостi чисел, що можуть виявитись власним дiльником. Цю
кiлькiсть можна значно скоротити, якщо шукати мiнiмальний власний
дiльник.

Твердження 2.2. Натуральне число a > 1 є простим тодi й лише тодi,
коли a не дiлиться на жодне натуральне число b таке, що 1 < b ≤

√
a.

Доведення. Необхiднiсть є очевидною, якщо врахувати, що, за умови
a > 1, виконується нерiвнiсть

√
a < a.

Доведемо достатнiсть. Нехай a = b · c деякий розклад натурального
числа a у добуток двох множникiв. Не обмежуючи загальностi, можна
вважати, що |b| ≤ |c|. Тодi b2 ≤ |b| · |c| = |b · c| = a. Звiдки одержуємо, що
дiльник |b| числа a задовольняє нерiвнiсть 1 ≤ |b| ≤

√
a. Оскiльки a не

дiлиться на натуральне число |b|, що задовольняє умовi 1 < |b| ≤
√
a, то

залишається лише випадок |b| = 1. Отже, за твердженням 2.1 число a є
простим.
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Простi числа виконують роль «будiвельних блокiв» для натуральних
чисел, оскiльки кожне таке число можна подати як добуток простих. Пi-
знiше ми переконаємось, що за додаткових умов, такий розклад єдиний.
Поки ми обмежимось доведенням iснування такого розкладу. Для цього
нам буде потрiбна

Лема 2.1. Кожне вiдмiнне вiд ±1 цiле число дiлиться на деяке просте
число.

Доведення. Число 0 дiлиться на просте число 2. Для ненульових чисел
доводимо iндукцiєю наступне твердження, з якого випливає тверджен-
ня леми. Кожне цiле число k, яке задовольняє нерiвнiсть 2 ≤ |k| ≤ n,
дiлиться на деяке просте число.

База iндукцiї n = 2. Числа ±2 дiляться на просте число 2.
Крок iндукцiї. Припустимо, що твердження правильне для n − 1.

Щоб довести для n потрiбно розглянути лише «новi» числа ±n. Якщо
число n просте, то простим дiльником чисел ±n буде число n. Якщо
ж n складене, то воно має власний натуральний дiльник m. Оскiльки
1 < m < |n|, то, за припущенням iндукцiї, m має простий дiльник p. З
транзитивностi вiдношення подiльностi випливає p | (±n).

В подальшому, коли ми говоримо про добуток m1 ·m2 · . . . ·mk деяких
k множникiв, будемо використовувати наступну домовленiсть. Єдине чи-
сло у випадку k = 1 також будемо називати добутком, що мiстить один
множник. Крiм того, число 1 будемо вважати добутком нульової кiль-
костi множникiв (випадок k = 0).

Теорема 2.3. Кожне натуральне число розкладається у добуток про-
стих чисел.

Доведення. Доводимо iндукцiєю за n ∈ N.
База iндукцiї. Для числа n = 1 твердження теореми є правильним

згiдно з домовленiстю.
Крок iндукцiї. Розглянемо довiльне n > 1 i припустимо, що для всiх

чисел, менших вiд n, теорему вже доведено. За попередньою лемою n мо-
жна розкласти у добуток n = p1m, де p1 — просте i 1 ≤ m < n. За
припущенням iндукцiї для m iснує розклад m = p2p3 . . . pk у добуток
простих чисел. Тодi n = p1p2 . . . pk, що й буде шуканим розкладом для
числа n.

Класичним результатом, що встановлює нескiнченнiсть множини
простих чисел є
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Теорема 2.4 (Евклiд). Множина всiх простих чисел є нескiнченною.

Доведення. Доводимо методом вiд супротивного. Припустимо, що мно-
жина P усiх простих чисел скiнченна. Нехай

P = {p1, p2, . . . , pk}.

Розглянемо натуральне число n = |p1p2 . . . pk| + 1. За доведеною лемою
число n має простий дiльник p. Цей дiльник не може збiгатися з жодним
iз чисел p1, . . . , pk, бо при дiленнi n з остачею на кожне з них отримуємо
остачу 1. Отже, просте число p не зустрiчається в списку p1, . . . , pk. Це
суперечить припущенню про те, що P мiстить усi простi числа. Теорему
доведено.

2.2 НСД i НСК

Означення 2.3. Число d називають найбiльшим спiльним дiльником чи-
сел a i b, якщо виконуються умови:

1) d | a i d | b;

2) якщо c | a i c | b, то c | d.

Слово «найбiльший» означає не найбiльший за величиною, а те, що
вiн є кратним будь-якого iншого спiльного дiльника чисел a i b. Напри-
клад, спiльними дiльниками чисел 12 i 18 є числа ±1, ±2, ±3 i ±6. Ли-
ше числа ±6 задовольняють другу умову означення, тому найбiльшим
спiльним дiльником чисел 12 i 18 є число 6 або −6.

Означення 2.3 накладає певнi вимоги на число d, щоб можна було
його назвати найбiльшим спiльним дiльником заданих чисел. Але iсну-
вання такого числа d потребує доведення. Це встановлює

Теорема 2.5. Для будь-яких цiлих чисел a i b iснує їх найбiльший спiль-
ний дiльник.

Доведення. Безпосередньо з означення маємо, що найбiльший спiльний
дiльник чисел 0 i 0 є число 0. Тому далi вважаємо, що серед чисел a i b
є ненульове.

Розглянемо множину

I = {ma+ nb | m,n ∈ Z}.
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Вона, зокрема, мiстить числа

±a = ±1 · a+ 0 · b та ±b = 0 · a+ (±1) · b.

Тому серед елементiв множини I є натуральнi числа.
Позначимо через d найменше з них i доведемо, що d є найбiльшим

спiльним дiльником чисел a i b. Справдi, нехай d = m0a + n0b. Припу-
стимо, що a не дiлиться на d. Тодi роздiлимо a на d з остачею:

a = qd+ r, 0 < r < d,

i матимемо
r = a− qd = (1− qm0)a+ (−qn0)b ∈ I,

що суперечить вибору числа d. Аналогiчно доводиться, що d | b. От-
же, першу умову з означення найбiльшого спiльного дiльника число d
задовольняє.

Припустимо тепер, що c | a i c | b. Тодi iснують розклади a = ca1 i
b = cb1 та

d = m0 · ca1 + n0 · cb1 = c · (m0a1 + n0b1).

Звiдки одержуємо c | d, тобто виконується i друга умова означення.

Як показав приклад вище, може iснувати кiлька чисел, кожне з яких
є найбiльшим спiльним дiльником. Наступне твердження встановлює
зв’язок мiж всiма такими числами.

Твердження 2.3. Найбiльший спiльний дiльник визначений однозначно
з точнiстю до знака.

Доведення. З означення 2.3 випливає, що разом iз числом d найбiльшим
спiльним дiльником чисел a i b буде також i число −d.

Нехай тепер d1 i d2 — найбiльшi спiльнi дiльники чисел a i b. З озна-
чення маємо d1 | d2 i d2 | d1, тобто d2 = d1 · q1 i d1 = d2 · q2. Якщо d2 = 0,
то d1 = 0. У випадку d2 ̸= 0 одержуємо d2 = d2 · q1q2. Звiдки q1q2 = 1,
що можливо лише при q1 = ±1. Отже, d1 = ±d2.

Доведене твердження дозволяє досягнути однозначностi, якщо до-
мовитись розглядати лише невiд’ємне значення найбiльшого спiльного
дiльника. Такий найбiльший спiльний дiльник чисел a i b позначають
НСД(a, b) або просто (a, b).

Безпосередньо з доведення теореми 2.5 випливає
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Твердження 2.4 (Тотожнiсть Безу). Якщо d = НСД(a, b), то iснують
цiлi числа m i n такi, що ma+ nb = d.

Твердження 2.5. Якщо a = qb+ r, b ̸= 0, то НСД(a, b) = НСД(b, r).

Доведення. Нехай НСД(a, b) = d1, НСД(b, r) = d2. Оскiльки b ̸= 0, то
числа d1 i d2 не можуть бути нульовими, тобто є додатними. З рiвностi
a = qb+ r випливає, що d2 | a, бо d2 дiлить праву частину. Крiм того,
d2 | b. Тому за означенням найбiльшого спiльного дiльника d2 | d1. Ана-
логiчно з рiвностi r = a− qb одержуємо d1 | r та d1 | d2. Отже, числа d1
i d2 дiляться одне на одне, тобто iснують цiлi числа q1 i q2 такi, що
d2 = d1 · q1 i d1 = d2 · q2. Звiдси d2 = d2 · q1q2, що еквiвалентно q1q2 = 1.
Остання рiвнiсть можлива лише при q1 = ±1, тобто d1 = ±d2. Оскiльки
d1 i d2 додатнi, то d1 = d2.

Вхiд: a, b — цiлi числа, a > b ≥ 0
Вихiд: НСД(a, b)
while b > 0 do

обчислюємо остачу r вiд дiлення a на b;
a = b;
b = r;

end
return a;

Алгоритм 1. Алгоритм Евклiда

Теорема 2.6 (про коректнiсть i обчислювальну складнiсть). За допомо-
гою алгоритму Евклiда обчислюється найбiльший спiльний дiльник цi-
лих чисел a i b, a > b ≥ 0. При цьому вимагається менше, нiж 2 log2 a
дiлень з остачею.

Доведення. Коректнiсть алгоритму Евклiда. У випадку b = 0 маємо
НСД(a, b) = a. Алгоритм Евклiда також повертає це значення. Далi роз-
глядаємо випадок b ̸= 0.

Позначимо r−1 = a, r0 = b та розглянемо послiдовнiсть чисел {ri},
якi обчислюються алгоритмом послiдовним дiленням з остачею

ri−1 = qi+1ri + ri+1, 0 < ri+1 < ri, i ≥ 0. (2.2)

Цi числа утворюють монотонно спадну послiдовнiсть

r−1 > r0 > r1 > r2 > r3 > . . . ,
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натуральних чисел, яка не може бути нескiнченною. Тому на якомусь
кроцi вiдбудеться дiлення нацiло rk−1 = qk+1rk, та алгоритм закiнчить
обчислення i поверне остачу rk, яка є найбiльшим спiльним дiльником
чисел a i b.

Справдi, з твердження 2.5 i правила побудови послiдовностi (2.2) ма-
ємо

НСД(a, b) = НСД(b, r1) = НСД(r1, r2) = . . . = НСД(rk−1, rk) = rk.

Обчислювальна складнiсть алгоритму Евклiда. Покажемо, що в по-
слiдовностi остач

r−1, r0, r1, r2, . . . , rk−1, rk

за будь-якi два кроки остача зменшується принаймнi вдвiчi, тобто, що
для всiх i, 1 ≤ i ≤ k, виконується нерiвнiсть ri < ri−2/2. Справдi, якщо

ri−1 ≤ ri−2/2,

то

ri < ri−1 ≤ ri−2/2.

Якщо ж

ri−1 > ri−2/2,

то

0 < ri−2 − ri−1 < ri−2 − ri−2/2 = ri−2/2 < ri−1.

Але з рiвностi ri−2 = ri−1 + (ri−2 − ri−1) тепер випливає, що при дiлен-
нi ri−2 на ri−1 остача дорiвнює

ri = ri−2 − ri−1 < ri−2/2.

Нехай тепер 2m− 1 — найбiльше непарне число, яке не перевищує k.
Тодi k ≤ 2m. Крiм того, з нерiвностей ri < ri−2/2 випливає, що

r2m−1 < a/2m.

Оскiльки r2m−1 ≥ 1, то 2m < a, звiдки m < log2 a. Отже,

k ≤ 2m < 2 log2 a,

що й треба було довести.
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Твердження 2.6. Алгоритм Евклiда можна розширити для знаходже-
ння лiнiйного зображення d = ma+nb найбiльшого спiльного дiльника d
чисел a i b.

Доведення. Справдi, з рiвностi

rk−2 = qkrk−1 + rk

можна одержати зображення

d = rk = rk−2 − qkrk−1

найбiльшого спiльного дiльника як лiнiйної комбiнацiї остач rk−1 та rk−2.
Використовуючи попередню рiвнiсть

rk−3 = qk−1rk−2 + rk−1,

одержимо

d = rk−2 − qk(rk−3 − qk−1rk−2) = (1 + qkqk+1)rk−2 − qkrk−3

як лiнiйної комбiнацiї остач rk−2 та rk−3. Пiднiмаючись ланцюжком рiв-
ностей з алгоритму Евклiда вгору, на наступному кроцi одержимо зо-
браження d як лiнiйної комбiнацiї остач rk−3 i rk−4, потiм — як лiнiйної
комбiнацiї остач rk−4 та rk−5, i т.д., доки за допомогою першої рiвностi
a = q1b+ r1 не одержимо зображення d як лiнiйної комбiнацiї a i b.

Альтернативний варiант розширеного алгоритму Евклiда, який не
вимагає збереження всiєї послiдовностi часток та остач в процесi своєї
роботи, представлено нижче. Цей алгоритм в порiвняннi зi звичайним
алгоритмом Евклiда виконує додатковi обчислення, якi не впливають на
кiлькiсть iтерацiй. Його коректнiсть випливає з коректностi звичайного
алгоритму Евклiда та того факту, що рiвностi x = mxa + nxb та y =
mya + nyb виконуються до початку виконання циклу та пiсля кожної
iтерацiї циклу.
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Вхiд: a, b — цiлi числа, a > b ≥ 0
Вихiд: d, m, n — цiлi числа; d = НСД(a, b) = ma+ nb
x = a; mx = 1; nx = 0; {x = mxa+ nxb }
y = b; my = 0; ny = 1; { y = mya+ nyb }
while y > 0 do

обчислюємо частку q та остачу r вiд дiлення x на y;
{ r = x− qy = (mxa+ nxb)− q(mya+ nyb)

= (mx − qmy)a+ (nx − qny)b }
mr = mx − qmy; nr = nx − qny; { r = mra+ nrb }
x = y; mx = my; nx = ny;
y = r; my = mr; ny = nr;

end
return (x, mx, nx);

Алгоритм 2. Розширений алгоритм Евклiда

Вправа 2.4. Доведiть наступнi твердження про розширений алгоритм
Евклiда.

• На кожнiй iтерацiї циклу виконуються рiвностi |mr| = |mx|+ q|my|
та |nr| = |nx|+ q|ny|. Як наслiдок |mr| ≥ |my| та |nr| ≥ |ny|.

• На кожнiй iтерацiї циклу виконується рiвнiсть |mrny − nrmy| =
|mynx − nymx|. Як наслiдок |mrny − nrmy| = 1.

• На останнiй iтерацiї циклу |mr| = b/d та |nr| = a/d.

• Виконуються нерiвностi |m| ≤ b/d та |n| ≤ a/d.

• Якщо b > 0, то виконуються бiльш сильнi обмеження

|m| ≤ b

2d
та |n| ≤ a

2d
.

Поняття найбiльшого спiльного дiльника можна узагальнити на до-
вiльну скiнченну кiлькiсть чисел наступним чином.

Означення 2.4. Число d називається найбiльшим спiльним дiльником
чисел

a1, a2, . . . , ak, k ≥ 1,

якщо d задовольняє такi умови:
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1) d | a1, d | a2, . . . , d | ak;

2) якщо c | a1, c | a2, . . . , c | ak, то c | d.

Нескладно переконатись аналогiчно до випадку двох чисел, що най-
бiльший спiльний дiльник чисел a1, a2, . . . , ak визначений з точнiстю
до знака. Це дозволяє досягти однозначностi, обмежившись лише не-
вiд’ємним значенням, яке позначають НСД(a1, a2, . . . , ak).

Для обчислення найбiльшого спiльного дiльника довiльної скiнчен-
ної кiлькостi чисел можна використовувати алгоритм Евклiда для двох
чисел, що є наслiдком

Твердження 2.7. НСД(a1, a2, . . . , ak) = НСД(НСД(a1, a2), a3, . . . , ak).

Доведення. Позначимо d12 = НСД(a1, a2) та d = НСД(d12, a3, . . . , ak). За
означенням d | d12 та d | a3, . . . , d | ak. Крiм того, d12 | a1 i d12 | a2,
звiдки за транзитивнiстю вiдношення подiльностi d | a1 i d | a2. Отже,
перша умова означення виконується.

Нехай c таке, що c | a1, c | a2, . . . , c | ak. Тодi c | d12 за означенням
найбiльшого спiльного дiльника для двох чисел, а за означенням для
k − 1 числа d12, a3, . . . , ak маємо c | d. Отже, виконується i друга умова
означення та

НСД(a1, a2, . . . , ak) = d.

Твердження доведено.

Нерiдко при обчисленнях з цiлими числами чи проведеннi певних
мiркувань зручно мати справу з числами, що не мають спiльних про-
стих дiльникiв, або, що те саме, не мають спiльних дiльникiв, вiдмiнних
вiд ±1. Такi числа отримали окрему назву, на що вказує

Означення 2.5. Цiлi числа a i b називаються взаємно простими, якщо
їх найбiльший спiльний дiльник дорiвнює 1.

У випадку бiльшої кiлькостi чисел говорять про взаємно простоту (у
сукупностi), коли найбiльший спiльний дiльник всiх чисел дорiвнює 1, та
про попарну взаємну простоту, коли всi пари чисел є взаємно простими.

Теорема 2.7 (Критерiй взаємної простоти). Цiлi числа a i b будуть вза-
ємно простими тодi й лише тодi, коли iснують цiлi числа c i d такi,
що ac+ bd = 1.
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Доведення. Необхiднiсть прямо випливає з доведення теореми 2.5 (або
з тотожностi Безу).

Достатнiсть маємо з того, що довiльний спiльний дiльник чисел a i b
буде також дiльником числа ac+ bd = 1, тобто має дорiвнювати ±1.

З критерiю взаємної простоти випливає ряд властивостей взаємно
простих чисел, якi сформульованi в наступних твердженнях.

Твердження 2.8. Якщо НСД(a, b) = 1 i НСД(a, c) = 1, то НСД(a, bc) = 1.

Доведення. За критерiєм взаємної простоти чисел умови НСД(a, b) = 1 i
НСД(a, c) = 1 рiвносильнi iснуванню таких цiлих чисел m, n, k, l, що

ma+ nb = 1, ka+ lc = 1.

Перемноживши цi рiвностi, одержимо:

(mka+mlc+ nkb) · a+ nl · bc = 1.

За тим же критерiєм звiдси випливає, що НСД(a, bc) = 1.

Твердження 2.9. Якщо a | bc i НСД(a, b) = 1, то a | c.

Доведення. Помножимо обидвi частини рiвностi ma+ nb = 1, яка вико-
нується за критерiєм взаємної простоти, на c:

mac+ nbc = c.

Оскiльки a | mac i a | nbc, то a | c.

Твердження 2.10. Якщо a | c, b | c i НСД(a, b) = 1, то ab | c.

Доведення. За умовою iснують такi a0, b0, m i n, що c = aa0 = bb0 i
ma+ nb = 1. Тодi

c = mac+ nbc = ma · bb0 + nb · aa0 = (mb0 + na0)ab.

Отже, ab | c.

Твердження 2.11. Якщо НСД(a, b) = d i a = a0d, b = b0d, то числа a0 i b0
взаємно простi.

Доведення. Зобразимо число d у виглядi d = ma + nb = ma0d + nb0d.
Тодi пiсля скорочення на d матимемо: 1 = ma0+nb0. Отже, за критерiєм
взаємної простоти чисел, НСД(a0, b0) = 1.
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Вправа 2.5. Доведiть, що для довiльного цiлого a та простого p числа
a i p будуть взаємно простими тодi й лише тодi, коли a не дiлиться на p.

Означення 2.6. Число m називається найменшим спiльним кратним
чисел a i b, якщо воно задовольняє двi умови:

1) a | m i b | m;

2) якщо a | n i b | n, то m | n.

Слово «найменше» у означеннi розумiється в сенсi подiльностi, а не
величини. Це спiльне кратне, кратним якого буде будь-яке спiльне кра-
тне чисел a i b. Найменше спiльне кратне, як i найбiльший спiльний
дiльник, визначене з точнiстю до знака. Це дозволяє досягнути одно-
значностi, якщо домовитись розглядати лише невiд’ємне значення. Таке
найменше спiльне кратне чисел a i b позначають НСК(a, b) або [a, b].

Теорема 2.8 (Теорема про iснування НСК i зв’язок з НСД). Для довiль-
них натуральних чисел a i b має мiсце рiвнiсть

НСК(a, b) =
ab

НСД(a, b)
.

Доведення. Нехай НСД(a, b) = d. Тодi a = a0d, b = b0d i

ab

НСД(a, b)
= a0b0d.

Число m = a0b0d = b0a = a0b є спiльним кратним чисел a i b, тобто
перша умова означення виконується.

Нехай тепер M — якесь спiльне кратне чисел a i b. Тодi M = aa1 =
bb1. З твердження 2.11 маємо НСД(a0, b0) = 1, а тому iснують такi цiлi
числа k i l, що 1 = ka0 + lb0. Помножимо обидвi частини цiєї рiвностi
на M :

M = ka0M + lb0M = ka0bb1 + lb0aa1 = kmb1 + lma1 = m(kb1 + la1).

Звiдки випливає m | M , тобто виконується i друга умова означення
найменшого спiльного кратного для числа m.

Поняття найменшого спiльного кратного також можна узагальнити
на довiльну скiнченну кiлькiсть чисел наступним чином.
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Означення 2.7. Число m називається найменшим спiльним кратним
чисел

a1, a2, . . . , ak, k ≥ 1,

якщо m задовольняє такi умови:

1) a1 | m, a2 | m, . . . , ak | m;

2) якщо a1 | n, a2 | n, . . . , ak | n, то m | n.

Для обчислення найменшого спiльного кратного довiльної скiнчен-
ної кiлькостi чисел достатньо вмiти знаходити найменше спiльне кратне
двох чисел, що встановлює

Твердження 2.12. НСК(a1, a2, . . . , ak) = НСК(НСК(a1, a2), a3, . . . , ak).

Доведення. Позначимо m12 = НСК(a1, a2) та m = НСК(m12, a3, . . . , ak).
За означеннямm12 | m та a3 | m, . . . , ak | m. Крiм того, a1 | m12 i a2 | m12,
звiдки за транзитивнiстю вiдношення подiльностi a1 | m i a2 | m. Отже,
перша умова означення виконується.

Нехай n таке, що a1 | n, a2 | n, . . . , ak | n. Тодi m12 | n за означенням
найменшого спiльного кратного для двох чисел, а за означенням для
k − 1 числа m12, a3, . . . , ak маємо m | n. Отже, виконується i друга
умова означення та

НСК(a1, a2, . . . , ak) = m.

Твердження доведено.

2.3 Розклад на простi множники

Теорема 2.9 (Основна теорема арифметики). Кожне натуральне число
розкладається в добуток простих чисел, причому такий розклад є одно-
значним з точнiстю до порядку i знакiв множникiв.

Доведення. Iснування розкладу доводить теорема 2.3.
Доведемо однозначнiсть розкладу iндукцiєю за довжиною k найко-

ротшого розкладу (тобто розкладу, який мiстить найменшу кiлькiсть
простих множникiв) натурального числа на простi множники.

База iндукцiї. При k = 0 (число 1) однозначнiсть розкладу має мiсце.
Крок iндукцiї. Припустимо, що для всiх чисел, для яких iснує роз-

клад на менше нiж k простих множникiв, однозначнiсть розкладу вже
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доведена. Нехай n є числом, довжина деякого найкоротшого розкладу
якого дорiвнює k та маємо два розклади числа n на простi множники:

n = p1p2 . . . pk = q1q2 . . . qm, m ≥ k. (2.3)

Якщо НСД(p1, q1) = 1, НСД(p1, q2) = 1, . . . , НСД(p1, qm) = 1, то з твер-
дження 2.8 випливає, що НСД(p1, q1q2 . . . qm) = 1. Але це суперечить
рiвностi (2.3). Тому iснує таке i, що НСД(p1, qi) ̸= 1. Оскiльки p1 i qi —
простi числа, то вони або рiвнi, або протилежнi. Змiнивши, у разi по-
треби, в добутку q1q2 . . . qm порядок множникiв i знаки двох множникiв,
можемо вважати, що i = 1 та p1 = q1. Тодi рiвнiсть (2.3) набуває вигляду

p1p2 . . . pk = p1q2 . . . qm.

Пiсля скорочення на p1 отримаємо:

p2 . . . pk = q2 . . . qm.

Але добуток у лiвiй частинi цiєї рiвностi мiстить уже менше, нiж k мно-
жникiв. Тому, за припущенням iндукцiї, кiлькiсть множникiв в обох ча-
стинах рiвностi однакова (тобто k = m), а добутки p2 . . . pk i q2 . . . qm
вiдрiзняються щонайбiльше порядком i знаками множникiв. Враховую-
чи p1 = q1, однозначнiсть розкладу для числа n доведена.

Оскiльки вiд’ємне число n можна записати у виглядi n = −|n|, то з
теореми 2.9 одразу випливає iснування i однозначнiсть розкладу в до-
буток простих множникiв i для вiд’ємних цiлих чисел за виключенням
числа −1. Це виключення пов’язано з тим, що число −1 є дiльником чи-
сла 1, яке подається як добуток нульової кiлькостi простих множникiв.

Природнiсть виокремлення чисел ±1 при визначеннi простих та скла-
дених чисел пiдкреслюється формулюванням теореми 2.9. Якби числа
±1 вiдносили до простих чисел, то зникла б однозначнiсть розкладу в
добуток простих, бо до кожного розкладу можна було б приєднати до-
вiльну кiлькiсть множникiв 1 та довiльну парну кiлькiсть множникiв −1.

Легко бачити, що у розкладi натурального числа n в добуток простих
усi множники можна взяти додатними i впорядкувати їх за зростанням.
Цим пояснюється коректнiсть

Означення 2.8. Канонiчним називається розклад натурального числа n
на простi множники вигляду

n = pα1
1 pα2

2 . . . pαm
m ,

де p1, p2, . . . , pm — простi числа i 0 < p1 < p2 < . . . < pm.
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Безпосередньо з основної теореми арифметики випливає

Наслiдок 2.1. Для кожного натурального числа iснує єдиний канонi-
чний розклад.

Iнколи корисно вважати, що деякi простi числа можуть зустрiчатися
в канонiчних розкладах iз нульовими показниками. Таким чином, на-
приклад, для числа 20 розклад

20 = 22 · 51

є канонiчним за означенням, а розклади

20 = 22 · 30 · 51 = 22 · 30 · 51 · 70 = . . .

канонiчнi за домовленiстю. Зручнiсть такої домовленостi можна побачи-
ти вже в наступнiй лемi.

Лема 2.2. Якщо канонiчний розклад натурального числа n має вигляд

n = pα1
1 pα2

2 . . . pαm
m ,

то кожний натуральний дiльник d числа n має вигляд

d = pβ1

1 p
β2

2 . . . pβm
m ,

де 0 ≤ β1 ≤ α1, 0 ≤ β2 ≤ α2, . . . , 0 ≤ βm ≤ αm.

Доведення. Нехай n = d · f i канонiчнi розклади множникiв d i f мають
вигляд

d = pβ1

1 p
β2

2 . . . pβm
m , f = pγ1

1 p
γ2

2 . . . pγm
m ,

де β1, β2, . . . , βm i γ1, γ2, . . . , γm — цiлi невiд’ємнi числа. Тодi канонiчний
розклад числа n має вигляд

n = pβ1+γ1

1 pβ2+γ2

2 . . . pβm+γm
m .

Порiвнюючи показники в канонiчних розкладах числа n та використову-
ючи єдинiсть розкладу, одержуємо αi = βi + γi, звiдки випливає αi ≥ βi
для всiх i, 1 ≤ i ≤ m.

Використовуючи лему 2.2 легко довести наступну теорему, яка вста-
новлює зв’язок мiж канонiчними розкладами натуральних чисел та їх
найбiльшим спiльним дiльником та найменшим спiльним кратним.
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Теорема 2.10. Якщо для натуральних чисел a i b вiдомi їх канонiчнi
розклади

a = pα1
1 pα2

2 . . . pαm
m i b = pβ1

1 p
β2

2 . . . pβm
m ,

то

НСД(a, b) = p
min{α1,β1}
1 p

min{α2,β2}
2 . . . pmin{αm,βm}

m ,

НСК(a, b) = p
max{α1,β1}
1 p

max{α2,β2}
2 . . . pmax{αm,βm}

m .

Наслiдок 2.2. Числа a i b є взаємно простими тодi i лише тодi, коли
кожне просте число входить iз додатним показником у канонiчний
розклад не бiльше нiж одного з чисел a i b.

Зауважимо, що задача знаходження розкладу натурального числа в
добуток простих чисел є обчислювально складною, тобто для її розв’я-
зання в загальному випадку не вiдомий швидкий алгоритм. Тому вико-
ристання теореми 2.10 для знаходження найбiльшого спiльного дiльника
чи найменшого спiльного кратного на практицi є неефективним.

2.4 Функцiя Ойлера

Означення 2.9. Функцiєю Ойлера називається функцiя

φ : N → N,

значення φ(n) якої вiд n ∈ N дорiвнює кiлькостi натуральних чисел, якi
не бiльшi за n i взаємно простi з n.

Безпосередньою перевiркою легко переконатись, що

φ(1) = 1, φ(3) = 2, φ(5) = 4, φ(7) = 6,

φ(2) = 1, φ(4) = 2, φ(6) = 2, φ(8) = 4.

Означення 2.10. Функцiя f : N → R називається мультиплiкативною,
якщо функцiя f не є тотожно рiвною нулю та для довiльних взаємно про-
стих натуральних чисел m i n виконується рiвнiсть f(mn) = f(m)f(n).

Теорема 2.11. Функцiя Ойлера є мультиплiкативною.

Доведення. Оскiльки φ(1) = 1, то функцiя φ не є тотожно рiвною нулю.
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Покажемо, що для довiльних взаємно простих натуральних чисел
m i n виконується рiвнiсть φ(mn) = φ(m)φ(n). Для цього всi натуральнi
числа вiд 1 до mn випишемо у виглядi такої таблицi:

1 2 3 · · · m
m+ 1 m+ 2 m+ 3 · · · 2m
2m+ 1 2m+ 2 2m+ 3 · · · 3m

...
...

...
. . .

...
(n− 1)m+ 1 (n− 1)m+ 2 (n− 1)m+ 3 · · · nm

i знайдемо кiлькiсть тих чисел у цiй таблицi, якi взаємно простi з mn.
За твердженням 2.5 для довiльних натуральних k, m i r маємо

НСД(km+ r,m) = НСД(r,m),

оскiльки остача вiд дiлення чисел km+ r i r на число m однакова. Тому
числа, якi взаємно простi з m, а вiдтак i з mn, можуть бути лише в
стовпчиках, номери r яких взаємно простi з числом m. За означенням
функцiї φ кiлькiсть таких стовпчикiв дорiвнює φ(m).

Стовпчик iз номером r складається з чисел

r,m+ r, 2m+ r, . . . , (n− 1)m+ r.

Всi цi числа при дiленнi на n дають попарно рiзнi остачi. Справдi, при-
пустимо, що числа k1m + r i k2m + r при дiленнi на n дають однаковi
остачi. Тодi

(k2m+ r)− (k1m+ r) = (k2 − k1)m

дiлиться на n. Але НСД(m,n) = 1, тому k2 − k1 дiлиться на n, i з умови
0 ≤ k1, k2 ≤ n − 1 випливає k1 = k2. Отже, всi числа стовпчика з номе-
ром r при дiленнi на n дають попарно рiзнi остачi. Але кожен стовпчик
мiстить рiвно n чисел, тому цими остачами будуть, у певному порядку,
числа 0, 1, . . . , n − 1. За твердженням 2.5 число буде взаємно простим
з n тодi й лише тодi, коли взаємно простою з n буде його остача вiд дiле-
ння на n. Тому кожний стовпчик мiстить рiвно φ(n) чисел, якi взаємно
простi з n.

Таким чином, в таблицi числа, взаємно простi з m, знаходяться в
одному з φ(m) стовпчикiв, а кожний такий стовпчик мiстить φ(n) чи-
сел, взаємно простих з n. За твердженням 2.8 число буде взаємно про-
стим з mn тодi i тiльки тодi, коли воно взаємно просте з m та n. Тому
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таблиця мiстить рiвно φ(m)φ(n) чисел, взаємно простих з mn. За озна-
ченням функцiї Ойлера кiлькiсть таких чисел дорiвнює φ(mn). Отже,
φ(mn) = φ(m)φ(n).

Теорема 2.12. Нехай n = pα1
1 . . . pαk

k — канонiчний розклад числа n. Тодi

φ(n) = n
(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
.

Зокрема, для простого числа p

φ(p) = p− 1 i φ(pα) = pα − pα−1.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок n = pα, де p — просте число.
Число m буде взаємно простим iз числом pα тодi й лише тодi, коли m
не дiлиться на p. Серед чисел 1, 2, . . . , pα на p буде дiлитися кожне
p-те число. Тому таких чисел буде pα/p = pα−1. Решта pα − pα−1 чисел
взаємно простi з p, а отже i з pα. Тому φ(pα) = pα − pα−1. Зокрема,
φ(p) = p1 − p0 = p− 1.

Тепер з мультиплiкативностi функцiї φ у загальному випадку маємо:

φ(pα1
1 . . . pαk

k ) = φ(pα1
1 ) . . . φ(pαk

k ) = (pα1
1 − pα1−1

1 ) . . . (pαk

k − pαk−1
k ) =

= pα1
1

(
1− 1

p1

)
. . . pαk

k

(
1− 1

pk

)
= n

(
1− 1

p1

)
. . .
(
1− 1

pk

)
.

Теорему доведено.

Теорема 2.13 (Ойлер). Для взаємно простих чисел a та n число aφ(n)−1
дiлиться на n.

Доведення. Нехай k1, k2, . . . , kφ(n) — всi натуральнi числа, якi не бiльшi
за n i взаємно простi з числом n. Розглянемо числа

ak1, ak2, . . . , akφ(n). (2.4)

За твердженням 2.8 всi вони є взаємно простими з числом n. Крiм того,
числа (2.4) дають попарно рiзнi остачi при дiленнi на n. Дiйсно, якщо
aki i akj дають однаковi остачi, то їх рiзниця aki − akj = a(ki − kj)
дiлиться на n. Тодi за твердженням 2.9 на n дiлиться число ki − kj ,
що можливо лише у випадку ki = kj . Отже, множина остач вiд дiлення
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чисел (2.4) на n спiвпадає з множиною чисел k1, k2, . . . , kφ(n) та добуток
всiх чисел (2.4) можна записати двома способами:

ak1 · ak2 · . . . · akφ(n) = (q1n+ k1)(q2n+ k2) . . . (qφ(n)n+ kφ(n)), (2.5)

де множники злiва та справа знаходяться у взаємно однозначнiй вiдпо-
вiдностi та множнику aki злiва, що дає частку qr i остачу kr при дiленнi
на n, вiдповiдає множник qrn+kr справа. При розкриттi дужок в правiй
частинi рiвностi всi доданки, за виключенням добутку k1 · k2 · . . . · kφ(n)

будуть дiлиться на n, оскiльки будуть мiстити множник n. Якщо їх суму
позначити через A · n, то рiвнiсть (2.5) можна переписати у виглядi

ak1 · ak2 · . . . · akφ(n) = A · n+ k1 · k2 · . . . · kφ(n).

Звiдси випливає, що рiзниця

ak1 · ak2 · . . . · akφ(n) − k1 · k2 · . . . · kφ(n) =

= aφ(n)k1k2 . . . kφ(n) − k1k2 . . . kφ(n) = (aφ(n) − 1)k1k2 . . . kφ(n)

дiлиться на n. За твердженням 2.8 добуток k1k2 . . . kφ(n) i число n взаєм-
но простi, а тому за твердженням 2.9 число aφ(n) − 1 дiлиться на n.

2.5 Вправи

1. Обчислiть натуральне число b i остачу r вiд дiлення a = 19178 на b,
якщо частка вiд дiлення a на b дорiвнює 129.

2. Доведiть, що для кожного невiд’ємного цiлого числа n

7 | 22
2n

+ 5.

3. Доведiть, що iснує нескiнченно багато простих чисел, якi мають
вигляд 4k + 3.

4. Знайдiть всi такi натуральнi простi числа p, для яких кожне iз
чисел p+4 i p+14 також буде простим. Якою буде вiдповiдь, якщо
не вимагати, щоб число p було натуральним?

5. Чи iснують такi натуральнi числа a, b, c, що a | bc i a ∤ b, a ∤ c?
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6. Користуючись розширеним алгоритмом Евклiда знайдiть найбiль-
ший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне чисел 9367 i 4318
та подайте найбiльший спiльний дiльник у виглядi лiнiйної комбi-
нацiї заданих чисел.

7. Доведiть, що

НСК(a, b, c) =
abc · НСД(a, b, c)

НСД(a, b) · НСД(a, c) · НСД(b, c)
.

8. Обчислiть φ(n) для

а) n = 2310;

б) n = 16632;

в) n = 43560.

9. Знайдiть всi такi натуральнi числа n, що n є добутком двох рiзних
простих чисел, а φ(n) дорiвнює:

а) 24;

б) 100.



Роздiл 3

Комплекснi числа

3.1 Поняття кiльця та поля

Нехай M — непорожня множина. Бiнарною операцiєю на множинi M
називається вiдображення, яке кожнiй парi елементiв a, b ∈ M ставить
у вiдповiднiсть елемент з множини M . Для позначення бiнарних опера-
цiй використовують рiзнi математичнi символи, серед яких +, ·, ∗, при
цьому застосування вiдповiдної бiнарної операцiї до елементiв a, b ∈ M
записують у виглядi a+ b, a · b, a ∗ b.

Бiнарна операцiя ∗ на множинi M називається асоцiативною, якщо
для довiльних a, b, c ∈M виконується рiвнiсть

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Операцiя ∗ називається комутативною, якщо для довiльних a, b ∈ M
виконується рiвнiсть

a ∗ b = b ∗ a.
Елемент e ∈M називається нейтральним вiдносно операцiї ∗, якщо для
всiх a ∈M виконується

a ∗ e = e ∗ a = a.

При цьому елемент b ∈ M називають оберненим до a ∈ M вiдносно
операцiї ∗, якщо

a ∗ b = b ∗ a = e.

Означення 3.1. Множина G з визначеною на нiй бiнарною операцiєю ∗
називається групою, якщо операцiя ∗ є асоцiативною, вiдносно цiєї опе-
рацiї iснує нейтральний елемент та кожний елемент з множини G має

47



3.1. Поняття кiльця та поля 48

обернений вiдносно ∗. Група G називається абелевою (або комутатив-
ною), якщо операцiя ∗ є комутативною.

Прикладами груп є множина цiлих чисел вiдносно додавання, мно-
жина додатних рацiональних чисел вiдносно множення, множина всiх
пiдмножин фiксованої множини вiдносно симетричної рiзницi. Всi цi гру-
пи є прикладами абелевих груп. Прикладом неабелевої групи є множи-
на всiх взаємно однозначних перетворень фiксованої множини вiдносно
композицiї.

Про двi бiнарнi операцiї ∗, + на множинi M кажуть, що операцiя ∗
є дистрибутивною вiдносно операцiї +, якщо для довiльних a, b, c ∈ M
виконуються рiвностi

a ∗ (b+ c) = (a ∗ b) + (a ∗ c),
(b+ c) ∗ a = (b ∗ a) + (c ∗ a).

Означення 3.2. Множина K з визначеними на нiй бiнарними операцiями
+ та ·, якi прийнято називати додаванням та множенням, називається
кiльцем, якщо K вiдносно додавання є абелевою групою, множення є
асоцiативним та дистрибутивним вiдносно додавання. Якщо множення є
комутативним, то кiльце K називається комутативним. Якщо вiдносно
множення iснує нейтральний елемент, то кiльце K називається кiльцем
з одиницею.

Означення 3.3. Множина P з визначеними на нiй бiнарними операцiями
+ та ·, якi прийнято називати додаванням та множенням, називається
полем, якщо множина P вiдносно додавання є абелевою групою, ней-
тральний елемент якої прийнято називати нулем, множина ненульових
елементiв з множини P вiдносно множення є абелевою групою та мно-
ження є дистрибутивним вiдносно додавання.

Прикладами кiлець є цiлi числа та парнi цiлi числа вiдносно звичай-
них операцiй додавання i множення. Цi кiльця є комутативними, перше
з яких є кiльцем з одиницею. Множини рацiональних та дiйсних чисел
вiдносно звичайних операцiй додавання i множення утворюють поле,
при цьому вони також є прикладами комутативних кiлець з одиницею,
оскiльки кожне поле є комутативним кiльцем з одиницею. Зауважимо,
що множина цiлих чисел Z з дiями додавання i множення, якi на нiй
визначенi, полем не є (чому?).
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3.2 Побудова поля комплексних чисел

Нагадаємо, що непорожню множину P називають полем, якщо:
1) на нiй визначено двi дiї, одна з яких називається додаванням, а

друга множенням, причому кожна з цих дiй є асоцiативною i комута-
тивною, а множення є дистрибутивним вiдносно додавання;

2) вона мiстить такi елементи 0 i 1 такi, що додавання 0 i множення
на 1 не змiнює жоден елемент з P ;

3) кожен елемент з P має протилежний елемент i кожен ненульовий
елемент з P має обернений елемент (це, вiдповiдно, дає змогу вiднiмати
вiд довiльного елемента з P будь-який iнший елемент i дiлити довiль-
ний елемент на довiльний ненульовий елемент, тобто вводити в P дiї
вiднiмання i дiлення).

Проблема побудови поля комплексних чисел включає в себе завдання
побудувати поле, яке

1) мiстить поле дiйсних чисел;
2) мiстить розв’язок рiвняння x2 = −1;
3) результати виконання дiй додавання i множення для комплексних

чисел, якi є дiйсними, збiгається з ранiше визначеними результатами для
них як для дiйсних чисел.

Тобто вимагається фактично так розширити поле дiйсних чисел, щоб
нова множина знову була полем, але вже мiстила деякий новий об’єкт —
розв’язок рiвняння x2 = −1. Розширення здiйснюється таким чином.

Означення 3.4. Комплексним числом називається вираз вигляду a+bi, в
якому a та b— деякi дiйснi числа, а символ i позначає розв’язок рiвняння
x2 = −1, тобто i2 = −1.

Запис a + bi називають ще алгебраїчною формою комплексного чи-
сла. Для комплексного числа z = a + bi дiйсне число a називають його
дiйсною частиною i позначають Re z, а дiйсне число b називають його
уявною частиною i позначають Im z. Комплексне число, у якого уявна
частина рiвна 0, ототожнюють з його дiйсною частиною (тобто воно є
дiйсним, а вiдтак виконана перша умова поставленої проблеми). Якщо
у комплексного числа дiйсна частина рiвна 0, то таке число називають
чисто уявним. Таким буде зокрема число i (отже, виконується i друга
умова поставленої проблеми).

Два комплексних числа z1 = a+ bi i z2 = c+di називаються рiвними,
якщо у них рiвнi як дiйснi, так i уявнi частини, тобто z1 = z2 в тому
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i лише тому випадку, коли a = c i b = d. Це означає, що для кожного
комплексного числа його дiйсна та уявна частини визначенi однозначно.

Для числа z = a + bi спряженим до нього числом назвемо число
z̄ = a− bi. Зрозумiло, що ¯̄z = z.

Символом C позначимо множину всiх комплексних чисел. Визначимо
на цiй множинi арифметичнi дiї. Нехай z1 = a+ bi i z2 = c+ di — деякi
комплекснi числа.

Означення 3.5. Сумою комплексних чисел z1, z2 називається число

z1 + z2 = (a+ c) + (b+ d)i.

Протилежним до числа z1 буде число −a+ (−b)i. Тодi рiзниця чисел
z1 i z2 визначається рiвнiстю

z1 − z2 = z1 + (−z2) = (a− c) + (b− d)i.

Означення 3.6. Добутком комплексних чисел z1, z2 називається число,
яке обчислюється за правилом

z1z2 = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Звiдси одразу одержуємо, що

z1z̄1 = a2 + b2,

тобто добуток комплексного числа на спряжене до нього є числом дiй-
сним.

Якщо число z1 є ненульовим, то обернене до нього число можна об-
числити так:

(z1)
−1 =

1

z1
=

z̄1
z1z̄1

=
a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i.

Тепер можемо записати правило обчислення частки, яка визначена лише
при z2 ̸= 0

z1
z2

= z1z
−1
2 = (a+ bi)

(
c

c2 + d2
+

−d
c2 + d2

i

)
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad

c2 + d2
i.

Таким чином, сума, рiзниця i частка (якщо вона визначена) комплексних
чисел є комплексними числами.
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Оскiльки додавання комплексних чисел зводиться до додавання їх
дiйсних i уявних частин, то дiя додавання в C є асоцiативною i кому-
тативною. Комплексне число 0 = 0 + 0i є нейтральним елементом для
додавання. Можна перевiрити, що множення комплексних чисел також є
асоцiативною i комутативною операцiєю, а також дистрибутивною вiд-
носно додавання. Крiм того, множення на число 1 = 1 + 0i не змiнює
комплекснi числа. Це означає, що множина C справдi є полем, причому
третя умова задачi про побудову поля комплексних чисел виконується.
(Перевiрте всi твердження цього абзацу.)

Задачу побудови поля комплексних чисел можна розв’язати бiльш
строго i показати, що в певному розумiннi вона має єдиний розв’язок.

3.3 Геометрична iнтерпретацiя

Розглянемо на площинi прямокутну декартову систему координат.
Комплексному числу z = a + bi поставимо у вiдповiднiсть точку на цiй
площинi, яка має координати (a, b), тобто абсцисою цiєї точки є дiйсна
частина числа z, а ординатою — його уявна частина. Така вiдповiднiсть
мiж комплексними числами i точками площини буде взаємно однозна-
чною, тобто кожному числу вiдповiдає єдина точка i кожнiй точцi —
єдине число. Площину, точки якої взаємно однозначно вiдповiдають ком-
плексним числам, будемо називати комплексною площиною. При цьому
вiсь абсцис називають дiйсною вiссю, а вiсь ординат — уявною вiссю.
Зрозумiло, що дiйсним числам вiдповiдають точки дiйсної осi, а чисто
уявним — точки уявної осi (Рис. 3.1).

Iнодi зручно спiвставляти числу z = a + bi не лише точку з коор-
динатами (a, b), а й радiус-вектор цiєї точки, тобто вектор, початком
якого є початок координат, а кiнцем — точка (a, b). Тодi радiус-вектор,
що вiдповiдає сумi двох комплексних чисел є сумою радiус-векторiв, якi
вiдповiдають доданкам (Рис. 3.2).

Введемо на комплекснiй площинi полярну систему координат, ви-
бравши її полюсом початок прямокутної декартової системи координат,
а полярною вiссю — додатну дiйсну пiввiсь. В полярнiй системi коор-
динат положення точки визначається вiдстанню вiд неї до полюса (тоб-
то довжиною радiус-вектора цiєї точки) i кутом мiж полярною вiссю
i радiус-вектором точки, причому додатним вiдлiком будемо вважати
вiдлiк проти руху стрiлки годинника (вiд додатної дiйсної до додатної
уявної пiвосi). Для комплексного числа z довжину радiус-вектора точки
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Re

Im

0

a+ bi

a

b

Рис. 3.1: Комплексна площина

на комплекснiй площинi, яка йому вiдповiдає, будемо називати моду-
лем цього комплексного числа i позначати |z|. Кут же мiж цим радiус-
вектором i полярною вiссю назвемо аргументом числа z i позначимо arg z
(Рис. 3.3).

Для кожного комплексного числа його модуль є невiд’ємним дiйсним
числом i визначається однозначно. Поняття модуля комплексного числа
узагальнює добре вiдоме поняття модуля дiйсного числа. Аргумент є
числом дiйсним i визначається неоднозначно. Точнiше, для ненульового
комплексного числа дiйснi числа, якi є його аргументами — це множина
всiх тих дiйсних чисел, з яких будь-якi два вiдрiзняються на доданок,
цiлочисельно кратний 2π. При цьому для числа 0 аргумент вважається
невизначеним.

3.4 Тригонометрична форма

Для комплексного числа z = a + bi позначимо його модуль симво-
лом r, а аргумент — символом φ. Враховуючи зв’язок мiж координатами
точки у прямокутнiй декартовiй та полярнiй системах координат, маємо
рiвностi a = r cosφ, b = r sinφ, звiдки випливає рiвнiсть

z = r(cosφ+ i sinφ).
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Рис. 3.2: Додавання комплексних чисел

Праву частину цiєї рiвностi називають тригонометричною формою ком-
плексного числа z. Якщо модуль комплексного числа дорiвнює 1, то в йо-
го тригонометричнiй формi його, як правило, не пишуть. Для переходу
до тригонометричної форми вiд алгебраїчної маємо рiвностi r =

√
a2 + b2

i cosφ = a/r, sinφ = b/r (z ̸= 0).
За означенням рiвностi двох комплексних чисел, рiвнiсть

r1(cosφ1 + i sinφ1) = r2(cosφ2 + i sinφ2)

має мiсце тодi й лише тодi, коли r1 = r2 i φ1 − φ2 = 2πk для деякого
цiлого k.

Добуток двох комплексних чисел

z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1) i z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2)

обчислюється таким чином:

z1z2 = (r1 cosφ1 + ir1 sinφ1)(r2 cosφ2 + ir2 sinφ2) =

= (r1r2 cosφ1 cosφ2 − r1r2 sinφ1 sinφ2) +

+ i(r1r2 cosφ1 sinφ2 + r1r2 cosφ2 sinφ1) =

= r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)).
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Рис. 3.3: Модуль i аргумент комплексних чисел

Якщо ж число z2 ̸= 0, то обернене до нього число дорiвнює

1

z2
=

cosφ2 − i sinφ2

r2(cos2 φ2 + sin2 φ2)
= r−1

2 (cos(−φ2) + i sin(−φ2)).

Звiдси для обчислення частки одержуємо

z1
z2

=
r1
r2

(cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)).

Таким чином, дiстаємо таке правило для множення i дiлення компле-
ксних чисел в тригонометричнiй формi. Модуль добутку (частки) ком-
плексних чисел дорiвнює добутку (частцi) модулiв множникiв, а аргу-
мент добутку (частки) — сумi (рiзницi) аргументiв множникiв:

|z1z2| = |z1| · |z2|, arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2),∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = |z1|

|z2|
, arg

(
z1
z2

)
= arg(z1)− arg(z2).

Це означає, що радiус-вектор точки, яка вiдповiдає добутку z1z2
отримується з радiус-вектора точки, що вiдповiдає числу z1, поворотом
на кут arg z2 в додатному напрямку i розтягненням у |z2| раз.

Як наслiдок з цього спостереження одержуємо зручну формулу для
пiднесення комплексного числа до цiлого степеня.
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3.4.1 Формула Муавра

Для комплексного числа z = r(cosφ + i sinφ) i цiлого числа n має
мiсце рiвнiсть

zn = rn(cosnφ+ i sinnφ).

Доведення. Перевiримо методом математичної iндукцiї, що рiвнiсть ви-
конується для невiд’ємних степенiв n.

База iндукцiї: n = 0. Рiвнiсть виконується очевидним чином.
Припустимо, що для деякого невiд’ємного n твердження про рiвнiсть

доведено i зробимо iндуктивний крок. Маємо

zn+1 = znz = (за припущенням iндукцiї) =

= rn(cosnφ+ i sinnφ) · r(cosφ+ i sinφ) =

= (за правилом множення) = rn+1(cos(n+ 1)φ+ i sin(n+ 1)φ).

Отже, для невiд’ємних цiлих степенiв рiвнiсть має мiсце.
Нехай тепер n — вiд’ємне цiле число. Тодi

zn = (z−n)−1 =
1

z−n
= (за щойно доведеним) =

=
1

r−n(cos(−n)φ+ i sin(−n)φ)
= (за правилом дiлення) =

= rn(cosnφ+ i sinnφ).

Отже, рiвнiсть перевiрено для всiх цiлих степенiв.

3.5 Коренi з комплексних чисел

Зафiксуємо деяке натуральне число n.

Означення 3.7. Коренем n-го степеня з комплексного числа z назвемо
таке комплексне число ω, що ωn = z.

З означення добутку комплексних чисел маємо, що коренем n-го сте-
пеня з числа 0 буде саме тiльки число 0. Тому далi розглядаємо лише
ненульове число z. Запишемо його в тригонометричнiй формi:

z = r(cosφ+ i sinφ).
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Потрiбно встановити, чи iснують коренi n-го степеня з числа z, а якщо
так, то знайти їх кiлькiсть i загальний вигляд. Будемо шукати корiнь
n-го степеня з цього числа у тригонометричнiй формi:

ω = ρ(cos ξ + i sin ξ).

Рiвнiсть ωn = z тодi перепишеться у виглядi

ρn(cosnξ + i sinnξ) = r(cosφ+ i sinφ).

Вона рiвносильна рiвностям

ρn = r, nξ = φ+ 2πk для деякого k ∈ Z.

Тобто
ρ = n

√
r, ξ =

φ+ 2πk

n
для деякого k ∈ Z.

Позначимо

ωk = n
√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, k ∈ Z

i покажемо, що числа ωk i ωl рiвнi тодi й лише тодi, коли рiзниця k − l
дiлиться на n. Справдi, рiвнiсть ωk = ωl рiвносильна рiвностi

φ+ 2πk

n
=
φ+ 2πl

n
+ 2πm, m ∈ Z,

яка, в свою чергу, рiвносильна такiй рiвностi

k − l = mn, m ∈ Z.

Це й означає, що k − l дiлиться на n. Таким чином, кожне з чисел ωk,
k ∈ Z, дорiвнює якомусь з чисел ωl, l = 0, 1, . . . , n − 1, якi є попарно
рiзними. Пiдсумовуючи все сказане, одержуємо

Твердження 3.1. Для ненульового комплексного числа

z = r(cosφ+ i sinφ)

i натурального n iснує рiвно n коренiв n-го степеня з числа z i вони
обчислюються за формулою

ωk = n
√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Приклад 3.1. Нехай z = 2 + 2i, n = 3. Тодi z =
√
8(cosπ/4 + i sinπ/4) i

коренi третього степеня з z мають вигляд (див. рис. 3.4)

ωk =
6
√
8

(
cos

π/4 + 2πk

3
+ i sin

π/4 + 2πk

3

)
, k = 0, 1, 2.

Звiдси

Re

Im

0

z

ω0

ω1

ω2

Рис. 3.4: Коренi степеня 3 з числа 2 + 2i

ω0 =
√
2
(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
,

ω1 =
√
2
(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
= −1 + i,

ω2 =
√
2
(
cos

17π

12
+ i sin

17π

12

)
.

Вправа 3.1. Знайдiть алгебраїчну форму ω0 i ω2.

На комплекснiй площинi кореням n-го степеня з числа z вiдповiдають
вершини правильного n-кутника, вписаного в коло радiуса n

√
|z| з цен-

тром у початку координат, причому одна з вершин лежить на перетинi
з колом променя, який проходить через початок координат i нахилений
до осi Ox пiд кутом φ/n.
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3.6 Коренi з одиницi

Тригонометрична форма числа 1 має вигляд

cos 0 + i sin 0.

Тому для обчислення коренiв n-го степеня з одиницi отримуємо таку
просту формулу

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Одним з цих коренiв буде саме число 1. Крiм того,

εk1 = εk, k = 0, 1, . . . , n− 1.

На комплекснiй площинi кореням n-го степеня з одиницi вiдповiдають
вершини правильного n-кутника (див. рис. 3.5), вписаного в одиничне
коло з центром у початку координат, причому одна з вершин вiдповiдає
числу 1.

Re

Im

0 ε0

ε1ε2

ε3

ε4 ε5

α

Рис. 3.5: Коренi з одиницi степеня 6

Множину коренiв n-го степеня з одиницi позначимо символом Cn.
Зауважимо, що ця множина збiгається з множиною розв’язкiв рiвняння
xn − 1 = 0. Сформулюємо основнi властивостi цiєї множини.
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Твердження 3.2. 1) Добуток коренiв n-го степеня з одиницi є коренем
n-го степеня з одиницi.
2) Число, обернене до кореня n-го степеня з одиницi, є коренем n-го
степеня з одиницi.
3) Число, спряжене до кореня n-го степеня з одиницi, є коренем n-го
степеня з одиницi.

Доведення. 1) Нехай z1, z2 ∈ Cn. Тодi (z1z2)
n = zn1 z

n
2 = 1, звiдки

z1z2 ∈ Cn.
2) Нехай z ∈ Cn. Тодi (z−1)n = (zn)−1 = 1, звiдки z−1 ∈ Cn.
3) Це твердження випливає з того, що для числа z = cosφ+ i sinφ з

модулем одиниця спряжене до нього число z̄ = cosφ − i sinφ дорiвнює
оберненому до нього z−1 = cos(−φ)+ i sin(−φ). Пiсля цього залишається
лише застосувати попередню властивiсть.

Серед коренiв степеня n з одиницi важливу роль вiдiграють так зва-
нi первiснi коренi. А саме, корiнь ε n-го степеня з одиницi називається
первiсним коренем n-го степеня з одиницi, якщо вiн не є коренем з оди-
ницi нiякого степеня, меншого за n, тобто εm ̸= 1 для всiх натуральних
m < n. З формули Муавра одержуємо, що число

ε1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n

є первiсним коренем n-го степеня з 1. Також легко зрозумiти, що кожен
корiнь n-го степеня з одиницi буде первiсним коренем з одиницi деякого
степеня. А саме, має мiсце

Твердження 3.3. Нехай d — найбiльший спiльний дiльник цiлого числа k
i числа n. Тодi число εk = cos 2πk

n +i sin 2πk
n є первiсним коренем степеня

n/d з одиницi.

Доведення. Маємо k = dk1, n = dn1 для деяких цiлого k1 i натурального
n1, причому числа k1 i n1 є взаємно простими. Тому аргумент числа εk
дорiвнює 2πk1

n1
. Звiдси за формулою Муавра εn1

k = 1. Тобто число εk є
коренем степеня n1 з одиницi.

Покажемо, що n1 є найменшим степенем, у якому εk дорiвнює одини-
цi. Якщо εmk = 1, то 2πk1m

n1
= 2πl для деякого цiлого l. Звiдси k1m = n1l.

Враховуючи взаємну простоту чисел k1 i n1 звiдси одразу одержуємо, що
m дiлиться на n1, тобто m не може бути натуральним числом, меншим
за n1.
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Звiдси отримуємо таку характеризацiю первiсних коренiв n-го степе-
ня з одиницi.

Наслiдок 3.1. Число εk = cos 2πk
n + i sin 2πk

n (k ∈ Z) є первiсним коренем
n-го степеня з одиницi тодi й лише тодi, коли числа k i n є взаємно
простими.

Доведення. Нехай d — найбiльший спiльний дiльник k i n. За попереднiм
твердженням εk є первiсним коренем степеня n/d з одиницi. Але n = n/d
тодi й лише тодi, коли k i n є взаємно простими числами.

Для натурального числа n визначимо число φ(n) як кiлькiсть нату-
ральних чисел, якi не перевищують n i є взаємно простими з n. Тодi отри-
маємо натуральнозначну функцiю натурального аргумента φ : N → N,
яку називають функцiєю Ойлера. З попереднього твердження тепер ма-
ємо

Наслiдок 3.2. Кiлькiсть первiсних коренiв степеня n з одиницi дорiв-
нює φ(n).

Наведемо тепер ще одне твердження, котре характеризує первiснi
коренi n-го степеня з одиницi.

Теорема 3.1. Корiнь ε n-го степеня з одиницi є первiсним коренем n-го
степеня з одиницi тодi й лише тодi, коли кожен корiнь n-го степе-
ня з одиницi можна отримати, пiднiсши ε до деякого натурального
степеня.

Доведення. Нехай ε є первiсним коренем n-го степеня з одиницi. Роз-
глянемо числа ε, ε2, . . . , εn. Всi вони є коренями n-го степеня з одиницi
i досить переконатися, що вони є попарно рiзними. Припустимо, що це
не так. Нехай εl = εm, де 1 ≤ l < m ≤ n. Це рiвносильно тому, що для
натурального числа m− l, яке менше за n, має мiсце рiвнiсть εm−l = 1,
тобто ε не є первiсним коренем n-го степеня з одиницi. Суперечнiсть.
Отже, всi n коренiв степеня n з одиницi мiстяться серед ε, ε2, . . . , εn.

Навпаки, припустимо, що число ε не є первiсним коренем n-го сте-
пеня з одиницi, тобто εk = 1 для деякого k < n. Виберемо довiльне
натуральне m i подiлимо його з остачею на k: m = kq+ r i 0 ≤ r ≤ k− 1.
Тодi εm = (εk)qεr = εr. Тому, пiдносячи ε до натурального степеня, мо-
жна отримати не бiльше k рiзних чисел. Оскiльки ж коренiв степеня n
з одиницi є n, то всiх їх так отримати неможливо.
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3.7 Вправи

1. Обчислiть в алгебраїчнiй формi:

а) (2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3 + 4i);

б)
(5 + i)(7− 6i)

3 + i
.

2. Розв’яжiть рiвняння
z2 = 3− 4i.

3. Знайдiть тригонометричну форму числа:

а) 1− i;

б) −1 + i
√
3.

4. Який геометричний змiст модуля рiзницi двох комплексних чисел?

5. Зобразiть на комплекснiй площинi множину точок, що вiдповiда-
ють заданiй множинi комплексних чисел:

а) |z| = 1;

б) arg z = π/3;

в) |z − 1− i| < 1.

6. Обчислiть коренi n-го степеня з числа z:

а) z = −4, n = 4;

б) z = 8(
√
3− i), n = 4;

в) z = 1 + i, n = 3.



Роздiл 4

Модулярна арифметика

4.1 Лiнiйнi дiофантовi рiвняння

Лiнiйним дiофантовим рiвнянням вiд m змiнних, m ≥ 2, називається
рiвняння вигляду

a1x1 + · · ·+ amxm = b, (4.1)

в якому a1, . . . , am, b ∈ Z, а розв’язком є впорядкований набiр m цiлих
чисел, при пiдстановцi якого в рiвняння замiсть змiнних одержується
правильна рiвнiсть. Якщо всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то або рiв-
няння не має розв’язкiв у випадку b ̸= 0, або будь-який набiр цiлих
чисел є розв’язком у випадку b = 0. Тому надалi вважаємо, що серед
коефiцiєнтiв рiвняння є ненульовi.

Обмежимось спочатку випадком лiнiйного дiофантового рiвняння з
двома невiдомими. Критерiй iснування розв’язку такого рiвняння дає

Теорема 4.1. Лiнiйне дiофантове рiвняння ax + by = c має розв’язки
тодi й лише тодi, коли його права частина c дiлиться на найбiльший
спiльний дiльник чисел a i b.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай розв’язок заданого рiвняння iснує. Су-
ма am+bn завжди дiлиться на найбiльший спiльний дiльник чисел a i b.

Достатнiсть. Позначимо символом d найбiльший спiльний дiльник
чисел a i b. Розглянемо для нього тотожнiсть Безу ma + nb = d, де m i
n — цiлi. Нехай c = c0d. Тодi з рiвностi amc0 + bnc0 = dc0 випливає, що
пара цiлих чисел (mc0, nc0) є розв’язком рiвняння ax+ by = c.

62
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Теорема 4.2. Якщо лiнiйне дiофантове рiвняння

ax+ by = c (4.2)

має розв’язок (x0, y0), то воно має нескiнченно багато розв’язкiв, i ко-
жен з них можна знайти за формулами

x = x0 −
b

d
· k, y = y0 +

a

d
· k, (4.3)

де d = НСД(a, b), а k — довiльне цiле число.

Доведення. Позначимо a/d = a0, b/d = b0. За умовою теореми

ax0 + by0 = c. (4.4)

Тому для цiлих x0 − b0k i y0 + a0k виконується

a(x0 − b0k) + b(y0 + a0k) = ax0 −
ab

d
· k + by0 +

ba

d
· k = ax0 + by0 = c.

Отже, формули (4.3) справдi визначають розв’язок рiвняння (4.2).
Нехай тепер (x, y) — довiльний розв’язок рiвняння (4.2). Вiднiмаю-

чи (4.2) вiд рiвностi (4.4), одержимо

a(x0 − x) + b(y0 − y) = 0,

пiсля дiлення на d,

a0(x0 − x) + b0(y0 − y) = 0. (4.5)

Звiдси випливає, що a0 | b0(y − y0). Але числа a0 i b0 взаємно простi за
твердженням 2.11. Тому a0 | y − y0. Отже, iснує таке цiле число k, що
y − y0 = a0k i y = y0 + a0k. Рiвнiсть (4.5) тепер набуває вигляду

a0(x0 − x) = b0a0k,

звiдки x0 − x = b0k i x = x0 − b0k. Таким чином, кожен розв’язок рiвня-
ння (4.2) має вигляд (4.3), що й треба було довести.

Таким чином, щоб розв’язати лiнiйне дiофантове рiвняння ax+by = c,
потрiбно виконати такi дiї.
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1. За допомогою алгоритму Евклiда знайти найбiльший спiльний
дiльник d чисел a, b i перевiрити, чи d | c. Якщо d ∤ c, то рiвняння
розв’язкiв не має.

2. Якщо d | c, то за допомогою розширеного алгоритму Евклiда зна-
йти лiнiйне зображення d = ma+ nb i частковий розв’язок

x0 = m · c
d
, y0 = n · c

d
.

3. Знайти загальний розв’язок

x = x0 −
b

d
· k, y = y0 +

a

d
· k, k ∈ Z.

Коректнiсть цього алгоритму випливає з теорем 4.1 та 4.2.
Перейдемо тепер до загального випадку. Позначимо через d найбiль-

ший спiльний дiльник коефiцiєнтiв рiвняння (4.1). Якщо це рiвняння
має розв’язки, i впорядкований набiр (k1, k2, . . . , km) є одним з них, то
сума

a1k1 + a2k2 + · · ·+ amkm

дiлиться на d, а тому i число b дiлиться на d. Отже, якщо число b не
дiлиться на d, то рiвняння (4.1) не має розв’язкiв. Надалi розглядаємо
лише випадок, коли число b дiлиться на d.

Будемо казати, що множина розв’язкiв рiвняння (4.1) має цiлочи-
сельну параметризацiю, якщо вона збiгається з множиною впорядкова-
них наборiв (k1, k2, . . . , km), якi задаються рiвностями

k1 = c10 + c11t1 + c12t2 + · · ·+ c1,m−1tm−1,

k2 = c20 + c21t1 + c22t2 + · · ·+ c2,m−1tm−1,
...

km = cm0 + cm1t1 + cm2t2 + · · ·+ cm,m−1tm−1,

де cij — фiксованi цiлi числа, 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ m−1, а tj — параметри,
1 ≤ j ≤ m− 1, якi пробiгають множину цiлих чисел.

Серед коефiцiєнтiв рiвняння (4.1) оберемо ненульовий, який є мiнi-
мальним за модулем. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що
таким коефiцiєнтом є a1. Позначимо через a′2, a′3, . . . , a′m остачi вiд дiле-
ння чисел a2, a3, . . . , am на число a1 та розглянемо лiнiйне дiофантове
рiвняння

a1x
′
1 + a′2x

′
2 + · · ·+ a′mx

′
m = b. (4.6)
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Зв’язок мiж множинами розв’язкiв рiвнянь (4.1) i (4.6) встановлює

Лема 4.1. Множина розв’язкiв рiвняння (4.1) має цiлочисельну пара-
метризацiю тодi й лише тодi, коли множина розв’язкiв рiвняння (4.6)
має цiлочисельну параметризацiю.

Доведення. Коефiцiєнти рiвнянь (4.1) i (4.6) пов’язанi рiвностями

ai = qia1 + a′i, 2 ≤ i ≤ m,

в яких числа qi позначають частки при дiленнi з остачею числа ai на
число a1.

Необхiднiсть. Нехай множина розв’язкiв рiвняння (4.1) має цiлочи-
сельну параметризацiю, тобто множина розв’язкiв має вигляд

{(f1(t1, . . . , tm−1), . . . , fm(t1, . . . , tm−1)) | t1, . . . , tm−1 ∈ Z},

де функцiї fi, 1 ≤ i ≤ m, є лiнiйними з цiлими коефiцiєнтами.
Розглянемо цiлочисельний набiр (k′1, k

′
2, . . . , k

′
m), який є розв’язком

рiвняння (4.6), тобто виконується рiвнiсть

b = a1k
′
1 + a′2k

′
2 + · · ·+ a′mk

′
m =

= a1k
′
1 + (a2 − q2a1)k

′
2 + · · ·+ (am − qma1)k

′
m =

= a1(k
′
1 − q2k

′
2 − · · · − qmk

′
m) + a2k

′
2 + · · ·+ amk

′
m.

Звiдки випливає, що (k′1 − q2k
′
2 − · · · − qmk

′
m, k

′
2, . . . , k

′
m) є розв’язком

рiвняння (4.1), а тому для деяких t1, . . . , tm−1 ∈ Z виконуються рiвностi

k′1 − q2k
′
2 − · · · − qmk

′
m = f1(t1, . . . , tm−1),

k′2 = f2(t1, . . . , tm−1),
...

k′m = fm(t1, . . . , tm−1),

з яких маємо

k′1 = f1(t1, . . . , tm−1) + q2f2(t1, . . . , tm−1) + · · ·+ qmfm(t1, . . . , tm−1).

Отже, множина розв’язкiв рiвняння (4.6) є пiдмножиною множини

{(g(t1, . . . , tm−1), f2(t1, . . . , tm−1), . . . , fm(t1, . . . , tm−1)) |
t1, . . . , tm−1 ∈ Z}, (4.7)
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де функцiя g визначається рiвнiстю

g(t1, . . . , tm−1) = f1(t1, . . . , tm−1) +

m∑
i=2

qifi(t1, . . . , tm−1),

яка очевидно є лiнiйною з цiлими коефiцiєнтами.
З iншого боку, для будь-яких t1, . . . , tm−1 ∈ Z впорядкований набiр

(g(t1, . . . , tm−1), f2(t1, . . . , tm−1), . . . , fm(t1, . . . , tm−1))

є розв’язком рiвняння (4.6), оскiльки

a1g(t1, . . . , tm−1) +

m∑
i=2

a′ifi(t1, . . . , tm−1) =

= a1g(t1, . . . , tm−1) +

m∑
i=2

(ai − qia1)fi(t1, . . . , tm−1) =

=

m∑
i=1

aifi(t1, . . . , tm−1) = b.

Отже, множина розв’язкiв рiвняння (4.6) збiгається з множиною (4.7),
а тому множина розв’язкiв рiвняння (4.6) має цiлочисельну параметри-
зацiю.

Достатнiсть доводиться аналогiчно.

Зауважимо, що доведення леми вказує, як цiлочисельну параметри-
зацiю множини розв’язкiв одного з рiвнянь (4.1) чи (4.6) перетворити у
цiлочисельну параметризацiю множини розв’язкiв iншого.

При переходi вiд рiвняння (4.1) до рiвняння (4.6) сума модулiв ко-
ефiцiєнтiв зменшується, якщо хоча б два коефiцiєнти рiвняння (4.1) є
ненульовими. Дiйсно, оскiльки a1 є мiнiмальним за модулем серед не-
нульових, то при 2 ≤ i ≤ m маємо a′i = ai = 0 або |ai| ≥ |a1| > |a′i|,
де остання нерiвнiсть виконується за теоремою про дiлення з остачею.
Отже, застосовуючи описану процедуру, можна побудувати послiдов-
нiсть рiвнянь, зв’язки мiж цiлочисельними параметризацiями множин
розв’язкiв яких вiдомi, причому сума модулiв коефiцiєнтiв цих рiвнянь
спадає. Спадна послiдовнiсть цiлих чисел, яка обмежена знизу числом 0,
є скiнченною, тому i побудована послiдовнiсть рiвнянь теж буде скiнчен-
ною. В останньому рiвняннi побудованої послiдовностi рiвно один iз кое-
фiцiєнтiв буде ненульовим. Не обмежуючи загальностi, можна вважати,
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що це рiвняння буде мати вигляд

a′′1x
′′
1 + 0x′′2 + · · ·+ 0x′′m = b. (4.8)

Вправа 4.1. Доведiть, що |a′′1 | = d.

Множина розв’язкiв рiвняння (4.8) має очевидну цiлочисельну пара-
метризацiю

x′′1 = b/d,

x′′2 = t1,
...

x′′m = tm−1,

а тому за лемою 4.1 множина розв’язкiв рiвняння (4.1) теж має цiлочи-
сельну параметризацiю, яку можна одержати, використовуючи зв’язок
мiж параметризацiями з доведення цiєї леми.

Приклад 4.1. Розв’яжемо лiнiйне дiофантове рiвняння

6x+ 10y + 15z = 1.

Мiнiмальним за модулем (серед ненульових) є коефiцiєнт при x. Решту
коефiцiєнтiв дiлимо на 6 з остачею. Числа 10 i 15 при дiленнi на 6 дають
частки 1 i 2 та остачi 4 i 3. Частки вiд дiлень задають коефiцiєнти замiни

x′ = x+ y + 2z,

пiсля якої рiвняння набуває вигляду

6x′ + 4y + 3z = 1.

Наступним мiнiмальним за модулем є коефiцiєнт при z. Тепер дiлимо
числа 6 i 4 на число 3. В результатi замiни

z′ = 2x′ + y + z

одержуємо рiвняння
0x′ + y + 3z′ = 1,

в якому мiнiмальним за модулем серед ненульових є коефiцiєнт при y.
Пiсля останньої замiни

y′ = 0x′ + y + 3z′
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рiвняння набуває вигляду

0x′ + y′ + 0z′ = 1.

Оскiльки єдиний ненульовий коефiцiєнт дiлить праву частину, число 1,
то початкове рiвняння має розв’язки, та для того, щоб їх знайти, почи-
наємо з очевидної параметризацiї

x′ = t1, y′ = 1, z′ = t2.

Для того, щоб знайти цiлочисельну параметризацiю для множини роз-
в’язкiв початкового рiвняння, використовуємо замiни у зворотньому по-
рядку:

y = y′ − 0x′ − 3z′ = 1− 3t2;

z = z′ − 2x′ − y = −1− 2t1 + 4t2;

x = x′ − y − 2z = 1 + 5t1 − 5t2.

Отже, загальний розв’язок початкового рiвняння задається цiлочисель-
ною параметризацiєю

x = 1 + 5t1 − 5t2, y = 1− 3t2, z = −1− 2t1 + 4t2, t1, t2 ∈ Z.

З вправи 4.1 випливає альтернативний алгоритм обчислення найбiль-
шого спiльного дiльника m чисел, m > 2. Для цього необхiдно виписати
всi числа в рядок та поки не залишиться єдине ненульове число вико-
нувати такi дiї: обирати мiнiмальне за модулем ненульове число a, а
решту замiнювати на остачi вiд дiлення на a. Єдине ненульове число,
яке залишиться в кiнцi, є найбiльшим спiльним дiльником початкових
чисел.

4.2 Конгруенцiї

Зафiксуємо натуральне число n.
Кажуть, що цiлi числа a i b конгруентнi за модулем n, якщо рiзни-

ця a − b дiлиться на n, та для позначення цього використовують запис
a ≡ b (mod n). Такий запис читається «a конгруентне b за модулем n»
та називається конгруенцiєю.

Теорема 4.3. a ≡ b (mod n) тодi й лише тодi, коли числа a i b при
дiленнi на n дають однаковi остачi.
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Доведення. Роздiлимо a i b на n з остачею:

a = q1n+ r1, b = q2n+ r2.

Тодi
a− b = (q1 − q2)n+ (r1 − r2).

Перший доданок у правiй частинi дiлиться на n. Тому подiльнiсть a− b
на n рiвносильна подiльностi на n другого доданку r1 − r2. Але

−n < −r2 ≤ r1 − r2 ≤ r1 < n.

Єдине число з промiжку (−n, n), яке дiлиться на n, це 0. Отже, подiль-
нiсть a− b на n рiвносильна умовi r1 − r2 = 0, тобто r1 = r2.

Наслiдок 4.1. Якщо остача вiд дiлення цiлого числа a на n дорiвнює r,
то a ≡ r (mod n).

Мiж конгруенцiями та рiвностями можна помiтити певну аналогiю.
Так конгруенцiї з однаковим модулем можна додавати, що стверджує

Теорема 4.4. Якщо a1 ≡ b1 (mod n) i a2 ≡ b2 (mod n), то

a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod n).

Доведення. (a1+ a2)− (b1+ b2) = (a1− b1)+ (a2− b2). Але за умовою ко-
жний з двох доданкiв правої частини дiлиться на n. Тому й лiва частина
дiлиться на n.

Наслiдок 4.2. До обох частин конгруенцiї можна додати одне i те саме
цiле число.

Доведення. Додати до обох частин конгруенцiї a ≡ b (mod n) число c —
це те саме, що додати конгруенцiю c ≡ c (mod n).

Наслiдок 4.3. Будь-який з доданкiв можна перенести на iнший бiк кон-
груенцiї, змiнивши знак доданку на протилежний.

Доведення. Перенести в конгруенцiї a+ b ≡ c (mod n) на iнший бiк до-
данок b — це все одно, що додати конгруенцiю −b ≡ −b (mod n).

Конгруенцiї з однаковим модулем також можна множити.
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Теорема 4.5. Якщо a1 ≡ b1 (mod n) i a2 ≡ b2 (mod n), то

a1a2 ≡ b1b2 (mod n).

Доведення. Додамо i вiднiмемо одне i те саме число до рiзницi a1a2−b1b2:

a1a2 − b1b2 = a1a2 − a1b2 + a1b2 − b1b2 = a1(a2 − b2) + (a1 − b1)b2.

Права частина дiлиться на n, бо, за умовою, множники a2 − b2 i a1 − b1
кратнi n. Тому й лiва частина дiлиться на n.

Наслiдок 4.4. Обидвi частини конгруенцiї можна помножити на одне
i те ж число.

Доведення. Помножити обидвi частини на число c — це все одно, що
помножити на конгруенцiю c ≡ c (mod n).

Наслiдок 4.5. Обидвi частини конгруенцiї можна пiднести до одного й
того ж натурального степеня k.

Доведення. Пiднести обидвi частини конгруенцiї a ≡ b (mod n) до сте-
пеня k — це все одно, що перемножити k однакових конгруенцiй a ≡ b
(mod n).

На вiдмiну вiд рiвностей, конгруенцiю не завжди можна скорочувати
на ненульове цiле число, а саме, має мiсце

Теорема 4.6. Якщо ac ≡ bc (mod n) i число c взаємно просте з n, то
a ≡ b (mod n).

Доведення. За умовою ac− bc = (a− b)c дiлиться на n. Iз взаємної про-
стоти n i c та твердження 2.9 випливає, що n | a− b.

Вимога взаємної простоти чисел n i c є суттєвою. Наприклад, має
мiсце конгруенцiя 11 · 2 ≡ 5 · 2 (mod 12), але 11 ̸≡ 5 (mod 12). Рiзниця
чисел 11 i 5 дiлиться лише на 6. Зауважимо, що рiвнiсть 6 = 12/2 не
є випадковiстю. Мiж конгруенцiями з рiзними модулями є зв’язки, що
вказанi в наступнiй теоремi.

Теорема 4.7. Мають мiсце такi твердження:

а) Для кожного натурального числа k конгруенцiї a ≡ b (mod n) i
ak ≡ bk (mod nk) рiвносильнi.
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б) Якщо a ≡ b (mod n) i d дiлить n, то a ≡ b (mod d).

в) Якщо a ≡ b (mod n1), . . . , a ≡ b (mod nk), то для найменшого
спiльного кратного n чисел n1, . . . , nk виконується конгруенцiя a ≡
b (mod n).

Доведення. Перше твердження можна переформулювати наступним чи-
ном. Число ak−bk = (a−b)k дiлиться на nk тодi i тiльки тодi, коли a−b
дiлиться на n. В такому формулюваннi воно стає очевидним.

В другому твердженнi за умовою число a − b дiлиться на n. Тодi
це число дiлиться i на дiльник d числа n, що i означає, що числа a i b
конгруентнi за модулем d.

За умовою третього твердження число a−b дiлиться на кожне з чисел
n1, . . . , nk. Тому a− b є їх спiльним кратним та дiлиться на їх найменше
спiльне кратне n, тобто числа a i b конгруентнi за модулем n.

4.3 Кiльце класiв лишкiв

Нехай n — натуральне число. Множину усiх цiлих чисел, якi попарно
конгруентнi мiж собою за модулем n, називають класом лишкiв за моду-
лем n. Iншими словами, множина S ⊂ Z є класом лишкiв за модулем n,
якщо виконуються такi двi умови:

1) для довiльних цiлих a, b ∈ S виконується a ≡ b (mod n);

2) для довiльних цiлих a ∈ S, b ̸∈ S виконується a ̸≡ b (mod n).

Клас лишкiв, який мiстить елемент a позначають символом a. Еле-
менти, що належать класу лишкiв, називають представниками цього
класу лишкiв. Множину всiх класiв лишкiв за модулем n позначають
символом Zn.

Теорема 4.8. Має мiсце рiвнiсть Zn = {0, 1, . . . , n− 1}.

На множинi Zn можна визначити операцiї додавання та множення.
А саме, сумою класiв a i b назвемо клас a+ b, а їх добутком — клас
ab. Оскiльки можна обирати рiзнi представники класiв, що додаються
чи множаться, виникає питання коректностi означення цих операцiй. По-
трiбно переконатись, що результат операцiї не змiнюється, якщо вибрати
iншi представники.
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Результат додавання a+ b не залежить вiд вибору представникiв a i b
класiв a i b. Справдi, якщо a′ i b′ — iншi представники, то

a ≡ a′ (mod n), b ≡ b′ (mod n).

Тодi за теоремою про додавання конгруенцiй

a+ b ≡ a′ + b′ (mod n)

i тому a+ b = a′ + b′.
Коректнiсть означення дiї множення доводиться аналогiчно.

Теорема 4.9. Множина Zn вiдносно введених дiй додавання i множення
утворює комутативне кiльце з одиницею.

Клас лишкiв a ∈ Zn називається оборотним, якщо iснує такий клас
b ∈ Zn, що a · b = 1. Такий клас b називають оберненим до a.

Вправа 4.2. Обернений до a клас лишкiв b, якщо вiн iснує, визначений
однозначно.

Обернений до a клас лишкiв будемо позначати a−1. Наприклад, обер-
неним до 2 в кiльцi Z15 є клас 2

−1
= 8, оскiльки 2 · 8 = 16 = 1.

Теорема 4.10 (Критерiй оборотностi в кiльцi класiв лишкiв). Клас ли-
шкiв a ∈ Zn оборотний тодi й лише тодi, коли числа a i n взаємно
простi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай клас лишкiв a оборотний i a ·b = 1. Тодi
ab = 1 i ab ≡ 1 (mod n), тобто ab − 1 = kn для деякого цiлого числа k.
Iз рiвностi 1 = ab− kn i критерiю взаємної простоти випливає, що числа
a i n взаємно простi.

Достатнiсть. Якщо a i n взаємно простi, то за критерiєм взаємної
простоти iснують такi числа b i m, що 1 = ab+mn. Але тодi

1 = ab+mn = ab = a · b.

Отже, клас лишкiв a є оборотним.

Безпосередньо з теореми випливає, що кiльце Zn мiстить рiвно φ(n)
оборотних елементiв. Якщо число n є простим, то всi елементи, крiм 0,
є оборотними. В такому випадку кiльце Zn є полем.
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Твердження 4.1. У кiльцi Zn добуток оборотних елементiв також є
оборотним елементом.

Доведення. Нехай класи a1, a2 ∈ Zn є оборотними та a = a1 · a2. Тодi
iснують такi класи b1, b2 ∈ Zn, що a1 · b1 = a2 · b2 = 1. Розглянемо клас
b = b1 · b2. Оскiльки

a · b = (a1 · a2) · (b1 · b2) = (a1 · b1) · (a2 · b2) = 1 · 1 = 1,

клас b є оберненим до a та клас a є оборотним.

Набiр цiлих чисел називається повною системою лишкiв за моду-
лем n, якщо вiн мiстить рiвно по одному представнику з кожного класу
лишкiв за модулем n.

Твердження 4.2. Числа a1, a2, . . . , an утворюють повну систему ли-
шкiв за модулем n тодi й лише тодi, коли остачi r1, r2, . . . , rn вiд
дiлення цих чисел на n попарно рiзнi.

Приклад 4.2. Набiр 0, 1, 2, . . . , n− 1 є повною системою лишкiв за моду-
лем n. Це система найменших невiд’ємних лишкiв.

Приклад 4.3. Набiр усiх цiлих чисел з (−n/2, n/2] також є повною систе-
мою лишкiв за модулем n. Це система абсолютно найменших лишкiв.

Набiр цiлих чисел називається зведеною системою лишкiв за моду-
лем n, якщо всi числа з набору взаємно простi з n i вiн мiстить рiвно по
одному представнику з кожного оборотного класу лишкiв за модулем n.

Твердження 4.3. Числа a1, a2, . . . , aφ(n) утворюють зведену систему
лишкiв за модулем n тодi й лише тодi, коли остачi r1, r2, . . . , rφ(n)

вiд дiлення цих чисел на n попарно рiзнi i взаємно простi з n.

Приклад 4.4. Набiр 1, 2, . . . , p−1 є зведеною системою лишкiв за простим
модулем p.

4.4 Конгруенцiї з невiдомими

Конгруенцiя вигляду

a0x
m + a1x

m−1 + · · ·+ am−1x+ am ≡ 0 (mod n), (4.9)
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де a0, a1, . . . , am ∈ Z, називається конгруенцiєю з невiдомою x степеня m
за модулем n.

Цiле число b називається частковим розв’язком конгруенцiї (4.9),
якщо правильною є числова конгруенцiя

a0b
m + a1b

m−1 + · · ·+ am−1b+ am ≡ 0 (mod n).

Конгруенцiя з невiдомою називається сумiсною, якщо вона має хоча б
один частковий розв’язок. Iнакше вона називається несумiсною.

Твердження 4.4. Цiле число b′, конгруентне за модулем n частковому
розв’язку b конгруенцiї (4.9), також буде частковим розв’язком цiєї
конгруенцiї.

Отже, якщо число b є частковим розв’язком, то всi елементи кла-
су лишкiв b̄ за модулем n також є частковими розв’язками. Лишок b̄
за модулем n називається розв’язком конгруенцiї (4.9), якщо число b
є її частковим розв’язком. Двi конгруенцiї з невiдомою x називаються
еквiвалентними, якщо множини їх часткових розв’язкiв рiвнi. Двi кон-
груенцiї з невiдомою x за модулем n називаються рiвносильними, якщо
множини їх розв’язкiв рiвнi.

Твердження 4.5. Нехай в (4.9) коефiцiєнти a0, a1, . . . , am замiнено
конгруентними їм за модулем n коефiцiєнтами a′0, a′1, . . . , a′m, тобто
a0 ≡ a′0 (mod n), a1 ≡ a′1 (mod n), . . . , am ≡ a′m (mod n). Тодi цiле
число b буде розв’язком конгруенцiї

a′0x
m + a′1x

m−1 + · · ·+ a′m−1x+ a′m ≡ 0 (mod n)

тодi й лише тодi, коли b є розв’язком (4.9).

З попереднього твердження випливає, що знайти всi розв’язки (4.9)
— це те ж саме, що розв’язати над множиною Zn рiвняння

ā0x
m + ā1x

m−1 + · · ·+ ām−1x+ ām = 0̄.

В загальнiй ситуацiї знаходження розв’язку конгруенцiї з невiдомою
може бути непростою задачею, особливо для великих модулiв. На скла-
дностi такої задачi, наприклад, ґрунтуються криптосистеми RSA та Ра-
бiна. Тому ми обмежимось лише випадком лiнiйної конгруенцiї.
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Теорема 4.11. Лiнiйна конгруенцiя

ax ≡ b (mod n) (4.10)

сумiсна тодi й лише тодi, коли b дiлиться на d = НСД(a, n). Якщо
конгруенцiя (4.10) сумiсна, то вона має рiвно d розв’язкiв.

Доведення. Нехай x0 — частковий розв’язок конгруенцiї (4.10). Тодi чи-
сло ax0− b дiлиться на n, тобто ax0− b = kn для деякого цiлого числа k.
У правiй частинi рiвностi b = ax0 − kn доданки дiляться на d, тому b
дiлиться на d.

Навпаки, нехай b дiлиться на d. Тодi b має вигляд b = b0d. Число
d = НСД(a, n) можна записати у виглядi d = ka+mn. Тому

b = b0d = ab0k + b0mn.

Оскiльки число ab0k − b = −b0mn дiлиться на n, то

ab0k ≡ b (mod n)

i число b0k є частковим розв’язком (4.10). Отже, конгруенцiя (4.10) є
сумiсною.

Нехай конгруенцiя (4.10) сумiсна. За доведеним вище число b дiли-
ться на d, i можна записати: a = a0d, b = b0d, n = n0d. Конгруенцiя (4.10)
набуває вигляду

a0dx ≡ b0d (mod n0d).

Вона еквiвалентна конгруенцiї

a0x ≡ b0 (mod n0). (4.11)

Числа a0 i n0 взаємно простi. Тому клас лишкiв ā0 ∈ Zn0
є оборотним i

iснує таке число c0, що a0c0 ≡ 1 (mod n0). Але тодi (4.11) рiвносильна
конгруенцiї

x ≡ c0b0 (mod n0). (4.12)

Справдi, конгруенцiя (4.12) одержується з (4.11) множенням обох частин
на c0, а конгруенцiя (4.11) одержується з (4.12) множенням обох частин
на a0. Залишилось показати, що клас лишкiв c0b0 ∈ Zn0

при переходi до
модуля n розпадається на d класiв.

Позначимо r остачу вiд дiлення c0b0 на n0. Тодi 0 ≤ r < n0. Клас
лишкiв t̄ ∈ Zn буде розв’язком конгруенцiї (4.10) тодi й лише тодi, коли t
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буде частковим розв’язком конгруенцiї (4.11), або, що те саме, частковим
розв’язком рiвносильної конгруенцiї (4.12). Останнє еквiвалентне тому,
що t при дiленнi на n0 дає в остачi r. Число t можна вибрати з множини

{0, 1, 2, . . . , n− 1 = n0d− 1}.

Але з цiєї множини остачу r при дiленнi на n0 дають лише числа

r, n0 + r, 2n0 + r, . . . , (d− 1)n0 + r.

Отже, конгруенцiя (4.10) має рiвно d розв’язкiв:

r, n0 + r, 2n0 + r, . . . , (d− 1)n0 + r ∈ Zn.

Правильнiсть конгруенцiї ax0 ≡ b (mod n) рiвносильна iснуванню
такого цiлого числа k, що ax0−kn = b. На пару (x0,−k) можна дивитись
як на розв’язок лiнiйного дiофантового рiвняння

ax+ ny = b. (4.13)

Навпаки, кожен розв’язок (x0, y0) дiофантового рiвняння (4.13) дає час-
тковий розв’язок x0 конгруенцiї (4.10), бо ax0 − b = −ny0 дiлиться
на n. Тому конгруенцiю (4.10) можна розглядати як дiофантове рiвнян-
ня (4.13), в якому нас цiкавить лише перша компонента розв’язку. Цим
пояснюється той факт, що критерiй сумiсностi лiнiйної конгруенцiї (4.10)
збiгається з критерiєм сумiсностi лiнiйного дiофантового рiвняння (4.13).
Для розв’язування конгруенцiї (4.10) переходимо до лiнiйного дiофан-
тового рiвняння (4.13) i розв’язуємо його.

В прикладних задачах виникає потреба, щоб невiдоме цiле число за-
довольняло кiлька конгруенцiй з невiдомою одночасно. Таким чином
виникають системи конгруенцiй. Оскiльки вже наявнiсть однiєї конгру-
енцiї з невiдомою, степiнь якої бiльше 1, суттєво ускладнює задачу, буде-
мо розглядати лише системи лiнiйних конгруенцiй вiд однiєї невiдомої,
тобто системи вигляду 

a1x ≡ b1 (mod n1);

a2x ≡ b2 (mod n2);
...

amx ≡ bm (mod nm).

(4.14)

Якщо якась iз конгруенцiй

akx ≡ bk (mod nk) (4.15)
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цiєї системи несумiсна, то i вся система несумiсна. Якщо ж конгруен-
цiя (4.15) сумiсна, то bk дiлиться на найбiльший спiльний дiльник dk
чисел ak i nk, i можна її замiнити рiвносильною їй конгруенцiєю

a′kx ≡ b′k (mod n′
k),

де a′k = ak/dk, b′k = bk/dk, n′
k = nk/dk. Зауважимо, що числа a′k i n′k

взаємно простi.
Таким чином, систему (4.14) можна замiнити рiвносильною їй систе-

мою 
a′1x ≡ b′1 (mod n′

1);

a′2x ≡ b′2 (mod n′
2);

...
a′mx ≡ b′m (mod n′

m).

(4.16)

Кожний коефiцiєнт a′k взаємно простий з вiдповiдним модулем n′
k. Тому

для кожного k iснує таке число ck, що a′k · ck ≡ 1 (mod n′k). Домно-
живши кожну з конгруенцiй системи (4.16) на вiдповiдний множник ck,
одержимо рiвносильну систему

x ≡ b′1c1 (mod n′
1);

x ≡ b′2c2 (mod n′
2);

...
x ≡ b′mcm (mod n′

m).

Тому в подальшому обмежимось лише системами вигляду
x ≡ b1 (mod n1);

x ≡ b2 (mod n2);
...

x ≡ bm (mod nm).

(4.17)

Теорема 4.12. Якщо система (4.17) сумiсна, то її розв’язки утворюють
клас лишкiв за модулем числа НСК(n1, n2, . . . , nm).

Доведення. Розглянемо спочатку випадокm = 2. Система (4.17) набуває
вигляду {

x ≡ b1 (mod n1);

x ≡ b2 (mod n2).
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Припустимо, що вона є сумiсною, а x0 — її частковий розв’язок. Позна-
чимо n = НСК(n1, n2).

Кожен елемент x1 iз класу лишкiв x̄0 ∈ Zn також буде її розв’язком.
Справдi, x1 має вигляд x1 = x0 + kn. Тому число

x1 − b1 = (x0 + kn)− b1 = (x0 − b1) + kn

дiлиться на n1, бо кожен iз двох доданкiв правої частини дiлиться на n1.
Отже, x1 задовольняє першу конгруенцiю. Аналогiчно доводиться, що
x1 задовольняє i другу конгруенцiю.

Навпаки, якщо x2 — iнший частковий розв’язок системи, то число
x2 − x0 = (x2 − b1) − (x0 − b1) дiлиться на n1, бо кожний з двох додан-
кiв правої частини дiлиться на n1. Аналогiчно доводиться, що x2 − x0
дiлиться на n2. Тому x2 − x0 є спiльним кратним чисел n1 i n2 i тому
дiлиться на їх найменше спiльне кратне n. Отже, виконується x2 ≡ x0
(mod n), тобто x2 ∈ x̄0.

Таким чином, розв’язки системи (4.17) у випадку m = 2 утворюють
клас лишкiв x̄0 ∈ Zn. Для m = 2 твердження теореми доведено.

Розглянемо загальний випадок. Скористаємось методом математи-
чної iндукцiї за m. Для m = 1 i m = 2 твердження правильне. Розгля-
немо m ≥ 3 i припустимо, що для всiх систем меншого розмiру теорема
доведена. Нехай n′ = НСК(n1, n2, . . . , nm−1). Тодi, за припущенням iнду-
кцiї, система 

x ≡ b1 (mod n1);

x ≡ b2 (mod n2);
...

x ≡ bm−1 (mod nm−1)

рiвносильна однiй конгруенцiї вигляду

x ≡ b′ (mod n′).

Тодi початкова система (4.17) рiвносильна системi{
x ≡ b′ (mod n′);

x ≡ bm (mod nm).

Як уже доведено у випадку m = 2, ця система рiвносильна конгруенцiї
вигляду

x ≡ b (mod n),
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де

n = НСК(n′, nm) = НСК(НСК(n1, n2, . . . , nm−1), nm) =

= НСК(n1, n2, . . . , nm−1, nm).

Отже, розв’язки системи (4.17) утворюють один клас лишкiв за модулем
числа НСК(n1, n2, . . . , nm), що й потрiбно було довести.

Вкажемо процедуру, за допомогою якої можна знайти розв’язок си-
стеми конгруенцiй (4.17). Для цього знадобиться

Лема 4.2. Нехай n1 i n2 взаємно простi i 1 = k1n1 + k2n2. Тодi число
k2n2 буде частковим розв’язком системи{

x ≡ 1 (mod n1);

x ≡ 0 (mod n2).

Доведення. Iз рiвностi k2n2 − 1 = −k1n1 випливає, що число k2n2 за-
довольняє першiй конгруенцiї. Перевiрка другої конгруенцiї тривiаль-
на.

Нехай числа n1, n2, . . . , nm попарно взаємно простi. Тодi для ко-
жного k, 1 ≤ k ≤ m, числа nk i tk = n1n2 . . . nm/nk взаємно простi.
Позначимо через Bk розв’язок системи конгруенцiй{

x ≡ 1 (mod nk);

x ≡ 0 (mod tk);

який будується за допомогою попередньої леми.

Теорема 4.13 (Китайська теорема про остачi). Якщо модулi n1, n2, . . . ,
nm попарно взаємно простi, то множина розв’язкiв системи конгру-
енцiй (4.17) збiгається з класом лишкiв

b1B1 + b2B2 + · · ·+ bmBm ∈ Zn1n2...nm
.

Зокрема, система вигляду (4.17) iз попарно взаємно простими модуля-
ми завжди сумiсна.
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Доведення. Зауважимо, що tk = n1n2 . . . nm/nk дiлиться на кожне з чи-
сел n1, . . . , nk−1, nk+1, . . . , nm. Тому з конгруенцiї Bk ≡ 0 (mod tk) ви-
пливає, що для кожного i ̸= k виконується конгруенцiя Bk ≡ 0 (mod ni).
Крiм того, Bk ≡ 1 (mod nk). Але тодi для кожного k, 1 ≤ k ≤ m,

b1B1 + · · ·+ bk−1Bk−1 + bkBk + bk+1Bk+1 + · · ·+ bmBm ≡
≡ b1 · 0 + · · ·+ bk−1 · 0 + bk · 1 + bk+1 · 0 + . . .+ bm · 0 ≡ bk (mod nk).

Отже, система (4.17) сумiсна i число

b1B1 + b2B2 + . . .+ bmBm

є її розв’язком. Але множина розв’язкiв системи (4.17) утворює клас
лишкiв за модулем числа НСК(n1, n2, . . . , nm). Оскiльки числа n1, n2,
. . . , nm попарно взаємно простi, то НСК(n1, n2, . . . , nm) = n1n2 . . . nm.
Таким чином, множиною розв’язкiв системи (4.17) є клас лишкiв

b1B1 + b2B2 + · · ·+ bmBm ∈ Zn1n2...nm .

Теорему доведено.

Якщо числа n1, n2, . . . , nm не є попарно взаємно простими, то можна
перейти до системи конгруенцiй еквiвалентної системi (4.17), за умови її
сумiсностi, в якiй модулi вже будуть попарно взаємно простими. Досягти
цього можна, наприклад, наступним чином. Спочатку кожну конгруен-
цiю системи виду

x ≡ c (mod n)

замiнити на кiлька конгруенцiй

x ≡ c (mod pα1
1 ),

x ≡ c (mod pα2
2 ),

...
x ≡ c (mod pαm

m ),

модулi яких визначаються канонiчним розкладом n = pα1
1 pα2

2 . . . pαm
m . Та-

ка замiна є еквiвалентним перетворенням за теоремою 4.7. Пiсля чого,
для кожного простого числа p розглянути всi конгруенцiї виду

x ≡ c1 (mod pβ1),

x ≡ c2 (mod pβ2),
...

x ≡ ck (mod pβk),
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де β1 ≥ β2 ≥ . . . ≥ βk, якi будуть сумiсними тодi й лише тодi, коли

c1 ≡ ci (mod pβi), 2 ≤ i ≤ k. (4.18)

Якщо умови (4.18) не виконуються, то початкова система конгруенцiй
несумiсна, тобто не має розв’язкiв, якщо ж умови (4.18) виконуються,
то можна залишити лише одну конгруенцiю

x ≡ c1 (mod pβ1).

Нова система конгруенцiй за теоремою 4.7 буде еквiвалентна початко-
вiй. В результатi таких перетворень система буде мiстити конгруенцiї за
модулями, що є степенями попарно рiзних простих чисел, а отже, модулi
будуть попарно взаємно простими.

4.5 Вправи

1. Розв’яжiть лiнiйне дiофантове рiвняння

а) 15x− 39y = 55;
б) 187x− 143y = 77;
в) 35x+ 55y + 77z = 1.

2. Знайдiть остачу вiд дiлення числа 5 · 11 · 19 · 29 · 101 · 197 на 13.

3. Знайдiть двi останнi цифри числа 3100.

4. Розв’яжiть лiнiйнi конгруенцiї з невiдомою:

а) 128x ≡ 238 (mod 94);
б) 59x ≡ 17 (mod 71).

5. Розв’яжiть систему лiнiйних конгруенцiй з невiдомою
x ≡ 13 (mod 21);

x ≡ 7 (mod 22);

x ≡ 9 (mod 23).

6. Розв’яжiть систему лiнiйних конгруенцiй з невiдомою
15x ≡ 24 (mod 51);

28x ≡ 24 (mod 72);

30x ≡ 24 (mod 46).
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7. Для яких значень параметра a система конгруенцiй з невiдомою
x ≡ 5 (mod 6);

x ≡ 8 (mod 15);

x ≡ a (mod 10)

буде сумiсною?

8. Знайдiть найменше натуральне число, яке при дiленнi на m, n i k
дає вiдповiдно остачi a, b i c, якщо

m = 12, n = 13, k = 14, a = 5, b = 6, c = 7.



Роздiл 5

Алгебра матриць

Алгебра матриць вивчає операцiї над прямокутними таблицями чи-
сел. Як i в арифметицi, матрицi можна додавати та множити, однак цi
операцiї утворюють значно складнiшу алгебраїчну структуру. Матри-
чна арифметика має суттєвi особливостi: результат множення матриць
залежить вiд порядку множникiв, а добуток двох ненульових матриць
може дорiвнювати нулю. Це потребувало розробки специфiчного мате-
матичного апарату, який ми будемо вивчати в цьому роздiлi.

5.1 Поняття матрицi

Матрицi є одним з базових iнструментiв лiнiйної алгебри. Вони ви-
користовуються для компактного запису систем лiнiйних рiвнянь, опису
лiнiйних перетворень, реалiзацiї чисельних алгоритмiв тощо.

Означення 5.1. Матрицею розмiру m × n називається прямокутна та-
блиця чисел, що складається з m рядкiв та n стовпцiв i має вигляд:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 .

Числа aij , що входять до складу матрицi, називаються її елементами.
Iндекси i та j вказують на розташування елемента: число aij знаходи-
ться у i-му рядку та j-му стовпцi. Для скороченого позначення матрицi

83
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використовують символ A = (aij)
m,n
i=1,j=1 або просто A = (aij), якщо роз-

мiри матрицi є вiдомими.

Матрицi A = (aij) i B = (bij) називаються рiвними, якщо вони мають
однакову розмiрнiсть i aij = bij для всiх i, j.

Множина всiх матриць розмiру m × n, коефiцiєнти яких належить
множинi F , позначається через Mm×n(F ). У випадку, коли кiлькiсть
рядкiв матрицi збiгається з кiлькiстю її стовпцiв (m = n), матрицю на-
зивають квадратною, а число n— її порядком. Множина всiх квадратних
матриць порядку n, коефiцiєнти яких належить множинi F , позначає-
ться через Mn(F ).

Приклад 5.1. Розглянемо матрицi

A =

(
1 2 −1
0 3 7

)
та B =

(
−4 5
7 −3

)
.

Матриця A має розмiр 2× 3 (два рядки та три стовпцi). Її елементами,
зокрема, є a12 = 2 та a23 = 7. Матриця B є квадратною порядку 2; її
елементами, наприклад, є b11 = −4 та b21 = 7.

Серед усього рiзноманiття матриць видiляють певнi типи, що мають
спецiальну структуру та властивостi. Елементи a11, a22, . . . , ann ква-
дратної матрицi порядку n утворюють її головну дiагональ. Квадратна
матриця називається дiагональною, якщо всi її елементи, що лежать по-
за головною дiагоналлю, є нульовими (тобто aij = 0 при i ̸= j):

D =


a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 .

Дiагональна матриця, у якої всi елементи на головнiй дiагоналi однаковi,
називається скалярною:

C =


a 0 . . . 0
0 a . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . a

 .
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Якщо ж усi дiагональнi елементи такої матрицi дорiвнюють одиницi, то
вона називається одиничною i позначається E або En, якщо потрiбно
вказати порядок матрицi. Квадратна матриця порядку n, у якої всi еле-
менти дорiвнюють нулю, називається нульовою i позначається On або O,
якщо розмiр матрицi є зрозумiлим iз контексту:

E =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 , O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 .

Квадратна матриця називається верхньою трикутною, якщо aij = 0
при i > j, та нижньою трикутною, якщо aij = 0 при i < j:

a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann

 ,


a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
a31 a32 a33 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 . . . ann

 .

Приклад 5.2. Розглянемо матрицi

E3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , A =

2 0 0
0 −1 0
0 0 5

 ,

B =

−4 0 0
0 −4 0
0 0 −4

 , C =

2 1 −3
0 −7 2
0 0 5

 .

Матриця E3 є одиничною порядку 3, матриця A є дiагональною, матри-
ця B є скалярною, а матриця C є верхньою трикутною.

5.2 Операцiї над матрицями

У цьому роздiлi будемо розглядати матрицi з елементами з деякого
поля F (наприклад, Q,R,C або скiнченне поле Zp, де p — просте число).

Означення 5.2. Сумою матриць A = (aij) i B = (bij) однакового розмiру
m×n називається матриця C = (cij) того самого розмiру, елементи якої
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обчислюються за правилом:

cij = aij + bij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Рiзницею матриць A = (aij) i B = (bij) називається матриця D = (dij),
елементи якої обчислюються за правилом:

dij = aij − bij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Операцiї додавання та вiднiмання не визначаються для матриць рi-
зних розмiрiв.

Означення 5.3. Добутком матрицi A = (aij) на число λ ∈ F називає-
ться матриця

λA = (λaij), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Матриця (−1)A = (−aij) називається протилежною до матрицi A
i позначається −A. Це дозволяє записати рiзницю матриць як суму:
A−B = A+ (−B).

Приклад 5.3. Розглянемо матрицi

A =

(
1 −2 3
0 4 −1

)
, B =

(
2 1 −3
5 −2 4

)
.

Знайдемо суму та рiзницю цих матриць:

A+B =

(
1 + 2 −2 + 1 3 + (−3)
0 + 5 4 + (−2) −1 + 4

)
=

(
3 −1 0
5 2 3

)
,

A−B =

(
1− 2 −2− 1 3− (−3)
0− 5 4− (−2) −1− 4

)
=

(
−1 −3 6
−5 6 −5

)
.

Помножимо матрицю A на скаляр λ = 2:

2A =

(
2 −4 6
0 8 −2

)
.

Обчислимо лiнiйну комбiнацiю матриць:

2A− 3B =

(
2 −4 6
0 8 −2

)
−
(
6 3 −9
15 −6 12

)
=

(
−4 −7 15
−15 14 −14

)
.
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Операцiї додавання матриць i множення матрицi на число мають
властивостi, аналогiчнi вiдповiдним властивостям для чисел.

Твердження 5.1 (властивостi додавання матриць i множення матриць на
скаляри). Нехай A,B,C ∈Mm×n(F ) i λ, µ ∈ F . Тодi виконуються такi
властивостi:

1. A+B = B +A (комутативнiсть додавання);

2. (A+B) + C = A+ (B + C) (асоцiативнiсть додавання);

3. A+O = A;

4. A+ (−A) = O;

5. λ(A+B) = λA+ λB;

6. (λ+ µ)A = λA+ µA;

7. λ(µA) = (λµ)A;

8. 1 ·A = A.

Доведення. Оскiльки операцiї додавання матриць та множення матрицi
на скаляр визначенi поелементно, усi перелiченi властивостi зводяться
до вiдповiдних властивостей операцiй у полi F .

Добуток двох матриць A i B визначається тiльки тодi, коли кiлькiсть
стовпцiв матрицi A дорiвнює кiлькостi рядкiв матрицi B.

Означення 5.4. Добутком матриць A = (aij) ∈Mm×k(F ) та B = (bij) ∈
Mk×n(F ) називається матриця C = (cij) ∈Mm×n(F ), де

cij =

k∑
r=1

airbrj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ aikbkj .

Матриця C = AB має розмiр m × n, де m — це кiлькiсть рядкiв
матрицi A, а n — кiлькiсть стовпцiв матрицi B. Елемент cij , що стоїть на
перетинi i-го рядка та j-го стовпця, утворюється як скалярний добуток
i-го рядка матрицi A та j-го стовпця матрицi B.

a11 a12 . . . a1k...
...

...
ai1 ai2 . . . aik...

...
...

am1 am2 . . . amk




b11 . . . b1j . . . b1n
b21 . . . b2j . . . b2n
...

...
...

bk1 . . . bkj . . . bkn


=

c11 . . . c1j . . . c1n
...

...
...

ci1 . . . cij . . . cin
...

...
...

cm1 . . . cmi . . . cmn



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Приклад 5.4. Розглянемо матрицi

A =

(
1 −1 2
3 4 −5

)
, B =

 2 3
−1 2
5 −4

 , C =

(
1 2
3 −4

)
.

Обчислимо добутки:

AB =

(
1 ·2+(−1) · (−1)+2 ·5 1 ·3+(−1) ·2+2 · (−4)
3 ·2+4 · (−1)+(−5) ·5 3 ·3+4 ·2+(−5) · (−4)

)
=

(
13 −7
−23 37

)
,

BC =

 2 · 1 + 3 · 3 2 · 2 + 3 · (−4)
−1 · 1 + 2 · 3 −1 · 2 + 2 · (−4)
5 · 1 + (−4) · 3 5 · 2 + (−4) · (−4)

 =

11 −8
5 −10
−7 26

 ,

C2 =

(
1 · 1 + 2 · 3 1 · 2 + 2 · (−4)

3 · 1 + (−4) · 3 3 · 2 + (−4) · (−4)

)
=

(
7 −6
−9 22

)
.

У той же час деякi операцiї над вказаними матрицями неможливо ви-
конати через невiдповiднiсть їхнiх розмiрiв. Зокрема, добуток AC не
визначений, оскiльки кiлькiсть стовпцiв матрицi A не збiгається з кiль-
кiстю рядкiв матрицi C. Так само не визначено добуток B2, оскiльки
матриця B не є квадратною.

Приклад 5.5. Розглянемо добутки матрицi-рядка та матрицi-стовпця:

(
1 −2 3

)4
5
6

 =
(
1 · 4 + (−2) · 5 + 3 · 6

)
=
(
12
)
,

4
5
6

(1 −2 3
)
=

4 · 1 4 · (−2) 4 · 3
5 · 1 5 · (−2) 5 · 3
6 · 1 6 · (−2) 6 · 3

 =

4 −8 12
5 −10 15
6 −12 18

 .

Твердження 5.2 (властивостi добутку матриць). Нехай A, B, C — ма-
трицi над полем F , розмiри яких дозволяють виконувати вказанi опе-
рацiї, та λ ∈ F . Тодi:

1. (AB)C = A(BC) (асоцiативнiсть);

2. A(B + C) = AB +AC (лiва дистрибутивнiсть);
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3. (A+B)C = AC +BC (права дистрибутивнiсть);

4. λ(AB) = (λA)B = A(λB);

5. EmA = AEn = A для будь-якої матрицi A ∈Mm×n(F ).

Доведення. Доведемо найбiльш трудомiстку властивiсть — асоцiатив-
нiсть. Решта властивостей доводяться аналогiчно через розкриття сум
за визначенням добутку матриць.

Нехай A ∈ Mm×k(F ), B ∈ Mk×p(F ), C ∈ Mp×n(F ). Розглянемо еле-
мент на позицiї (i, j) матрицi (AB)C. За визначенням добутку:

((AB)C)ij =

p∑
s=1

(AB)iscsj =

p∑
s=1

(
k∑

r=1

airbrs

)
csj .

Використовуючи дистрибутивнiсть та асоцiативнiсть множення у полi F ,
ми можемо змiнити порядок пiдсумовування:

((AB)C)ij =

p∑
s=1

k∑
r=1

(airbrs)csj =

k∑
r=1

air

(
p∑

s=1

brscsj

)
.

Вираз у дужках є елементом (BC)rj матрицi BC. Отже:

((AB)C)ij =

k∑
r=1

air(BC)rj = (A(BC))ij .

Оскiльки всi вiдповiднi елементи матриць рiвнi, то (AB)C = A(BC).

Приклад 5.6. Добуток матриць не є комутативним, тобто для деяких
матриць A i B виконується AB ̸= BA. Наприклад,

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
, AB =

(
0 1
0 0

)
̸= BA =

(
0 0
0 0

)
.

Кажуть, що матрицi A i B комутують, якщо AB = BA.

Зауваження 5.1. Матрицi можна розглядати не лише як таблицi чисел,
а й як вiдображення мiж просторами. Кожна матриця A ∈ Mm×n(F )
визначає вiдображення fA : Fn → Fm, яке дiє на вектор-стовпець x ∈ Fn

за правилом
fA(x) = Ax.
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З властивостей множення матрицi на вектор випливає, що це вiдобра-
ження є лiнiйним, тобто

A(x+ y) = Ax+Ay, A(λx) = λ(Ax).

З цiєї точки зору множення матриць вiдповiдає композицiї вiдповiд-
них лiнiйних вiдображень. Нехай A ∈ Mm×k(F ) i B ∈ Mk×n(F ). Тодi
fA : F k → Fm та fB : Fn → F k, i для будь-якого x ∈ Fn маємо

fA ◦ fB(x) = fA(fB(x)) = A(Bx) = (AB)x.

Справдi, якщо x = (x1, . . . , xn), то

Bx =

b11 . . . b1n
...

. . .
...

bk1 . . . bkn


x1...
xn

 =


∑n

j=1 b1jxj
...∑n

j=1 bkjxj

 ,

(A(Bx))i =

k∑
r=1

air(Bx)r =

k∑
r=1

air

 n∑
j=1

brjxj

 =

n∑
j=1

(
k∑

r=1

airbrj

)
xj .

Отже, композицiя вiдображень fA ◦ fB задається матрицею C, елемен-
ти якої визначаються формулою, такою самою, як i при множеннi ма-
триць AB:

cij =

k∑
r=1

airbrj .

Приклад 5.7. Розглянемо добуток матрицi на матрицю-стовпець: 1 2 −3
−2 0 4
3 1 5

4
3
2

 =

1 · 4 + 2 · 3 + (−3) · 2
(−2) · 4 + 0 · 3 + 4 · 2
3 · 4 + 1 · 3 + 5 · 2

 =

= 4

 1
−2
3

+ 3

2
0
1

+ 2

−3
4
5

 =

 4
0
25

 .

Звернiть увагу, що результат множення матрицi на стовпець є лi-
нiйною комбiнацiєю стовпцiв першої матрицi з коефiцiєнтами з другого
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стовпця. У загальному випадку:
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn



b1
b2
...
bn

 = b1


a11
a21
...

am1

+ b2


a12
a22
...

am2

+ . . .+ bn


a1n
a2n
...

amn

 .

Звiдси випливає наступна властивiсть добутку матриць.

Твердження 5.3. Нехай A ∈Mm×k(F ) i B ∈Mk×n(F ), причому

B = [b1 b2 . . . bn],

де bi — стовпцi матрицi B. Тодi добуток AB можна записати через
стовпцi матрицi B як

AB = [Ab1 Ab2 . . . Abn].

Зокрема, кожний стовпець матрицi AB є лiнiйною комбiнацiєю стов-
пцiв матрицi A.

Квадратну матрицю можна множити на себе.

Означення 5.5. Нехай A ∈Mn(F ) — квадратна матриця. Степенем ма-
трицi A з цiлим невiд’ємним показником k називають добуток k копiй
матрицi A:

A0 := En, Ak := A ·A · . . . ·A︸ ︷︷ ︸
k разiв

, k ≥ 1.

Для степенiв квадратних матриць виконуються стандартнi власти-
востi:

Ak ·Al = Ak+l, (Ak)l = Akl, k, l ≥ 0.

Означення 5.6. Нехай A ∈Mn(F ) i

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m ∈ F [x]

— многочлен над полем F . Тодi многочлен вiд матрицi A визначається
як матриця

p(A) = a0En + a1A+ a2A
2 + · · ·+ amA

m.
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Для многочленiв вiд матрицi виконуються стандартнi властивостi:
для p(x), q(x) ∈ F [x] i A ∈Mn(F ) маємо

(p+ q)(A) = p(A) + q(A) та (p · q)(A) = p(A) q(A).

Приклад 5.8. Нехай

A =

(
2 −1
1 3

)
, p(x) = 3 + 5x− 2x2.

Тодi:

p(A) = 3E2 + 5A− 2A2 = 3

(
1 0
0 1

)
+ 5

(
2 −1
1 3

)
− 2

(
2 −1
1 3

)2

=

= 3

(
1 0
0 1

)
+ 5

(
2 −1
1 3

)
− 2

(
3 −5
5 8

)
=

(
7 5
−5 2

)
.

Означення 5.7. Транспонованою до матрицi A = (aij) ∈ Mm×n(F ) на-
зивається матриця AT = (bij) ∈ Mn×m(F ), елементи якої визначаються
так:

bij = aji, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Тобто рядки матрицi A стають стовпцями матрицi AT .

Приклад 5.9. Розглянемо матрицi та їх транспонованi:

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, AT =

1 4
2 5
3 6

 , B =

(
3 −2
−5 4

)
, BT =

(
3 −5
−2 4

)
.

Твердження 5.4 (властивостi транспонування матриць). Нехай A,B ∈
Mm×n(F ) та λ ∈ F . Тодi виконуються такi властивостi:

1. (AT )T = A;

2. (A+B)T = AT +BT ;

3. (λA)T = λAT ;

4. Якщо A ∈Mm×k(F ) та B ∈Mk×n(F ), то (AB)T = BTAT .
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Доведення. Властивостi 1–3 виконуються поелементно за означенням
транспонування. Доведемо пункт 4. Маємо:

(AB)Tij = (AB)ji =

k∑
r=1

ajrbri =

k∑
r=1

(BT )ir(A
T )rj = (BTAT )ij .

Отже, (AB)T = BTAT .

Приклад 5.10. Звернiть увагу, що (AB)T може не дорiвнювати ATBT :

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
0 1
2 3

)
,

ATBT =

(
1 3
2 4

)(
0 2
1 3

)
=

(
3 11
4 16

)
,

(AB)T =

(
4 7
8 15

)T

=

(
4 8
7 15

)
.

Означення 5.8. Квадратна матриця A називається симетричною, якщо
AT = A, тобто aij = aji для всiх i, j. Iнакше кажучи, елементи симетри-
чної матрицi симетричнi вiдносно головної дiагоналi.

Квадратна матрицяA називається кососиметричною, якщоAT =−A,
тобто aij = −aji для всiх i, j.

Приклад 5.11. Розглянемо кiлька матриць:

A =

 1 2 −1
2 3 4
−1 4 5

 , B =

 0 2 −3
−2 0 1
3 −1 0

 , C =

(
1 2
3 4

)
.

Матриця A є симетричною, матриця B є кососиметричною, а матриця C
не є нi симетричною, нi кососиметричною.

Твердження 5.5 (властивостi симетричних матриць). Нехай A,B∈Mn(F )
— симетричнi матрицi та λ ∈ F . Тодi:

1. Сума A + B та добуток на скаляр λA є симетричними матри-
цями.

2. Добуток AB є симетричною матрицею тодi i тiльки тодi, коли
A та B комутують.
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3. Для довiльної матрицi M ∈Mm×n(F ) добутки MMT та MTM є
симетричними матрицями (розмiрiв m×m та n×n вiдповiдно).

Доведення. За властивостями транспонування матриць перевiряємо си-
метричнiсть матриць:

(A+B)T = AT +BT = A+B, (λA)T = λAT = λA,

(AB)T = BTAT = BA, (MMT )T =MMT , (MTM)T =MTM.

Приклад 5.12. Нехай

A =

(
2 −1 3
0 4 1

)
.

Тодi:

AAT =

(
2 −1 3
0 4 1

) 2 0
−1 4
3 1

 =

(
14 −1
−1 17

)
,

ATA =

 2 0
−1 4
3 1

(2 −1 3
0 4 1

)
=

 4 −2 6
−2 17 1
6 1 10

 .

Обидвi матрицi AAT та ATA є симетричними.

5.3 Обернена матриця

Означення 5.9. Квадратна матриця A ∈Mn(F ) називається оборотною,
якщо iснує така матриця B ∈Mn(F ), що AB = BA = E, де E — одини-
чна матриця. В цьому випадку, матриця B називається оберненою до A
i позначається A−1.

Приклад 5.13. Розглянемо матрицi:

A =

(
2 1
3 2

)
, B =

(
2 −1
−3 2

)
, C =

(
1 1
1 1

)
.

Матриця B є оберненою до матрицi A, а матриця A є оберненою до B:

AB =

(
1 0
0 1

)
, BA =

(
1 0
0 1

)
.
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Матриця C не є оборотною, оскiльки добуток C · X для довiльної ма-
трицi X не може дорiвнювати одиничнiй матрицi:

C ·
(
a b
c d

)
=

(
a+ c b+ d
a+ c b+ d

)
=

(
1 0
0 1

)
⇒


a+ c = 1,

b+ d = 0,

a+ c = 0,

b+ d = 1,

що неможливо. Отже, C не має оберненої матрицi.

Твердження 5.6. Кожна оборотна матриця A має єдину обернену ма-
трицю.

Доведення. Нехай B i C — оберненi до матрицi A. Тодi:

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Приклад 5.14. Дослiдимо умови оборотностi матрицi другого порядку
та виведемо формулу для оберненої матрицi. Нехай

A =

(
a b
c d

)
, A−1 =

(
x y
z t

)
.

За означенням оберненої матрицi маємо:

A ·A−1 =

(
a b
c d

)(
x y
z t

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Перемноживши матрицi та прирiвнявши вiдповiднi елементи, отримуємо
двi системи лiнiйних рiвнянь:{

ax+ bz = 1,

cx+ dz = 0
та

{
ay + bt = 0,

cy + dt = 1.

Розв’язавши цi системи, дiстаємо, що розв’язок iснує тодi i тiльки тодi,
коли величина ∆ = ad − bc ̸= 0. У цьому випадку значення невiдомих
дорiвнюють:

x =
d

ad− bc
, z =

−c
ad− bc

, y =
−b

ad− bc
, t =

a

ad− bc
.

Таким чином, формула для оберненої матрицi порядку два має вигляд:

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.
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Теорема 5.1 (властивостi оборотних матриць). Нехай A,B ∈ Mn(F ) —
оборотнi матрицi.

1. Матриця A−1 також є оборотною i

(A−1)−1 = A.

2. Для будь-якого λ ∈ F , λ ̸= 0, матриця λA є оборотною i

(λA)−1 =
1

λ
A−1.

3. Добуток матриць AB є оборотною матрицею i

(AB)−1 = B−1A−1.

4. Транспонована матриця AT є оборотною i

(AT )−1 = (A−1)T .

Доведення. 1) За означенням оберненої матрицi маємо AA−1 = A−1A =
E. Ця ж рiвнiсть свiдчить про те, що для матрицi A−1 оберненою є
матриця A. Отже, (A−1)−1 = A.

2) Використовуючи властивостi множення матрицi на скаляр та асо-
цiативнiсть, отримуємо:

(λA) ·
(
1

λ
A−1

)
=

(
λ · 1

λ

)
(AA−1) = 1 · E = E.

Аналогiчно,
(
1
λA

−1
)
· (λA) = E, що доводить рiвнiсть (λA)−1 = 1

λA
−1.

3) Використовуючи асоцiативнiсть множення, отримуємо:

(AB) · (B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1) · (AB) = B−1(A−1A)B = B−1EB = B−1B = E.

Отже, (AB)−1 = B−1A−1. Звернiть увагу на змiну порядку множникiв.
4) Скористаємося властивiстю (AB)T = BTAT :

AT · (A−1)T = (A−1A)T = ET = E, (A−1)T ·AT = (AA−1)T = ET = E.

Це пiдтверджує, що (AT )−1 = (A−1)T .



5.3. Обернена матриця 97

Алгебра матриць дозволяє компактно записувати та аналiзувати си-
стеми лiнiйних рiвнянь. Розглянемо систему m лiнiйних рiвнянь з n не-
вiдомими: 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

Введемо матрицю коефiцiєнтiв, вектор невiдомих та вектор правих ча-
стин:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 , x =


x1
x2
...
xn

 , b =


b1
b2
...
bm

 .

Помноживши матрицю на вектор невiдомих, отримаємо:

Ax =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 .

Отже, систему лiнiйних рiвнянь можна записати у матричному виглядi
як Ax = b.

Твердження 5.7. Нехай A ∈ Mn(F ) — оборотна матриця, а b ∈ Fn.
Тодi система Ax = b має єдиний розв’язок, який задається формулою
x = A−1b.

Доведення. Пiдставимо x = A−1b в систему:

Ax = A(A−1b) = (AA−1)b = Eb = b.

Отже, x = A−1b дiйсно є розв’язком. Помноживши обидвi частини си-
стеми на обернену до матрицi A, отримуємо єдинiсть розв’язку:

A−1(Ax) = A−1b ⇒ (A−1A)x = Ex = x = A−1b.
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Приклад 5.15. Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь:{
3x+ 2y = 2,

x+ 2y = 3,

(
3 2
1 2

)(
x
y

)
=

(
2
3

)
.

Матриця коефiцiєнтiв

A =

(
3 2
1 2

)
є оборотною, її обернена

A−1 =
1

4

(
2 −2
−1 3

)
.

Тодi розв’язком системи є:(
x
y

)
= A−1

(
2
3

)
=

1

4

(
2 −2
−1 3

)(
2
3

)
=

1

4

(
−2
7

)
=

(
− 1

2
7
4

)
.

Зауваження 5.2. Квадратна матриця A ∈ Mn(F ) визначає лiнiйне вiд-
ображення fA : Fn → Fn за правилом fA(x) = Ax. Якщо матриця A
є оборотною, то для будь-якого y ∈ Fn рiвняння Ax = y має єдиний
розв’язок x = A−1y. Це означає, що кожному образу вiдповiдає єди-
ний прообраз, тобто вiдображення fA — бiєктивне. Навпаки, якщо fA є
бiєктивним, то для кожного вектора стандартного базису e1, e2, . . . ,en
iснує рiвно один такий вектор bi, що Abi = ei. Якщо скласти з цих стов-
пцiв bi матрицю B = [b1 b2 . . . bn], то за правилом множення матриць
отримаємо AB = E. Аналогiчно доводиться, що BA = E. Отже, матри-
ця A є оборотною, а матриця B — її оберненою. Таким чином, матриця
A є оборотною тодi i тiльки тодi, коли вiдображення fA є бiєктивним. У
цьому випадку обернене вiдображення задається оберненою матрицею:
f−1
A (y) = A−1y.

5.4 Елементарнi перетворення та ступiнчастi форми

У багатьох задачах лiнiйної алгебри виникає потреба виконувати пе-
ретворення рядкiв або стовпцiв матрицi. За допомогою таких перетво-
рень матрицю можна поступово привести до бiльш простого вигляду, не
змiнюючи її суттєвих властивостей.
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Означення 5.10. Елементарними перетвореннями над рядками (або
стовпцями) матрицi називаються такi операцiї:

1. Перестановка двох рядкiв (стовпцiв) мiсцями. Позначення: Ri ↔
Rj (для рядкiв) або Ci ↔ Cj (для стовпцiв).

2. Множення рядка (стовпця) на ненульове число λ ∈ F \ {0}. Позна-
чення: Ri → λRi або Ci → λCi.

3. Додавання до одного рядка (стовпця) iншого рядка (стовпця), по-
множеного на число λ ∈ F . Позначення: Ri → Ri + λRj або Ci →
Ci + λCj .

Приклад 5.16. Зведемо матрицю

A =

1 2 1
2 4 5
3 8 4


до дiагонального вигляду елементарними перетвореннями над рядками:

1. Використаємо перший рядок, щоб обнулити елементи у першому
стовпцi пiд головною дiагоналлю. До другого рядка додамо пер-
ший, помножений на −2, а до третього — перший, помножений
на −3: 1 2 1

2 4 5
3 8 4

 −−−−−−−−→
R2→R2−2R1
R3→R3−3R1

1 2 1
0 0 3
0 2 1

 .

2. Оскiльки на позицiї (2, 2) утворився нуль, переставимо другий та
третiй рядки мiсцями:1 2 1

0 0 3
0 2 1

 −−−−−→
R2↔R3

1 2 1
0 2 1
0 0 3

 .

3. Обнулимо елементи над головною дiагоналлю. До першого та дру-
гого рядкiв додамо третiй, помножений на − 1

3 :1 2 1
0 2 1
0 0 3

 −−−−−−−−−→
R1→R1− 1

3R3

R2→R2− 1
3R3

1 2 0
0 2 0
0 0 3

 .
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4. Обнулимо елемент над двiйкою у другому стовпцi:1 2 0
0 2 0
0 0 3

 −−−−−−−−→
R1→R1−R2

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

Зауваження 5.3. Будь-яка система лiнiйних рiвнянь (СЛР) однозначно
задає свою розширену матрицю, де рядки вiдповiдають рiвнянням, а
стовпцi — коефiцiєнтам при невiдомих та вiльним членам:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

⇔


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .

Елементарнi перетворення рядкiв такої матрицi не змiнюють множи-
ну розв’язкiв системи, тому вони перетворюють СЛР на еквiвалентну
їй систему. Якщо за допомогою таких перетворень звести матрицю до
простої форми (наприклад, дiагональної), це дозволяє одразу виписати
розв’язки. Наприклад, розглянемо систему лiнiйних рiвнянь, запишемо
розширену матрицю та зведемо її до простого вигляду:

x1 + 2x2 + x3 = 4

2x1 + 5x2 + 3x3 = 9

x1 + 3x2 + 4x3 = 6

⇔

 1 2 1 4
2 5 3 9
1 3 4 6

 ,

 1 2 1 4
2 5 3 9
1 3 4 6

 −−−−−−−−→
R2→R2−2R1
R3→R3−R1

 1 2 1 4
0 1 1 1
0 1 3 2

 −−−−−−−−→
R3→R3−R2 1 2 1 4

0 1 1 1
0 0 2 1

 −−−−−−→
R3→ 1

2R3

 1 2 1 4
0 1 1 1
0 0 1 1

2

 −−−−−−−−→
R2→R2−R3
R1→R1−R3 1 2 0 7

2

0 1 0 1
2

0 0 1 1
2

 −−−−−−−−→
R1→R1−2R2

 1 0 0 5
2

0 1 0 1
2

0 0 1 1
2

 ⇔


x1 = 5

2 ,

x2 = 1
2 ,

x3 = 1
2 .

Отже, початкова СЛР рiвносильна останнiй, яка має розв’язок x1 = 5
2 ,

x2 = 1
2 , x3 = 1

2 .
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Означення 5.11. Матрицi A та B називаються рядково (вiдповiдно стов-
пцево) еквiвалентними, якщо одну з них можна отримати з iншої за
допомогою скiнченної кiлькостi елементарних перетворень над рядками
(вiдповiдно стовпцями). Позначається A ∼ B (або A r∼ B та A c∼ B для
уточнення).

Зауваження 5.4. Важливо зауважити, що кожне елементарне перетво-
рення має зворотне. Тому, якщо A ∼ B, то i B ∼ A. Також A ∼ A, а
з умов A ∼ B та B ∼ C випливає, що A ∼ C. Це означає, що рядкова
(стовпцева) еквiвалентнiсть є вiдношенням еквiвалентностi на множи-
нi матриць розмiру m × n. У кожному класi еквiвалентностi природно
видiлити матрицю найпростiшого вигляду. Хоча не кожну матрицю мо-
жна звести до дiагонального вигляду, будь-яку матрицю можна звести
до ступiнчастої форми.

Означення 5.12. Матриця має рядково-ступiнчасту форму, якщо вико-
нуються такi умови:

1. Усi нульовi рядки (якщо вони є) розташованi нижче за будь-який
ненульовий рядок.

2. Перший ненульовий елемент кожного наступного рядка (так зва-
ний ведучий елемент) розташований праворуч вiд ведучого еле-
мента попереднього рядка.

Приклад 5.17. Приклади матриць у рядково-ступiнчастiй формi:


1○ 2 −1 0 4 5
0 0 3○ 1 −2 0
0 0 0 7○ 6 1
0 0 0 0 0 0

 ,


1○ 2 0 −1 3 4 5
0 3○ 1 0 2 −2 6
0 0 0 0 2○ 1 0
0 0 0 0 0 5○ 3
0 0 0 0 0 0 0

 ,

де кружечком обведенi ведучi елементи рядкiв. Приклади матриць, якi
не мають рядково-ступiнчастої форми:

−2 1 2
1 3 0
0 5 0

 ,


1 −3 4 2 5
0 0 0 0 0
0 2 3 0 5
0 0 1 −4 2

 ,


1 2 3 4 −3 2
0 0 2 1 0 2
0 1 −4 3 5 1
0 0 0 0 0 0

 .
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У першiй матрицi ведучий елемент другого рядка стоїть не правiше за
ведучий елемент першого рядка. У другiй матрицi нульовий рядок роз-
ташований вище за ненульовий, а в третiй матрицi ведучий елемент тре-
тього рядка стоїть не правiше за ведучий елемент другого рядка.

Теорема 5.2 (Гаусса). Будь-яка матриця за допомогою скiнченної кiль-
костi елементарних перетворень рядкiв може бути зведена до рядково-
ступiнчастої форми.

Доведення. Доведемо твердження iндукцiєю за розмiрами матрицi.
База iндукцiї. Якщо матриця має один рядок, то вона вже має

рядково-ступiнчасту форму.
Крок iндукцiї. Припускаємо, що твердження виконується для всiх ма-

триць розмiру менше нiж m×n. Розглянемо матрицю A розмiру m×n.
Якщо всi елементи першого стовпця дорiвнюють нулю, то вiдкинемо цей
стовпець i застосуємо iндукцiйне припущення до пiдматрицi з m рядкiв
i n − 1 стовпцiв. Нехай у першому стовпцi є ненульовий елемент. Пере-
становкою рядкiв перенесемо один з таких елементiв у перший рядок.
Нехай вiн дорiвнює a11 ̸= 0. Далi за допомогою елементарних перетво-
рень виду Ri → Ri − ai1

a11
R1 для i = 2, . . . ,m, занулюємо всi елементи пiд

a11 у першому стовпцi. У результатi матриця зводиться до вигляду:
a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
0 am2 . . . amn

 .

За припущенням iндукцiї пiдматрицю, утворену рядками 2, . . . ,m, мо-
жна звести до рядково-ступiнчастої форми. Оскiльки цi перетворення
не зачiпають перший рядок i не змiнюють нулi у першому стовпцi, вся
матриця в результатi набуде рядково-ступiнчастої форми.

Алгоритмiчна процедура, описана в доведеннi теореми Гаусса, на-
зивається прямим ходом методу Гаусса. Вiн полягає у послiдовному
обнуленнi елементiв пiд ведучими елементами при русi злiва направо та
зверху вниз. Результатом прямого ходу завжди є матриця у рядково-
ступiнчастiй формi.
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Приклад 5.18. Зведемо матрицю

A =

 1 −2 3 1
2 −4 7 5
−1 3 −1 0


до рядково-ступiнчастої форми прямим ходом методу Гаусса:

1. Обнулимо елементи у першому стовпцi пiд ведучою одиницею. До
другого рядка додамо перший, помножений на −2, а до третього
рядка додамо перший: 1 −2 3 1

2 −4 7 5
−1 3 −1 0

 −−−−−−−−→
R2→R2−2R1
R3→R3+R1

1 −2 3 1
0 0 1 3
0 1 2 1

 .

2. Зауважимо, що на позицiї (2, 2) стоїть нуль, а пiд ним у третьому
рядку — ненульовий елемент. Помiняємо другий та третiй рядки
мiсцями: 1 −2 3 1

0 0 1 3
0 1 2 1

 −−−−−→
R2↔R3

1 −2 3 1
0 1 2 1
0 0 1 3

 .

Отримана матриця має ступiнчасту форму.

Зауваження 5.5. Матриця може бути зведена до рiзних ступiнчастих
форм. Наприклад, розглянемо матрицю A i зведемо її до ступiнчастої
форми рiзними способами:1 1 2

2 2 5
1 2 3

 −−−−−−−−→
R2→R2−2R1
R3→R3−R1

1 1 2
0 0 1
0 1 1

 −−−−−→
R2↔R3

1 1 2
0 1 1
0 0 1

 ,

1 1 2
2 2 5
1 2 3

 −−−−−→
R1↔R3

1 2 3
2 2 5
1 1 2

 −−−−−−−−→
R2→R2−2R1
R3→R3−R11 2 3

0 −2 −1
0 −1 −1

 −−−−−−−−−→
R3→R3− 1

2R2

1 2 3
0 −2 −1
0 0 −1/2

 .

Розглянемо форму матриць, яка визначається однозначно.
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Означення 5.13. Матриця має редуковану рядково-ступiнчасту форму,
якщо виконуються такi умови:

1. Матриця має рядково-ступiнчасту форму.

2. Кожен перший ненульовий елемент (ведучий елемент) будь-якого
ненульового рядка дорiвнює одиницi.

3. У стовпцi, де стоїть ведуча одиниця, всi iншi елементи дорiвнюють
нулю.

Приклад 5.19. Приклади редукованих рядково-ступiнчастих форм:1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,


1 3 0 2 0
0 0 1 4 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ,


1 5 0 0 3 1
0 0 1 0 −2 4
0 0 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0

 .

Наступнi матрицi мають ступiнчасту форму, але не редуковану:
2 1 4 3 0 5
0 0 1 −2 5 1
0 0 0 0 3 2
0 0 0 0 0 0

 ,


1 2 3 1 4 5
0 1 0 2 3 1
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 1

 .

У першої матрицi ведучий елемент першого рядка не є одиничним (вiн
дорiвнює 2), а у другої матрицi не всi елементи над ведучими одиницями
дорiвнюють нулю.

Теорема 5.3 (Гаусс). Кожна матриця за допомогою елементарних пере-
творень рядкiв зводиться до редукованої рядково-ступiнчастої форми.

Доведення. Ми вже знаємо, що будь-яку матрицю можна звести до
рядково-ступiнчастої форми прямим ходом методу Гаусса. Опишемо зво-
ротнiй хiд методу Гауссу, який зводить ступiнчасту матрицю до реду-
кованої форми. Починаючи з останнього ненульового рядка i рухаючись
угору, для кожного рядка виконуємо такi дiї:

1. Дiлимо рядок на значення його ведучого елемента, щоб перетво-
рити цей елемент на одиницю.

2. Для кожного рядка, що розташований вище поточного, вiднiмаємо
вiд нього поточний рядок, помножений на елемент цього рядка у
стовпцi ведучого елемента. У результатi всi елементи над ведучою
одиницею стають рiвними нулю.
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Пiсля виконання цiєї процедури для всiх ненульових рядкiв матриця
переходить у редуковану рядково-ступiнчасту форму.

Зауваження 5.6. Можна показати, що редукована рядково-ступiнчаста
форма матрицi визначається однозначно. Тому двi матрицi A та B є
рядково-еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли вони мають однакову
редуковану рядково-ступiнчасту форму.

Приклад 5.20. Зведемо матрицю

A =

 2 4 −2 2
1 2 1 3
−1 −2 3 3


до редукованої рядково-ступiнчастої форми методом Гаусса. Прямий хiд:

1. На позицiї (1, 1) стоїть елемент 2. Помiняємо перший та другий
рядки мiсцями, щоб отримати ведучу одиницю: 2 4 −2 2

1 2 1 3
−1 −2 3 3

 −−−−−→
R1↔R2

 1 2 1 3
2 4 −2 2
−1 −2 3 3

 .

2. Обнулимо елементи у першому стовпцi пiд ведучою одиницею: 1 2 1 3
2 4 −2 2
−1 −2 3 3

 −−−−−−−−→
R2→R2−2R1
R3→R3+R1

1 2 1 3
0 0 −4 −4
0 0 4 6

 .

3. Зауважимо, що другий стовпець став нульовим нижче першого
рядка, тому ведучий елемент другого рядка знаходиться у третьо-
му стовпцi. Обнулимо елемент пiд ним:1 2 1 3

0 0 −4 −4
0 0 4 6

 −−−−−−−−→
R3→R3+R2

1 2 1 3
0 0 −4 −4
0 0 0 2

 .

Отримана матриця має ступiнчасту форму. Зворотнiй хiд:

4. Нормалiзуємо третiй рядок, подiливши його на 2:1 2 1 3
0 0 −4 −4
0 0 0 2

 −−−−−−→
R3→

1
2R3

1 2 1 3
0 0 −4 −4
0 0 0 1

 .
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5. Обнулимо елементи у четвертому стовпцi над ведучим елементом
третього рядка:1 2 1 3

0 0 −4 −4
0 0 0 1

 −−−−−−−−→
R2→R2+4R3
R1→R1−3R3

1 2 1 0
0 0 −4 0
0 0 0 1

 .

6. Нормалiзуємо другий рядок, подiливши його на −4:1 2 1 0
0 0 −4 0
0 0 0 1

 −−−−−−−→
R2→− 1

4R2

1 2 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

7. Обнулимо елемент у третьому стовпцi над ведучим елементом дру-
гого рядка: 1 2 1 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 −−−−−−−−→
R1→R1−R2

1 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Отримана матриця є редукованою рядково-ступiнчастою формою ма-
трицi A.

5.5 Елементарнi матрицi та матричнi рiвняння

Означення 5.14. Матриця називається елементарною, якщо вона отри-
мується з одиничної матрицi шляхом виконання одного з елементарних
перетворень.

Iснує три типи елементарних матриць, якi вiдповiдають трьом типам
елементарних перетворень:

1. Перестановка i-го та j-го рядкiв:

Pij =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


.
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2. Множення i-го рядка на ненульовий скаляр λ ̸= 0:

Ei(λ) =



1 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · λ · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 1


.

3. Додавання до i-го рядка j-го рядка, помноженого на скаляр λ:

Eij(λ) =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · 1 · · · λ · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


.

Приклад 5.21. Кiлька прикладiв елементарних матриць порядку три:

P13 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , E2(−5) =

1 0 0
0 −5 0
0 0 1

 ,

E12(7) =

1 7 0
0 1 0
0 0 1

 , E23(−2) =

1 0 0
0 1 −2
0 0 1

 .

Твердження 5.8. 1. Елементарнi перетворення над рядками матри-
цi евiвалентнi множенню матрицi злiва на вiдповiдну елемен-
тарну матрицю.

2. Елементарнi перетворення над стовпцями матрицi евiвалентнi
множенню матрицi справа на вiдповiдну елементарну матрицю.

Доведення. Твердження перевiряється множенням матрицi на вiдповiд-
ну елементарну матрицю.
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Приклад 5.22. Виконаємо кiлька елементарних перетворень над рядка-
ми матрицi та перевiримо множення на елементарну матрицю. Переста-
вимо перший i третiй рядки матрицi

A =

1 2 3
0 1 4
2 0 1

 R1↔R3−−−−−→

2 0 1
0 1 4
1 2 3

 .

Це вiдповiдає множенню злiва на елементарну матрицю:

P13 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , P13A =

2 0 1
0 1 4
1 2 3

 .

Помножимо другий рядок на 5 за допомогою вiдповiдної елементарної
матрицi:

E2(5) =

1 0 0
0 5 0
0 0 1

 , E2(5)A =

1 2 3
0 5 20
2 0 1

 .

Додамо до третього рядка перший рядок:

E31(1) =

1 0 0
0 1 0
1 0 1

 , E31(1)A =

1 2 3
0 1 4
3 2 4

 .

Кожне елементарне перетворення рядкiв або стовпцiв має зворотнє
перетворення. У термiнах алгебри матриць це означає, що елементарнi
матрицi є оборотними, а їх оберненi матрицi є елементарними.

Твердження 5.9. Кожна елементарна матриця є оборотною, а її обер-
нена матриця також є елементарною матрицею того ж типу:

P−1
ij = Pij ; Ei(λ)

−1 = Ei(λ
−1); Eij(λ)

−1 = Eij(−λ).

Послiдовнiсть елементарних перетворень вiдповiдає множенню на до-
буток елементарних матриць. Тому, зводячи матрицю до ступiнчастої
форми методом Гауса, можна визначити, чи є вона оборотною.

Теорема 5.4. Нехай A ∈Mn(F ). Наступнi умови рiвносильнi:

1. Матриця A є оборотною.
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2. Матриця A зводиться до одиничної матрицi E за допомогою еле-
ментарних перетворень над рядками (стовпцями).

3. Матриця A розкладається у добуток елементарних матриць.

Доведення. (1) ⇒ (2). Нехай A — оборотна матриця. За допомогою еле-
ментарних перетворень рядкiв (прямий хiд методу Гаусса) зводимо ма-
трицю A до ступiнчатої форми R:

R =


r11 ∗ ∗ . . . ∗
0 r22 ∗ . . . ∗
0 0 r33 . . . ∗
...

...
...

. . . ∗
0 0 0 . . . rnn

 .

Оскiльки кожне елементарне перетворення вiдповiдає множенню на еле-
ментарну матрицю, то iснують такi елементарнi матрицi E1, . . . , Ek, що
Ek · · ·E1A = R. Враховуючи, що матриця A та всi елементарнi матрицi
Ei є оборотними, їхнiй добуток R також має бути оборотною матрицею.
Тому R не може мiстити нульового рядка, i всi дiагональнi елементи
r11, r22, . . . , rnn є ненульовим. Подiливши рядки на вiдповiднi дiагональ-
нi елементи та застосовуючи зворотнiй хiд методу Гаусса, матриця зво-
диться до одиничної E.

(2) ⇒ (3). Нехай матриця A зводиться до одиничної E за допомо-
гою елементарних перетворень рядкiв. Тодi iснують елементарнi матри-
цi E1, . . . , Ek, такi що Ek · · ·E1A = E. Помноживши на оберненi ма-
трицi, одержуємо A = E−1

1 · · ·E−1
k . Оскiльки оберненi до елементарних

матриць також є елементарними, матриця A розкладається у добуток
елементарних матриць.

(3) ⇒ (1). Кожна елементарна матриця є оборотною, а добуток обо-
ротних матриць є оборотним.Тому добуток елементарних матриць є обо-
ротною матрицею.

Критерiй, наведений у теоремi, дозволяє використовувати метод Га-
усса для перевiрки оборотностi матрицi. Для цього задана матриця зво-
диться до ступiнчатої форми: матриця є оборотною тодi i лише тодi,
коли у її ступiнчастiй формi немає нульових рядкiв.
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Приклад 5.23. Перевiримо матрицi на оборотнiсть, де

A =

1 2 3
2 5 4
1 −1 10

 , B =

1 2 −1
2 −3 4
3 −1 3

 .

Для цього зведемо їх до ступiнчатої форми за допомогою методу Гаусса:

A =

1 2 3
2 5 4
1 −1 10

 −−−−−→
R2−2R1
R3−R1

1 2 3
0 1 −2
0 −3 7

 −−−−−→
R3+3R2

1 2 3
0 1 −2
0 0 1

 .

B =

1 2 −1
2 −3 4
3 −1 3

 −−−−−→
R2−2R1
R3−3R1

1 2 −1
0 −7 6
0 −7 6

 −−−−−→
R3−R2

1 2 −1
0 −7 6
0 0 0

 .

Cтупiнчаста форма матрицi A не має нульових рядкiв, тому вона є обо-
ротною. А у ступiнчастiй формi матрицi B з’явився нульовий рядок,
тому вона не є оборотною.

Приклад 5.24. Розкладемо матрицю у добуток елементарних:

A =

 2 −1 −2
−3 2 1
1 0 5

 .

Зводимо матрицю до одиничної матрицi E методом Гауса, запам’ято-
вуючи перетворення, якi ми робимо над рядками матрицi: 2 −1 −2

−3 2 1
1 0 5

 −−→
P13

 1 0 5
−3 2 1
2 −1 −2

 −−−−−→
E21(3)
E31(−2)

 1 0 5
0 2 16
0 −1 −12



−−→
P23

 1 0 5
0 −1 −12
0 2 16

 −−−−→
E32(2)

 1 0 5
0 −1 −12
0 0 −8

 −−−−−→
E3(− 1

8 ) 1 0 5
0 −1 −12
0 0 1

 −−−−−→
E23(12)
E13(−5)

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 −−−−−→
E2(−1)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Оскiльки кожне елементарне перетворення над рядками вiдповiдає мно-
женню матрицi злiва на елементарну матрицю, ми отримаємо:

E2(−1)E13(−5)E23(12)E3(− 1
8 )E32(2)P23E31(−2)E21(3)P13A = E.
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Множимо на оберненi до елементарних матриць, якi в свою чергу є еле-
ментарними, i отримаємо розклад матрицi A у добуток елементарних:

A = P13E21(−3)E31(2)P23E32(−2)E3(−8)E23(−12)E13(5)E2(−1)

=

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 1 0 0
−3 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
2 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

1 0 0
0 1 0
0 −2 1


1 0 0
0 1 0
0 0 −8

1 0 0
0 1 −12
0 0 1

1 0 5
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .

Теорема 5.4 дозволяє не тiльки перевiряти, чи є матриця оборотною,
а й знаходити обернену матрицю. Метод Гаусса для знаходження обер-
неної до матрицi A полягає в наступному:

1. Записуємо розширену матрицю (A |E).

2. Виконуючи елементарнi перетворення над рядками матрицi (A |E),
зводимо її лiву частину A до одиничної матрицi E.

3. Якщо в процесi перетворень отримати одиничну матрицю немо-
жливо (у ступiнчастiй формi з’являється нульовий рядок), то обер-
нена матриця до A не iснує.

4. Якщо в результатi перетворень отримано матрицю (E |B), то
матриця A є оборотною, а матриця B є оберненою до A, тобто
B = A−1.

Приклад 5.25. Знайдемо обернену до матрицi

A =

2 1 1
1 1 0
1 2 1

 .
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Застосуємо метод Гаусса: 2 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 2 1 0 0 1

 −−→
P12

 1 1 0 0 1 0
2 1 1 1 0 0
1 2 1 0 0 1

 −−−−−→
R2−2R1
R3−R1 1 1 0 0 1 0

0 −1 1 1 −2 0
0 1 1 0 −1 1

 −−→
P23

 1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 −1 1
0 −1 1 1 −2 0

 −−−−−→
R3+R2 1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 −1 1
0 0 2 1 −3 1

 −−−→
R3· 12

 1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 −1 1
0 0 1 1

2 − 3
2

1
2

 −−−−−→
R2−R3 1 1 0 0 1 0

0 1 0 − 1
2

1
2

1
2

0 0 1 1
2 − 3

2
1
2

 −−−−−→
R1−R2

 1 0 0 1
2

1
2 − 1

2

0 1 0 − 1
2

1
2

1
2

0 0 1 1
2 − 3

2
1
2

 .

Отже,

A−1 =


1
2

1
2 − 1

2

− 1
2

1
2

1
2

1
2 − 3

2
1
2

 .

Зробимо перевiрку:

A ·A−1 =

2 1 1
1 1 0
1 2 1




1
2

1
2 − 1

2

− 1
2

1
2

1
2

1
2 − 3

2
1
2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Теорема 5.5. Нехай A,B ∈ Mn(F ) i матриця A є оборотною. Тодi ко-
жне з матричних рiвнянь AX = B та XA = B має єдиний розв’язок,
який знаходиться як X = A−1B та X = BA−1 вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо рiвняння AX = B. Перевiряємо, що X = A−1B
дiйсно є розв’язком:

A(A−1B) = (AA−1)B = EB = B.

Для доведення єдиностi розв’язку, помножимо рiвняння AX = B злiва
на A−1:

A−1(AX) = A−1B ⇒ A−1AX = (E)X = A−1B ⇒ X = A−1B.

Аналогiчно розв’язується рiвняння XA = B.
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Матричнi рiвняння вигляду AX = B та XA = B можна розв’язувати
методом Гаусса, аналогiчно до процедури знаходження оберненої ма-
трицi. Цей пiдхiд часто є бiльш ефективним, оскiльки дозволяє знайти
невiдому матрицю без явного обчислення A−1. Метод Гаусса для знахо-
дження розв’язкiв рiвняння AX = B:

1. Записуємо розширену матрицю (A |B), де лiворуч стоїть матриця
коефiцiєнтiв, а праворуч — матриця вiльних членiв.

2. Виконуючи елементарнi перетворення над рядками матрицi (A |B),
зводимо її лiву частину A до одиничної матрицi E.

3. Якщо в процесi зведення у лiвiй частинi утворюється нульовий ря-
док, це свiдчить про те, що матриця A не є оборотною.

4. Якщо в результатi отримано матрицю виду (E |C), то матриця C
є шуканим розв’язком: X = C = A−1B.

Аналогiчно розв’язується рiвняння XA = B, яке можна звести до попе-
реднього виду за допомогою транспонування: (XA)T = ATXT = BT .

Обґрунтування цього методу ґрунтується на зв’язку мiж елементар-
ними перетвореннями та множенням на елементарнi матрицi. Нехай по-
слiдовнiсть елементарних перетворень рядкiв, яка зводить матрицю A
до одиничної E, задається елементарними матрицями E1, E2, . . . , Ek. То-
дi (Ek · · ·E2E1)A = E i добуток Ek · · ·E2E1 є оберненою матрицею A−1.
Коли ми виконуємо цi ж самi перетворення над розширеною матрицею
(A | B), ми множимо її злiва на ту саму матрицю A−1 = Ek · · ·E2E1 i
права частина набуває вигляду X = A−1B, що є шуканим розв’язком
рiвняння.

Приклад 5.26. Розв’яжемо матричне рiвняння1 2 1
0 1 3
2 −1 0

 ·X =

2 0 1
1 3 2
0 1 4

 .
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Записуємо розширену матрицю та застосовуємо метод Гаусса: 1 2 1 2 0 1
0 1 3 1 3 2
2 −1 0 0 1 4

 −−−−−→
R3−2R1

 1 2 1 2 0 1
0 1 3 1 3 2
0 −5 −2 −4 1 2

 −−−−−→
R3+5R2 1 2 1 2 0 1

0 1 3 1 3 2
0 0 13 1 16 12

 −−−−→
R3· 1

13

 1 2 1 2 0 1
0 1 3 1 3 2
0 0 1 1

13
16
13

12
13

 −−−−−→
R2−3R3
R1−R3 1 2 0 25

13 − 16
13

1
13

0 1 0 10
13 − 9

13 − 10
13

0 0 1 1
13

16
13

12
13

 −−−−−→
R1−2R2

 1 0 0 5
13

2
13

21
13

0 1 0 10
13 − 9

13 − 10
13

0 0 1 1
13

16
13

12
13

 .

Отже, шуканий розв’язок:

X =

 5/13 2/13 21/13
10/13 −9/13 −10/13
1/13 16/13 12/13

 =
1

13

 5 2 21
10 −9 −10
1 16 12

 .

5.6 Вправи

1. Виконайте операцiї над матрицями:

а) 3

(
2 3
1 5

)
− 2

(
1 2
0 −3

)T

;

в)

 2 5
−1 3
4 1

 ·
(

3 1
−1 2

)
;

б) 3

(
−2 1
4 0

)
+

(
1 2
3 −2

)
·
(
−3 2
5 1

)
;

г)

2 3 −1
1 0 −3
5 2 1

 ·

3 0 5
1 −3 2
3 7 −1

;

д)

4 2 3
1 −3 5
2 4 1

 ·

3 1 2
2 4 5
1 3 2

+

5 −1 2
3 2 4
4 1 3

 ·

2 4 1
3 5 2
1 2 4

.

2. Обчислiть значення многочлена f(x) вiд матрицi A:

а) f(x) = x3 − 2x2 + 4x+ 5, A =

(
1 4
−2 3

)
;

б) f(x) = 4x2 − 3x+ 2, A =

 2 −1 3
1 2 1
−2 0 4

.



5.6. Вправи 115

3. Зведiть матрицю до редукованої рядоково-ступiнчастої форми:

а)

 1 −2 3 −4
2 −4 7 −9
−1 2 0 1

; б)

2 4 −2 2 4
1 2 −1 2 0
3 6 −3 1 10

;

в)


1 2 −1 2 1 3
2 4 −1 5 0 8
−1 −2 3 0 5 1
1 2 1 4 −1 7

.

4. Знайдiть обернену матрицю, якщо вона iснує:

а)
(
5 8
3 5

)
; б)

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

 ; в)

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

 .

5. Розв’яжiть матричне рiвняння:

а)

 1 2 −1
2 1 3
−1 3 1

X =

 5 0
11 3
10 −5

 ;

б) X

3 −1 2
1 2 −3
2 1 1

 =

(
7 4 −3
12 −3 11

)
.

6. Розкладiть матрицю у добуток елементарних:

а)
(

3 1
2 5

)
; б)

 2 1 3
−1 3 1
3 5 −2

 ; в)

 4 5 3
2 −3 2
−2 2 3

 .

7. Нехай A,B,C — квадратнi матрицi порядку n. Доведiть, що з умов
AB = E та CA = E випливає рiвнiсть B = C.

8. Доведiть, що для симетричних матриць A,B ∈Mn(R) добуток AB
є симетричною матрицею тодi i тiльки тодi, коли AB = BA.

9. Доведiть, що будь-яку квадратну матрицю A ∈Mn(R) можна єди-
ним чином подати у виглядi суми симетричної та кососиметричної
матриць.

10. Опишiть усi матрицi A ∈Mn(R) такi, що AAT = O.
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11. Опишiть усi матрицi A ∈M2(R) такi, що A2 = O.

12. Опишiть усi матрицi A ∈M2(R) такi, що A2 = A.

13. Доведiть, що не iснує таких матриць A,B ∈ Mn(R), для яких ви-
конується рiвнiсть AB −BA = E.

14. Доведiть, що якщо матриця E +AB є оборотною, то матриця
E +BA також є оборотною.



Роздiл 6

Пiдстановки

6.1 Поняття пiдстановки

Означення 6.1. Пiдстановкою на множинi X = {1, 2, . . . , n} називається
взаємно однозначне вiдображення множини X на саму себе.

Iншими словами, пiдстановка — це бiєкцiя σ : X → X. Пiдстановку
зручно записувати у виглядi таблицi:

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
,

де у верхньому рядку стоять елементи множини X, а у нижньому —
їхнi образи. Оскiльки σ є взаємно однозначним вiдображенням, кожне з
чисел 1, 2, . . . , n зустрiчається у нижньому рядку рiвно один раз. Отже,
нижнiй рядок є перестановкою елементiв верхнього. Зауважимо, що по-
рядок елементiв у верхньому рядку не є суттєвим: його можна довiльно
змiнювати, якщо вiдповiдно переставити елементи в нижньому рядку,
тобто

σ =

(
a1 a2 · · · an

σ(a1) σ(a2) · · · σ(an)

)
,

де a1, a2, . . . , an — довiльна перестановка чисел 1, 2, . . . , n. Тому пiдста-
новка визначається вiдображенням σ, а не конкретним виглядом таб-
лицi.

Приклад 6.1. Пiдстановка на множинi {1, 2, 3} та її табличне зобра-

117
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ження:

σ :
1 7→ 3,
2 7→ 2,
3 7→ 1

σ =

(
1 2 3
3 2 1

)
=

(
3 2 1
1 2 3

)
=

(
1 3 2
3 1 2

)
.

Пiдстановка на множинi {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}:

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 1 6 7 4 5

)
.

Наступнi вiдображення не є пiдстановками:(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 1 6 7 4 4

)
,

(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 1 6 7 4 8

)
.

Перше вiдображення не є бiєкцiєю, оскiльки значення 4 зустрiчається
двiчi, а значення 5 не зустрiчається жодного разу. Друге вiдображення
не є вiдображенням множини X на саму себе, оскiльки 8 /∈ X.

Множину всiх пiдстановок на множинi {1, 2, . . . , n} позначають Sn:

Sn = {σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} | σ — бiєкцiя} =

=

{(
1 2 · · · n
a1 a2 · · · an

) ∣∣∣∣ a1, a2, . . . , an — перестановка чисел 1, 2, . . . , n

}
.

Твердження 6.1. Множина Sn мiстить рiвно n! елементiв.

Доведення. Оскiльки пiдстановка є бiєкцiєю, всi образи σ(1), σ(2), . . . ,
σ(n) мають бути рiзними. Образ σ(1) можна обрати n способами, пiсля
чого образ σ(2) — (n − 1) способами, i так далi. За правилом добутку
загальна кiлькiсть пiдстановок дорiвнює

n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n!.

Випишемо всi пiдстановки на множинi {1, 2, 3}. Оскiльки |S3|= 3! = 6,
маємо шiсть пiдстановок:

S3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,(

1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)}
.
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6.2 Множення пiдстановок

Оскiльки пiдстановки є вiдображеннями, можна розглянути їх ком-
позицiю.

Означення 6.2. Добутком пiдстановок σ, τ ∈ Sn називається їх компо-
зицiя σ · τ , тобто пiдстановка, що дiє за правилом (σ · τ)(i) = σ(τ(i)).

Iншими словами, щоб знайти образ елемента i пiд дiєю добутку σ · τ ,
спочатку застосовуємо пiдстановку τ до i, а потiм застосовуємо пiдста-
новку σ до отриманого результату.

Якщо пiдстановки σ i τ заданi у виглядi таблиць

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
, τ =

(
1 2 · · · n

τ(1) τ(2) · · · τ(n)

)
,

то їх добуток обчислюється за правилом

σ · τ =

(
1 2 · · · n

σ(τ(1)) σ(τ(2)) · · · σ(τ(n))

)
.

Практично це означає таке: щоб знайти елемент у нижньому рядку до-
бутку пiд номером i, спочатку знаходимо τ(i) (у таблицi τ), а потiм
пiдставляємо цей результат у таблицю σ.

Приклад 6.2. Розглянемо пiдстановки на множинi {1, 2, 3} та обчислимо
їх добуток:

σ :
1 7→ 2
2 7→ 3
3 7→ 1

, τ :
1 7→ 3
2 7→ 1
3 7→ 2

, σ · τ :
1 7→ 3 7→ 1
2 7→ 1 7→ 2
3 7→ 2 7→ 3

.

Обчислимо добуток пiдстановок, заданих таблицями:(
1 2 3 4 5 6
4 2 6 1 5 3

)
·
(
1 2 3 4 5 6
3 1 2 6 5 4

)
=

(
1 2 3 4 5 6
6 4 2 3 5 1

)
.

У цьому добутку, наприклад, ми отримали 1 7→ 6, оскiльки 1 7→ 3 другою
пiдстановкою, а потiм 3 7→ 6 першою. Аналогiчно, оскiльки 2 7→ 1 другою
пiдстановкою, а потiм 1 7→ 4 першою, маємо 2 7→ 4.

Твердження 6.2 (властивостi множення пiдстановок). Множина Sn вiд-
носно множення пiдстановок є групою. Це означає, що виконуються
наступнi властивостi:
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1. Замкненiсть: для всiх σ, τ ∈ Sn добуток σ · τ належить Sn.

2. Асоцiативнiсть: для всiх σ, τ, ρ ∈ Sn виконується

(σ · τ) · ρ = σ · (τ · ρ).

3. Нейтральний елемент: iснує тотожна пiдстановка

ε =

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
∈ Sn,

така, що для всiх σ ∈ Sn виконується ε · σ = σ · ε = σ.

4. Оберненiсть: для кожної σ ∈ Sn iснує τ ∈ Sn, обернена до σ, така
що σ · τ = τ · σ = ε.

Доведення. 1. Композицiя двох бiєкцiй є бiєкцiєю, отже σ · τ ∈ Sn.

2. Асоцiативнiсть випливає з асоцiативностi композицiї вiдображень:
для кожного i маємо ((σ ·τ)·ρ)(i) = σ(τ(ρ(i))) = (σ ·(τ ·ρ))(i). Отже,
(σ · τ) · ρ = σ · (τ · ρ).

3. Тотожна пiдстановка ε не змiнює жодного елемента, тому (ε·σ)(i) =
(σ · ε)(i) = σ(i) для всiх i.

4. Оскiльки σ є бiєкцiєю на множинi {1, 2, . . . , n}, iснує обернене вiд-
ображення σ−1 на цiй множинi, яке також є бiєкцiєю, а отже,
σ−1 ∈ Sn. За означенням оберненого вiдображення

σ · σ−1 = σ−1 · σ = ε.

Означення 6.3. Група Sn називається симетричною групою степеня n.

Зауваження 6.1. З асоцiативностi випливає, що добуток пiдстановок
σ1 · σ2 · . . . · σk не залежить вiд того, в якому порядку вони обчислю-
ються, тобто результат вiд розстановки дужок однаковий. Тому дужки
можна не писати, вираз σ1 ·σ2 · . . . ·σk є однозначно визначеним. У той же
час множення не є комутативним, тобто загалом σ ·τ ̸= τ ·σ. Наприклад,(
1 2 3
2 3 1

)
·
(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
̸=
(
1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
·
(
1 2 3
2 3 1

)
.
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Кожна пiдстановка має єдину обернену пiдстановку, яка є оберненим
вiдображенням. Обернену пiдстановку легко знайти з таблицi: достатньо
помiняти мiсцями верхнiй i нижнiй рядки (а потiм можна впорядкувати
стовпцi так, щоб верхнiй рядок набув натурального порядку):

σ =

(
1 2 · · · n
a1 a2 · · · an

)
⇒ σ−1 =

(
a1 a2 · · · an
1 2 · · · n

)
.

Приклад 6.3. Розглянемо пiдстановку та її обернену:

σ =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
, σ−1 =

(
3 1 4 2
1 2 3 4

)
=

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
.

Твердження 6.3 (властивостi оберненої пiдстановки). Для всiх пiдста-
новок σ, τ, σi ∈ Sn виконуються наступнi властивостi:

1. (σ−1)−1 = σ.

2. (σ · τ)−1 = τ−1 · σ−1.

3. (σ1 · σ2 · . . . · σk)−1 = σ−1
k · . . . · σ−1

2 · σ−1
1 .

Доведення. 1. За означенням, σ−1 є оберненою до σ, тобто σ ·σ−1 = ε.
Це означає, що також σ є оберненою до σ−1, тобто (σ−1)−1 = σ.

2. Перевiримо, що τ−1 · σ−1 є оберненою до σ · τ :

(σ · τ) · (τ−1 · σ−1) = σ · (τ · τ−1) · σ−1 = σ · ε · σ−1 = σ · σ−1 = ε.

Аналогiчно перевiряється, що (τ−1 · σ−1) · (σ · τ) = ε. Оскiльки
обернена пiдстановка єдина, маємо (σ · τ)−1 = τ−1 · σ−1.

3. Випливає з пункту 2 iндукцiєю за k. База k = 2 доведена вище.
Якщо твердження виконується для добутку k − 1 пiдстановок, то

(σ1 · . . . ·σk−1 ·σk)−1 = σ−1
k ·(σ1 · . . . ·σk−1)

−1 = σ−1
k ·σ−1

k−1 · . . . ·σ
−1
1 .

Для пiдстановки σ ∈ Sn i цiлого числа k визначимо її k-й степiнь:

σ0 = ε, σk = σ · σ · . . . · σ︸ ︷︷ ︸
k

, k ∈ N, σ−k = (σ−1)k, k ∈ N.

Для степенiв виконуються звичайнi правила:

σm · σk = σm+k та (σm)k = σmk.

Приклад 6.4. Обчислимо степенi пiдстановки σ:

σ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, σ2 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, σ3 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
, σ4 = ε.
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6.3 Орбiти та цикли

Розглянемо, як пiдстановки дiють на елементи множини при повтор-
ному застосуваннi.

Означення 6.4. Орбiтою елемента i ∈ {1, 2, . . . , n} вiдносно пiдстановки
σ ∈ Sn називається множина

Oσ(i) = {i, σ(i), σ2(i), σ3(i), . . .}.

Приклад 6.5. Розглянемо пiдстановку

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 1 7 9 8 4 2 10 6 5

)
.

Простежимо орбiти:

1 7→ 3 7→ 7 7→ 2 7→ 1, 4 7→ 9 7→ 6 7→ 4, 5 7→ 8 7→ 10 7→ 5.

Отже,

Oσ(1) = {1, 2, 3, 7}, Oσ(4) = {4, 6, 9}, Oσ(5) = {5, 8, 10}.

Лема 6.1. Нехай σ ∈ Sn та i ∈ {1, 2, . . . , n}. Тодi iснує найменше на-
туральне число k ≥ 1 таке, що σk(i) = i. При цьому орбiта Oσ(i)
складається рiвно з k рiзних елементiв:

Oσ(i) = {i, σ(i), σ2(i), . . . , σk−1(i)}.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть

i, σ(i), σ2(i), . . .

Оскiльки множина {1, 2, . . . , n} скiнченна, у цiй послiдовностi деякi еле-
менти повторюються: iснують r < s такi, що σr(i) = σs(i). Застосувавши
σ−r, дiстаємо σs−r(i) = i. Нехай k ≥ 1 — найменше число з властивiстю
σk(i) = i.

Покажемо, що елементи i, σ(i), . . . , σk−1(i) попарно рiзнi. Якщо
σr(i) = σs(i) для 0 ≤ r < s < k, то σs−r(i) = i, що суперечить мiнi-
мальностi k. Отже, орбiта Oσ(i) складається з k рiзних елементiв i, σ(i),
. . . , σk−1(i).
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Лема 6.2. Будь-якi двi орбiти пiдстановки або не перетинаються, або
збiгаються. Зокрема, орбiти пiдстановки σ ∈ Sn утворюють розбит-
тя множини {1, 2, . . . , n}.

Доведення. Нехай орбiти Oσ(i) та Oσ(j) мiстять спiльний елемент l ∈
Oσ(i) ∩ Oσ(j). Тодi l = σr(i) та l = σs(j) для деяких r, s, звiдки j =
σr−s(i). Для довiльного σm(j) ∈ O(j) маємо σm(j) = σm+r−s(i) ∈ Oσ(i),
тому Oσ(j) ⊆ Oσ(i). Аналогiчно Oσ(i) ⊆ Oσ(j), отже Oσ(i) = Oσ(j).

Оскiльки кожен елемент i належить своїй орбiтi Oσ(i), орбiти утво-
рюють розбиття множини {1, 2, . . . , n}.

Зауваження 6.2. Орбiти можна також визначити через поняття вiдноше-
ння еквiвалентностi. Нехай σ ∈ Sn. Визначимо вiдношення на множинi
{1, 2, . . . , n} за правилом: i ∼ j, якщо σk(i) = j для деякого k ∈ Z.
Перевiримо, що це вiдношення еквiвалентностi:

• Рефлексивнiсть: σ0(i) = i, тому i ∼ i.

• Симетричнiсть: якщо j = σk(i), то i = σ−k(j), отже з i ∼ j випли-
ває j ∼ i.

• Транзитивнiсть: якщо j = σk(i) та l = σm(j), то l = σm+k(i), отже
з i ∼ j та j ∼ l випливає i ∼ l.

Класи еквiвалентностi цього вiдношення збiгаються з орбiтами пiдста-
новки σ, а тому вони утворюють розбиття множини {1, 2, . . . , n}.

Пiдстановка дiє циклiчно на кожнiй орбiтi, а сукупнiсть цих циклiв
однозначно визначає пiдстановку. Це дозволяє записувати пiдстановку
у виглядi набору циклiв.

Приклад 6.6. Пiдстановка

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 5 1 2 7 6 4

)
має орбiти {1, 3}, {2, 5, 7, 4}, {6}, на кожнiй з яких дiє циклiчно:

1 7→ 3 7→ 1, 2 7→ 5 7→ 7 7→ 4 7→ 2, 6 7→ 6.

Тому σ однозначно задається набором циклiв (1 3)(2 5 7 4)(6). Кожен з
таких циклiв можна розглядати як окрему пiдстановку, а весь запис —
як добуток таких пiдстановок.
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Означення 6.5. Пiдстановка називається циклом, якщо вона має рiвно
одну орбiту потужностi бiльше за 1. Кiлькiсть елементiв у цiй орбiтi
називається довжиною циклу. Якщо довжина дорiвнює k, то цикл на-
зивають k-циклом.

Iншими словами, пiдстановка σ ∈ Sn є циклом довжини k ≥ 2, якщо
iснують попарно рiзнi елементи a1, a2, . . . , ak ∈ {1, 2, . . . , n} такi, що

σ(a1) = a2, σ(a2) = a3, . . . , σ(ak−1) = ak, σ(ak) = a1,

а всi iншi елементи залишаються нерухомими: σ(i) = i виконується для
i /∈ {a1, . . . , ak}. Такий цикл позначається (a1 a2 . . . ak).

Цикл довжини 2, тобто вигляду (i j), називається транспозицiєю.
Цикл вигляду (i i+1) називається транспозицiєю сусiднiх.

Приклад 6.7. Розглянемо пiдстановки:

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6
3 2 5 4 1 6

)
, σ2 =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 6 2 4

)
, σ3 =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 4 3 5 6

)
.

Пiдстановка σ1 має орбiти {1, 3, 5} та {2}, {4}, {6}, тому вона є циклом
(1 3 5) довжини 3. Пiдстановка σ2 має три орбiти {1, 3}, {2, 5}, {4, 6}
потужностi бiльше за 1, тому вона не є циклом. Пiдстановка σ3 має двi
орбiти {1, 2} та {3, 4} потужностi бiльше за 1, тому вона не є циклом.

Приклад 6.8. Цикл (2 7 3 6 4) ∈ S8 представляє пiдстановку:

(2 7 3 6 4) =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 7 6 2 5 4 3 8

)
.

Оскiльки цикли є пiдстановками, ми можемо їх множити; при цьому
добуток циклiв не обов’язково є циклом.

Приклад 6.9. Обчислимо добутки циклiв на множинi {1, 2, 3, 4, 5, 6}:

σ1 = (1 3 5)(2 4) =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 5 2 1 6

)
= (1 3 5)(2 4),

σ2 = (1 2 5)(2 3 6) =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 6 4 1 5

)
= (1 2 3 6 5),

σ3 = (1 2)(2 4)(3 5) =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 5 1 3 6

)
= (1 2 4)(3 5).

Пiдстановки σ1 та σ3 не є циклами, натомiсть σ2 є циклом.
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Зауваження 6.3. Запис циклу не є єдиним: циклiчна перестановка еле-
ментiв задає той самий цикл, тобто

(a1 a2 . . . ak) = (a2 a3 . . . ak a1) = . . . = (ak a1 . . . ak−1).

Означення 6.6. Два цикли (a1 a2 . . . ak) i (b1 b2 . . . bm) називаються
незалежними, якщо серед елементiв a1, a2, . . . , ak та b1, b2, . . . , bm немає
однакових.

Зауваження 6.4. Незалежнi цикли комутують, тобто σ ·τ = τ ·σ. Справдi,
для елемента з орбiти σ пiдстановка τ дiє тривiально, тому результат
визначається лише σ, i навпаки. Зокрема, порядок множникiв у добутку
незалежних циклiв не має значення.

Твердження 6.4. Кожна нетотожна пiдстановка розкладається у до-
буток незалежних циклiв, i цей розклад є єдиним з точнiстю до по-
рядку множникiв.

Доведення. Iснування. Нехай O1,O2, . . . ,Os — орбiти пiдстановки σ по-
тужностi бiльше за 1. Для кожної орбiти Oi визначимо цикл τi, який дiє
на Oi так само, як σ, а всi iншi елементи залишає нерухомими. Оскiль-
ки орбiти попарно не перетинаються, цикли τ1, . . . , τs є незалежними, i
σ = τ1 · τ2 · · · τs.

Єдинiсть. Орбiти пiдстановки σ визначенi однозначно, i кожен цикл
у розкладi повнiстю визначається своєю орбiтою та дiєю σ на нiй. Отже,
розклад єдиний з точнiстю до порядку множникiв.

Приклад 6.10. Розкладемо пiдстановку

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 7 1 9 5 2 6 10 4 8

)
у добуток незалежних циклiв. Прослiдкувавши орбiти, отримуємо:

σ = (1 3)(2 7 6)(4 9)(8 10).

Запис пiдстановок у добуток незалежних циклiв дозволяє компактнi-
ше їх записувати. Наприклад, випишемо всi 24 елементи групи S4 у ци-
клiчному виглядi:

ε, (1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4), (1 2 3), (1 3 2), (1 2 4),

(1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3),

(1 2 3 4), (1 2 4 3), (1 3 2 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3), (1 4 3 2).
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Теорема 6.1. Кожна пiдстановка розкладається у добуток транспо-
зицiй.

Доведення. Оскiльки будь-яка пiдстановка є добутком незалежних ци-
клiв, твердження достатньо довести для довiльного циклу

σ = (a1 a2 . . . ak)

. Безпосередньо перевiряється наступний розклад:

(a1 a2 . . . ak) = (a1 a2)(a2 a3) · · · (ak−1 ak).

Справдi, елемент ai при i ̸= k не змiнюється транспозицiями (ai+2 ai+3),
. . . , (ak−1 ak), потiм переходить у ai+1 пiд дiєю транспозицiї (ai ai+1),
а всi наступнi транспозицiї залишають ai+1 нерухомим. Отже, добуток
транспозицiй переводить ai у ai+1. Елемент ak послiдовно переходить у
ak−1, ak−2, . . . , a1 пiд дiєю транспозицiй (ak−1 ak), . . . , (a1 a2), тобто в
результатi ak переходить у a1. Всi елементи поза орбiтою залишаються
нерухомими.

Приклад 6.11. Розкладемо пiдстановку

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 7 1 10 9 3 6 5 8 4

)
= (1 2 7 6 3)(4 10)(5 9 8)

у добуток транспозицiй:

σ = (1 2)(2 7)(7 6)(6 3)(4 10)(5 9)(9 8).

Розклад у добуток транспозицiй не є єдиним. Наприклад,

σ = (1 3)(1 6)(1 7)(1 2)(4 10)(5 8)(5 9).

Теорема 6.2. Кожна пiдстановка розкладається у добуток транспози-
цiй сусiднiх.

Доведення. За попередньою теоремою, достатньо показати, що кожна
транспозицiя розкладається у добуток транспозицiй сусiднiх. Для транс-
позицiї (i j) з i < j маємо:

(i j) = (i i+1)(i+1 i+2) · · · (j−1 j) · · · (i+1 i+2)(i i+1).

Справдi, ця тотожнiсть послiдовно перемiщує елемент i вправо до пози-
цiї j, потiм повертає елемент j влiво до позицiї i.



6.4. Парнi та непарнi пiдстановки 127

Приклад 6.12. Розкладемо пiдстановку (1 3 5)(2 4) у добуток транспо-
зицiй сусiднiх. Спочатку розкладемо у добуток транспозицiй:

(1 3 5)(2 4) = (1 3)(3 5)(2 4).

Далi розкладемо кожну транспозицiю у добуток транспозицiй сусiднiх:

(1 3) = (1 2)(2 3)(1 2), (3 5) = (3 4)(4 5)(3 4), (2 4) = (2 3)(3 4)(2 3).

Отже,

(1 3 5)(2 4) = (1 2)(2 3)(1 2)(3 4)(4 5)(3 4)(2 3)(3 4)(2 3).

6.4 Парнi та непарнi пiдстановки

Хоча розклад пiдстановки у добуток транспозицiй не є єдиним, пар-
нiсть кiлькостi транспозицiй у такому розкладi завжди залишається не-
змiнною. Тому всi пiдстановки можна роздiлити на два класи: парнi та
непарнi. Для обґрунтування цiєї властивостi введемо поняття iнверсiї
пiдстановки.

Означення 6.7. Iнверсiєю пiдстановки σ називається впорядкована пара
(i, j), де i, j ∈ {1, 2, . . . , n} i виконуються умови: i < j та σ(i) > σ(j).
Кiлькiсть iнверсiй пiдстановки σ позначається через inv(σ).

Приклад 6.13. Знайдемо iнверсiї пiдстановки

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 1 8 2 5 4 7

)
.

Перебираємо всi пари i < j та перевiряємо, чи σ(i) > σ(j):

(1, 3) : 3 > 1, (1, 5) : 3 > 2, (2, 3) : 6 > 1, (2, 5) : 6 > 2,

(2, 6) : 6 > 5, (2, 7) : 6 > 4, (4, 5) : 8 > 2, (4, 6) : 8 > 5,

(4, 7) : 8 > 4, (4, 8) : 8 > 7, (6, 7) : 5 > 4.

Отже, inv(σ) = 11.

Зауваження 6.5. Кiлькiсть iнверсiй пiдстановки має наочну iнтерпрета-
цiю через дiаграму пiдстановки. Для пiдстановки σ ∈ Sn розглянемо двi
горизонтальнi прямi, на кожнiй з яких позначено точки 1, 2, . . . , n. Для
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кожного i з’єднуємо точку i у верхньому ряду з точкою σ(i) у нижньому.
Тодi кожне перетинання вiдрiзкiв у цiй дiаграмi вiдповiдає однiй iнверсiї
пiдстановки. Отже, кiлькiсть iнверсiй пiдстановки σ дорiвнює кiлькостi
перетинiв у цiй дiаграмi. Наприклад, для пiдстановки

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 1 8 2 5 4 7

)
маємо таку дiаграму:

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

Дiаграма має 11 перетинiв, що вiдповiдає inv(σ) = 11.

Означення 6.8. Пiдстановка σ називається парною (вiдповiдно непар-
ною), якщо кiлькiсть її iнверсiй є парною (вiдповiдно непарною), тобто
inv(σ) є парним (вiдповiдно непарним) числом.

Знаком пiдстановки σ називається число

sgn(σ) = (−1)inv(σ) =

{
+1, якщо σ парна,
−1, якщо σ непарна.

Приклад 6.14. Розглянемо пiдстановки:

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6
4 3 5 1 6 2

)
, σ2 =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 1 6 3 5

)
, σ3 =

(
1 2 3 4 5 6
4 5 6 3 2 1

)
.

Оскiльки inv(σ1) = 8, inv(σ2) = 5, inv(σ3) = 12, то σ2 є непарною, а σ1,
σ3 є парними.

Лема 6.3. 1. Кожна транспозицiя є непарною пiдстановкою.

2. Множення пiдстановки на транспозицiю змiнює її парнiсть на
протилежну, тобто для всiх σ ∈ Sn i будь-якої транспозицiї
τ ∈ Sn виконується

sgn(σ · τ) = −sgn(σ).
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Доведення. 1. Розглянемо транспозицiю (i j) з i < j:

(i j) =

(
1 2 · · · i i+1 · · · j−1 j · · · n
1 2 · · · j i+1 · · · j−1 i · · · n

)
.

Iнверсiями (i j) є такi пари:

• пара (i, j), оскiльки i < j, але j > i;
• пари (i, k) для кожного k з i < k < j, оскiльки i < k, але j > k;
• пари (k, j) для кожного k з i < k < j, оскiльки k < j, але
k > i.

Таким чином, кiлькiсть iнверсiй дорiвнює 1+(j−i−1)+(j−i−1) =
2(j − i)− 1, що є непарним числом.

2. Нехай τ = (i j) з i < j. Тодi пiдстановка σ ·τ отримується перестав-
лянням мiсцями позицiй i та j у нижньому рядку пiдстановки σ:

σ =

(
1 · · · i · · · j · · · n
a1 · · · ai · · · aj · · · an

)
,

σ · τ =

(
1 · · · i · · · j · · · n
a1 · · · aj · · · ai · · · an

)
.

Розглянемо, як при цьому змiнюється кiлькiсть iнверсiй:

• Пара (i, j) змiнює свiй статус: якщо ai > aj , то пiсля переста-
новки маємо aj < ai, i навпаки. Тобто ця пара або додає одну
iнверсiю, або прибирає одну.

• Для кожного k /∈ {i, j} розглянемо пари, що мiстять i або j.
Якщо k < i або k > j, то пари (k, i) i (k, j) або (i, k) i (j, k)
просто мiняються мiсцями, i кiлькiсть iнверсiй серед них не
змiнюється.
Якщо i < k < j, то пари (i, k) i (k, j) змiнюються так, що рiвно
одна з них була iнверсiєю до перестановки тодi i тiльки тодi,
коли рiвно одна є iнверсiєю пiсля перестановки. Тому загальна
кiлькiсть iнверсiй серед цих пар також не змiнюється.

• Усi iншi пари не змiнюються.

Отже, кiлькiсть iнверсiй змiнюється на одиницю i sgn(σ · τ) =
−sgn(σ).
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Наслiдок 6.1. Якщо пiдстановка σ розкладається у добуток k транс-
позицiй, то sgn(σ) = (−1)k. Зокрема, парнiсть кiлькостi транспозицiй
у будь-якому розкладi пiдстановки є однаковою.

Доведення. Нехай σ = τ1 · τ2 · . . . · τk — розклад у добуток транспозицiй.
Застосовуємо лему послiдовно k разiв:

sgn(σ) = sgn(τ1 · τ2 · . . . · τk) = (−1) · sgn(τ1 · τ2 · . . . · τk−1) = . . . =

= (−1)k−1 · sgn(τ1) = (−1)k.

Наслiдок 6.2. k-цикл є парною пiдстановкою тодi i тiльки тодi, коли
k є непарним.

Доведення. Будь-який k-цикл розкладається у добуток k − 1 транспо-
зицiй:

σ = (a1 a2 . . . ak) = (a1 a2)(a2 a3) · · · (ak−1 ak).

Отже, sgn(σ) = (−1)k−1, що дорiвнює +1 тодi i тiльки тодi, коли k − 1 є
парним, тобто k є непарним.

Твердження 6.5 (властивостi знаку пiдстановки). Для всiх пiдстановок
σ, τ ∈ Sn справедливi такi властивостi:

1. sgn(σ · τ) = sgn(σ) · sgn(τ);

2. sgn(σ−1) = sgn(σ).

Доведення. 1. Нехай τ = τ1 · τ2 · . . . · τk — розклад у добуток транспо-
зицiй, тодi sgn(τ) = (−1)k. За лемою, кожне множення на транспо-
зицiю змiнює знак, тому

sgn(σ · τ) = sgn(σ · τ1 · τ2 · . . . · τk) = sgn(σ) · (−1)k = sgn(σ) · sgn(τ).

2. З пункту 1 маємо sgn(σ) · sgn(σ−1) = sgn(σ · σ−1) = sgn(ε) = 1,
оскiльки тотожна пiдстановка має нуль iнверсiй. Тому sgn(σ−1) =
sgn(σ).

Для встановлення парностi пiдстановки не обов’язково пiдраховува-
ти iнверсiї чи розкладати її у добуток транспозицiй — достатньо знайти
її циклiчний розклад i використати наступний критерiй.

Наслiдок 6.3 (Критерiй парностi пiдстановки). Пiдстановка σ ∈ Sn є
парною тодi i лише тодi, коли у її розкладi в добуток незалежних ци-
клiв мiститься парна кiлькiсть циклiв парної довжини.
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Доведення. Нехай σ = σ1 · σ2 · . . . · σk — розклад у добуток незалежних
циклiв. За наслiдком 6.2, кожний цикл парної довжини має знак −1, а
непарної — +1. Тодi

sgn(σ) = sgn(σ1) · sgn(σ2) · . . . · sgn(σk) = (−1)l,

де l — кiлькiсть циклiв парної довжини. Отже, σ є парною тодi i тiльки
тодi, коли l є парним.

Приклад 6.15. Визначимо парнiсть пiдстановки

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 7 1 9 5 2 6 10 4 8

)
= (1 3)(2 7 6)(4 9)(8 10).

Цикли мають довжини 2, 3, 2, 2, серед яких три цикли парної довжини.
Оскiльки 3 є непарним числом, пiдстановка σ є непарною. Пiдстановка

τ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 7 8 2 10 5 4 1 9 6

)
= (1 3 8)(2 7 4)(5 10 6)

має нуль циклiв парної довжини. Оскiльки нуль є числом парним, пiд-
становка τ є парною.

Множина всiх парних пiдстановок на множинi з n елементiв позна-
чається An:

An = {σ ∈ Sn : σ є парною} = {σ ∈ Sn : sgn(σ) = 1}.

Твердження 6.6 (властивостi парних пiдстановок). Множина An є пiд-
групою групи Sn, яка називається знакозмiнною групою степеня n. Це
означає, що виконуються такi властивостi:

1. Замкненiсть: якщо σ, τ ∈ An, то σ · τ ∈ An.

2. Оберненiсть: якщо σ ∈ An, то σ−1 ∈ An.

Крiм того, при n ≥ 2 група An мiстить рiвно n!/2 елементiв.

Доведення. Властивостi 1 та 2 випливають з властивостей знаку:

sgn(σ · τ) = sgn(σ) · sgn(τ) = 1 · 1 = 1, sgn(σ−1) = sgn(σ) = 1.

Для пiдрахунку |An| розглянемо вiдображення

φ : Sn 7→ Sn, φ(σ) = (1 2) · σ.
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Вiдображення φ є оберненим до самого себе:

φ(φ(σ)) = (1 2) · ((1 2) · σ) = ((1 2) · (1 2)) · σ = ε · σ = σ.

Тому φ є бiєкцiєю. За лемою 6.3, φ переводить парнi пiдстановки в непар-
нi i навпаки. Отже, кiлькiсть парних i непарних пiдстановок однакова i
дорiвнює n!/2.

Знакозмiнна група A4 мiстить 4!/2 = 12 елементiв:

A4 = {ε, (1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (1 3 4), (1 4 3),
(2 3 4), (2 4 3), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

6.5 Вправи

1. Знайдiть добуток пiдстановок:

а)
(
1 2 3 4 5 6
5 3 6 1 2 4

)
·
(
1 2 3 4 5 6
2 4 1 6 5 3

)
;

б)
(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
·
(
1 2 3 4 5
2 4 1 5 3

)
·
(
1 2 3 4 5
3 5 2 4 1

)
;

в)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 5 1 8 3 7 4 6

)
·
(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 3 2 7 1 8 5 6

)
.

2. Опишiть орбiти пiдстановки та розкладiть її у добуток незалежних
циклiв:

а)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 1 8 2 5 4 7

)
;

б)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 8 4 3 7 1 6 2

)
;

в)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 4 3 6 5 8 7

)
;

г)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 3 2 5 1 8 7 6

)
.

3. Випишiть всi iнверсiї пiдстановки та визначiть її парнiсть:

а)
(
1 2 3 4 5 6
4 1 5 2 6 3

)
;

б)
(
1 2 3 4 5 6
3 6 2 5 1 4

)
;

в)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 2 7 1 8 3 6 4

)
;

г)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
7 5 3 1 2 4 6 8

)
.
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4. Знайдiть парнiсть пiдстановки, розклавши її у добуток циклiв:

а)
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 4 1 2 7 3 5 9 8

)
; б)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 4 5 3 8 9 7 6

)
.

5. Доведiть, що будь-яка пiдстановка σ ∈ Sn може бути подана як
добуток не бiльше нiж n− 1 транспозицiй.

6. Доведiть, що кожна пiдстановка з Sn розкладається у добуток
транспозицiй вигляду (1 2), (1 3), . . . , (1n).

7. Доведiть, що кожна парна пiдстановка розкладається у добуток
циклiв довжини три.

8. Доведiть, що для будь-яких двох пiдстановок σ, τ ∈ Sn пiдстановки
τ та στσ−1 завжди мають однакову парнiсть.

9. Доведiть, що для будь-яких двох пiдстановок σ, τ ∈ Sn їхнiй кому-
татор [σ, τ ] = στσ−1τ−1 завжди є парною пiдстановкою.

10. Доведiть, що кожна пiдстановка з Sn може бути подана як добуток
лише двох пiдстановок: транспозицiї (1 2) та циклу (1 2 3 . . . n).

11. Доведiть, що при n ≥ 3 єдиною пiдстановкою, яка комутує з усiма
iншими пiдстановками (тобто στ = τσ для будь-якої τ ∈ Sn), є
лише тотожна пiдстановка ε.



Роздiл 7

Визначники

7.1 Означення визначника

Кожнiй квадратнiй матрицi можна поставити у вiдповiднiсть число,
яке несе важливу геометричну та алгебраїчну iнформацiю про матрицю.

Означення 7.1. Визначником квадратної матрицi A = (aij) порядку n
називається число

detA = |A| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) =

=
∑(

1 2 ··· n
i1 i2 ··· in

)
∈ Sn

sgn
(
1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
a1i1 a2i2 · · · anin .

У цiй сумi n! доданкiв, кожен з яких є добутком n елементiв матрицi,
по одному з кожного рядка i кожного стовпця, взятим зi знаком sgn(σ).

Приклад 7.1. Розглянемо означення визначника для матриць порядку 2.
Група S2 мiстить двi пiдстановки:

ε =

(
1 2
1 2

)
, sgn(ε) = 1 та σ =

(
1 2
2 1

)
, sgn(σ) = −1.

Тодi формула для визначника набуває вигляду:∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = sgn(ε) a1ε(1)a2ε(2) + sgn(σ) a1σ(1)a2σ(2) = a11a22 − a12a21.

134
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Наприклад, ∣∣∣∣ 3 5
−2 4

∣∣∣∣ = 3 · 4− 5 · (−2) = 12 + 10 = 22.

Приклад 7.2. Розглянемо визначник матриць порядку 3. Група S3 мi-
стить шiсть пiдстановок:

sgn = +1

(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,

sgn = −1

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
.

Тому формула для визначника матрицi 3× 3 має вигляд:∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Наприклад,∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
4 −2 5
−3 7 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−2) · 1 + (−2) · 5 · (−3) + 3 · 4 · 7−

− 3 · (−2) · (−3)− 1 · 5 · 7− (−2) · 4 · 1 =

= −2 + 30 + 84− 18− 35 + 8 = 67.

7.2 Властивостi визначникiв

Обчислення визначника за означенням для великих n є нереалiсти-
чним, оскiльки кiлькiсть доданкiв n! швидко зростає. Наприклад, для
матрицi 10 × 10 їх 10! ≈ 3,6 мiльйона. У цьому роздiлi ми встанови-
мо основнi властивостi визначника, якi дозволяють обчислювати його
значно ефективнiше. Ключова iдея полягає у зведеннi матрицi до три-
кутного вигляду за допомогою елементарних перетворень, пiсля чого
визначник обчислюється тривiально.

Твердження 7.1. Визначник верхньої (або нижньої) трикутної матри-
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цi дорiвнює добутку її дiагональних елементiв:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · · · ann.

Доведення. Розглянемо означення визначника:

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n).

Для верхньої трикутної матрицi елементи aij = 0 при i > j. Тому дода-
нок, що вiдповiдає пiдстановцi σ, є ненульовим лише тодi, коли σ(i) ≥ i
для всiх i. Єдина пiдстановка з цiєю властивiстю — тотожна ε. Отже,

detA = sgn(ε) a11 a22 · · · ann = a11a22 · · · ann.

Твердження 7.2. Нехай квадратна матриця A має блочно-трикутний
вигляд

A =

(
B D
0 C

)
,

де B i C — квадратнi матрицi. Тодi detA = detB · detC.

Доведення. Нехай матрицi B i C мають розмiри k×k та l× l вiдповiдно,
де l = n − k. Оскiльки aij = 0 при i > k та j ≤ k, то кожен доданок у
сумi в означеннi визначника, що вiдповiдає пiдстановцi σ, є нульовим,
якщо σ(i) > k для деякого i ≤ k, або σ(i) ≤ k для деякого i > k. Тому
достатньо розглядати σ вигляду:

σ =

(
1 · · · k k + 1 · · · n

σ(1) · · · σ(k) σ(k + 1) · · · σ(n)

)
,

де σ(1), . . . , σ(k) є перестановкою чисел 1, 2, . . . , k, а σ(k + 1), . . . , σ(n) є
перестановкою чисел k+1, k+2, . . . , n. Це дозволяє записати σ у виглядi
добутку σ = σB ·σC , де σB дiє тотожно на {k+1, . . . , n} i σC дiє тотожно
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на {1, . . . , k}. При цьому sgn(σ) = sgn(σB) · sgn(σC). Тодi

detA =
∑

σB∈Sk,
σC∈Sl

sgn(σB) sgn(σC) a1σB(1) · · · akσB(k) ak+1,σC(k+1) · · · anσC(n) =

=

( ∑
σB∈Sk

sgn(σB) a1σB(1) · · · akσB(k)

)
×

×
( ∑

σC∈Sl

sgn(σC) ak+1,σC(k+1) · · · anσC(n)

)
=

= detB · detC.

Наслiдок 7.1. Нехай квадратна матриця A має блочно-трикутний ви-
гляд

A =


A11 A12 · · · A1m

0 A22 · · · A2m

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 Amm

 ,

де A11, A22, . . . , Amm — квадратнi матрицi. Тодi

detA = detA11 · detA22 · . . . · detAmm.

Перш нiж розглянути, як змiнюється визначник при елементарних
перетвореннях, встановимо, що всi властивостi, сформульованi для ряд-
кiв, автоматично переносяться на стовпцi. Перехiд вiд рядкiв до стовпцiв
вiдповiдає транспонуванню матрицi, тому достатньо довести таке твер-
дження.

Твердження 7.3. Для будь-якої квадратної матрицi A виконується

detAT = detA.

Доведення. Нехай A = (aij) та AT = (bij), де за означенням транспону-
вання bij = aji. Запишемо визначник матрицi AT :

detAT =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)b1σ(1)b2σ(2) · · · bnσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n.
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Зробимо замiну τ = σ−1. Оскiльки σ пробiгає всю групу Sn, то i τ про-
бiгає всю групу Sn. Крiм того, sgn(τ) = sgn(σ). Оскiльки σ(i) = j ⇔
i = τ(j), маємо:

aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n = a1τ(1)a2τ(2) · · · anτ(n).

Отже,
detAT =

∑
τ∈Sn

sgn(τ)a1τ(1)a2τ(2) · · · anτ(n) = detA.

При розв’язаннi систем лiнiйних рiвнянь метод Гаусса дозволяв зво-
дити матрицю до ступiнчастої форми без змiни множини розв’язкiв. На
вiдмiну вiд розв’язкiв системи, визначник матрицi може змiнюватися
при таких перетвореннях. Проте цi змiни вiдбуваються за чiткими пра-
вилами, якi ми далi встановимо.

Твердження 7.4. При перестановцi двох рядкiв квадратної матрицi ви-
значник змiнює знак.

Доведення. Нехай B отримана з A перестановкою i-го та j-го рядкiв.
Тодi bik = ajk та bjk = aik для всiх k, а всi iншi елементи незмiннi.
Запишемо визначник B:

detB =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) b1σ(1) · · · biσ(i) · · · bjσ(j) · · · bnσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · · ajσ(i) · · · aiσ(j) · · · anσ(n).

Зробимо замiну τ = σ · (i j). Оскiльки σ(i) = τ(j) та σ(j) = τ(i), а для
k /∈ {i, j} маємо σ(k) = τ(k), то:

detB =
∑
τ∈Sn

sgn(τ · (i j)) a1τ(1) · · · aiτ(i) · · · ajτ(j) · · · anτ(n) =

= −
∑
τ∈Sn

sgn(τ) a1τ(1) · · · anτ(n) = −detA.

де ми використали sgn(σ) = sgn(τ · (i j)) = −sgn(τ).

Наслiдок 7.2. Якщо квадратна матриця має два однакових рядки, то
її визначник дорiвнює нулю.
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Доведення. Нехай i-й та j-й рядки матрицi A однаковi. Переставимо цi
два рядки мiсцями — отримаємо ту саму матрицю A. За твердженням,
detA = − detA, звiдси detA = 0.

Твердження 7.5. При множеннi одного рядка квадратної матрицi на
число λ визначник множиться на λ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
λai1 · · · λain

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
ai1 · · · ain
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Доведення. Нехай B отримана з A множенням i-го рядка на λ. Тодi
bik = λaik для всiх k, а решта елементiв незмiннi. Кожен доданок у
визначнику мiстить рiвно один елемент i-го рядка, тому

detB =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · ·λaiσ(i) · · · anσ(n) = λdetA.

Твердження 7.6. При додаваннi до одного рядка квадратної матрицi iн-
шого рядка, помноженого на число, визначник не змiнюється.

Доведення. Нехай B отримана з A додаванням до i-го рядка j-го ряд-
ка, помноженого на число λ. Тодi bik = aik + λajk для всiх k, а решта
елементiв незмiннi. Запишемо визначник:

detB =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · · (aiσ(i) + λajσ(i)) · · · anσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n) +

+ λ
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · · ajσ(i) · · · anσ(n).

Перша сума дорiвнює detA. У другiй сумi i-й та j-й елементи однако-
вi, тому вона є визначником матрицi з двома однаковими рядками. За
наслiдком 7.2 цей визначник дорiвнює нулю. Отже, detB = detA.

Ефективний спосiб обчислення визначника полягає у застосуваннi
методу Гаусса: зводимо матрицю до верхньої трикутної форми елемен-
тарними перетвореннями над рядками i стовпцями, вiдстежуючи змiни
визначника:
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• перестановка двох рядкiв або стовпцiв змiнює його знак;

• множення рядка або стовпця на λ множить визначник на λ;

• додавання до одного рядка iншого, помноженого на число, не змi-
нює визначника.

Пiсля зведення визначник трикутної матрицi обчислюється як добуток
дiагональних елементiв.

Приклад 7.3. Обчислимо визначник порядку 4 методом Гаусса:∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 3
4 2 1 5
−2 3 2 1
6 1 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
R2→R2−2R1
R3→R3+R1
R4→R4−3R1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 3
0 0 3 −1
0 4 1 4
0 −2 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
R2↔R3

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 3
0 4 1 4
0 0 3 −1
0 −2 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
R4→R4+

1
2R2

−

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 3
0 4 1 4
0 0 3 −1
0 0 3

2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
R4→R4−

1
2R3

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 3
0 4 1 4
0 0 3 −1
0 0 0 − 5

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2 · 4 · 3 ·
(
− 5

2

)
= 60.

Встановленi властивостi визначника при елементарних перетворен-
нях є окремими випадками бiльш загальної властивостi — полiлiнiйностi.

Твердження 7.7 (полiлiнiйнiсть визначника). Визначник матрицi є лi-
нiйною функцiєю вiд кожного рядка (та стовпця). Це означає, що якщо
i-й рядок Ri квадратної матрицi A є лiнiйною комбiнацiєю векторiв:

Ri = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk,

то визначник матрицi A дорiвнює лiнiйнiй комбiнацiї вiдповiдних ви-
значникiв:

detA = λ1 detB1 + λ2 detB2 + · · ·+ λk detBk,

де кожна матриця Bj отримана з матрицi A шляхом замiни її i-го
рядка на вектор vj при збереженнi всiх iнших рядкiв незмiнними.
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Доведення. За означенням визначника,

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · ·

 k∑
j=1

λj(vj)σ(i)

 · · · anσ(n) =

=

k∑
j=1

λj
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · · (vj)σ(i) · · · anσ(n) =
k∑

j=1

λj detBj .

Зауваження 7.1. Можна показати, що iснує єдина функцiя вiд рядкiв
квадратної матрицi, яка є полiлiнiйною, кососиметричною та набуває
значення 1 на одиничнiй матрицi. Цiєю функцiєю є визначник. Тому в
деяких пiдручниках визначник вводять саме через цi три властивостi, а
формулу через пiдстановки отримують як наслiдок.

Приклад 7.4. Проiлюструємо полiлiнiйнiсть визначника. Нехай

A =

(
1 2
3 4

)
.

Запишемо перший рядок як лiнiйну комбiнацiю:

(1, 2) = 3 · (1, 0) + 1 · (−2, 2).

Тодi за полiлiнiйнiстю:∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣1 0
3 4

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣−2 2
3 4

∣∣∣∣ = 3 · 4 + 1 · (−8− 6) = 12− 14 = −2.

Це збiгається з безпосереднiм обчисленням: detA = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Приклад 7.5. Обчислимо визначник

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + y1 x1 + y2 · · · x1 + yn
x2 + y1 x2 + y2 · · · x2 + yn

...
...

. . .
...

xn + y1 xn + y2 · · · xn + yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Запишемо i-й рядок як суму Ri = xi · (1, 1, . . . , 1) + (y1, y2, . . . , yn). За
полiлiнiйнiстю визначник розкладається у суму 2n визначникiв, у ко-
жному з яких i-й рядок є або xi · (1, 1, . . . , 1), або (y1, y2, . . . , yn). Кожний
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визначник має два однакових рядки при n ≥ 3. Оскiльки визначник з
двома однаковими рядками дорiвнює нулю, то ∆n = 0 при n ≥ 3. Окремо
обчислюємо

∆2 =

∣∣∣∣x1 + y1 x1 + y2
x2 + y1 x2 + y2

∣∣∣∣ =
= (x1 + y1)(x2 + y2)− (x1 + y2)(x2 + y1) = (x1 − x2)(y2 − y1).

Встановимо зв’язок мiж визначником матрицi та основними алгебра-
їчними операцiями над матрицями.

Твердження 7.8. Елементарнi матрицi мають такi визначники:

detPij = −1; detEi(λ) = λ; detEij(λ) = 1.

Доведення. Кожна елементарна матриця отримується з одиничної ма-
трицi E одним елементарним перетворенням. Оскiльки detE = 1, то
твердження випливає безпосередньо з властивостей змiни визначника
при елементарних перетвореннях.

Теорема 7.1 (визначник добутку матриць). Для будь-яких квадратних
матриць A i B розмiру n× n виконується

det(AB) = detA · detB.

Доведення. Спочатку доведемо твердження для випадку, коли A є еле-
ментарною матрицею. Множення злiва (справа) на елементарну матри-
цю рiвносильне виконанню вiдповiдного елементарного перетворення
рядкiв (стовпцiв) матрицi B. За властивостями визначника при елемен-
тарних перетвореннях, маємо det(AB) = detA · detB.

Розглянемо два випадки залежно вiд того, чи матриця A є оборо-
тною. Якщо A є оборотною, то за теоремою 5.4 вона розкладається у
добуток елементарних матриць A = E1E2 · · ·Ek. Послiдовно застосову-
ючи доведений частковий випадок, отримуємо:

det(A) = det(E1 · · ·Ek) = detE1 · · · detEk,

det(AB) = det(E1 · · ·EkB) = detE1 · · · detEk · detB =

= det(E1 · · ·Ek) · detB = detA · detB.

Якщо A не є оборотною, то її ступiнчаста форма має нульовий ря-
док. Тому iснують елементарнi матрицi E1, . . . , Ek такi, що матриця
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Ã = Ek · · ·E1A має нульовий рядок. Тодi матриця ÃB = Ek · · ·E1(AB)
також має нульовий рядок за правилом множення матриць. Тому ма-
трицi Ã та ÃB мають нульовi визначники. Послiдовно застосовуючи до-
ведений частковий випадок, отримуємо

det Ã = detEk · · · detE1 · detA = 0,

det(ÃB) = detEk · · · detE1 · det(AB) = 0.

Оскiльки detEi ̸= 0 для кожного i, маємо det(A) = 0 i det(AB) = 0 =
detA · detB.

Приклад 7.6. Обчислимо визначник матрицi A порядку n, де aij = ij+1:

A =


1 · 1 + 1 1 · 2 + 1 . . . 1 · n+ 1
2 · 1 + 1 2 · 2 + 1 . . . 2 · n+ 1

...
...

. . .
...

n · 1 + 1 n · 2 + 1 . . . n · n+ 1

 .

Матрицю A можна подати у виглядi добутку двох матриць порядку n:

A =


1 1 0 . . . 0
2 1 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

n 1 0 . . . 0

 ·


1 2 . . . n
1 1 . . . 1
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 .

При n ≥ 3 кожна з цих матриць має нульовий стовпець (рядок), тому
обидва визначники рiвнi нулю i detA = 0. Для n = 1 маємо detA = 2, а
для n = 2 обчислюємо:

det

(
2 3
3 5

)
= 10− 9 = 1.

Зауваження 7.2. Зазначимо, що визначник суми матриць, взагалi кажу-
чи, не дорiвнює сумi визначникiв. Наприклад, для матриць

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)
маємо detA = 0, detB = 0, тому detA+ detB = 0, проте

det(A+B) = det

(
1 0
0 1

)
= 1 ̸= 0.
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Теорема 7.2 (критерiй оборотностi матрицi). Квадратна матриця A є
оборотною тодi i тiльки тодi, коли detA ̸= 0, причому в цьому випадку

detA−1 =
1

detA
.

Доведення. Якщо A не є оборотною, то detA = 0 (див. доведення теоре-
ми 7.1). Якщо A є оборотною, то з рiвностi AA−1 = E за теоремою про
визначник добутку матриць маємо:

detA · detA−1 = detE = 1.

Отже, detA ̸= 0 i

detA−1 =
1

detA
.

7.3 Розклад визначника за рядком

У попередньому роздiлi ми розглянули метод обчислення визначни-
ка шляхом зведення матрицi до ступiнчастої форми. Розглянемо iнший
пiдхiд, який дозволяє виразити визначник матрицi порядку n через ви-
значники матриць порядку n−1. Це дає рекурсивний метод обчислення,
зручний як для теоретичних мiркувань, так i для обчислення визначни-
кiв матриць невеликого порядку вручну.

Означення 7.2. Нехай A = (aij) — квадратна матриця порядку n. Мi-
нором Mij елемента aij називається визначник матрицi порядку n − 1,
отриманої з A викресленням i-го рядка та j-го стовпця:

Mij = det



a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann


.

Алгебраїчним доповненням елемента aij називається число

Aij = (−1)i+jMij .
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Знаки (−1)i+j алгебраїчних доповнень легко запам’ятати — вони
утворюють шахову дошку:

+ − + − · · ·
− + − + · · ·
+ − + − · · ·
− + − + · · ·
...

...
...

...
. . .

 .

Приклад 7.7. Обчислимо алгебраїчнi доповнення A12, A23, A31 для ма-
трицi A:

A12 = (−1)1+2 det

(
2 0
−3 7

)
= −(14− 0) = −14,

A =

 3 2 1
2 −1 0
−3 5 7

 , A23 = (−1)2+3 det

(
3 2
−3 5

)
= −(15 + 6) = −21,

A31 = (−1)3+1 det

(
2 1
−1 0

)
= (0 + 1) = 1.

Теорема 7.3 (розклад визначника за рядком i стовпцем). Нехай A = (aij)
— квадратна матриця порядку n. Тодi для будь-якого i = 1, . . . , n i
j = 1, . . . , n виконуються формули

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin (розклад за i-м рядком),
detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (розклад за j-м стовпцем).

Доведення. Запишемо i-й рядок матрицi A як суму рядкiв, кожен з яких
мiстить лише один ненульовий елемент:

(ai1, ai2, . . . , ain) = (ai1, 0, . . . , 0) + (0, ai2, . . . , 0) + · · ·+ (0, 0, . . . , ain).

За лiнiйнiстю визначника вiдносно рядкiв:

detA =

n∑
j=1

detA(j),

де A(j) — матриця, яка збiгається з A в усiх рядках, крiм i-го, а i-й рядок
якої має вигляд (0, . . . , aij , . . . , 0). Переставляючи i-й рядок матрицi A(j)
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на перше мiсце за допомогою i − 1 перестановок сусiднiх рядкiв, а j-й
стовпець — на перше мiсце за допомогою j − 1 перестановок сусiднiх
стовпцiв, отримуємо матрицю блочного вигляду:

detA(j) = (−1)(i−1)+(j−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
aij 0 . . . 0
∗
... Mij

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)i+jaijMij .

Пiдсумовуючи за всiма j, отримуємо потрiбну формулу.
Розклад за стовпцем отримується застосуванням формули розкладу

за рядком до матрицi AT з урахуванням detA = detAT .

Зауваження 7.3. Формулу розкладу за рядком можна використати як
iндуктивне означення визначника. А саме, визначник матрицi першого
порядку покладають рiвним det(a11) = a11, а визначник матрицi поряд-
ку n визначають через визначники порядку n−1 за формулою розкладу
за першим рядком:

detA = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n.

Таке означення є еквiвалентним до означення через пiдстановки i часто
використовується як основне у курсах лiнiйної алгебри.

Приклад 7.8. Обчислимо визначник матрицi

A =

2 1 −1
0 3 2
1 −1 4

 .

Розкладемо за першим рядком:

detA = 2 ·A11 + 1 ·A12 + (−1) ·A13 =

= 2

∣∣∣∣ 3 2
−1 4

∣∣∣∣+ 1 · (−1)

∣∣∣∣0 2
1 4

∣∣∣∣+ (−1)

∣∣∣∣0 3
1 −1

∣∣∣∣ =
= 2(12 + 2)− 1(0− 2)− 1(0− 3) = 2 · 14 + 2 + 3 = 33.

Приклад 7.9. Обчислимо визначник матрицi

A =


2 1 0 3
1 −1 3 2
0 2 2 1
1 3 0 4

 .
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Розкладемо за третiм стовпцем:

detA = 3 ·A23 + 2 ·A33 = 3(−1)

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
0 2 1
1 3 4

∣∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
1 −1 2
1 3 4

∣∣∣∣∣∣ =
= −3

(
2(8− 3)− 1(0− 1) + 3(0− 2)

)
+

+ 2
(
2(−4− 6)− 1(4− 2) + 3(3 + 1)

)
= −35.

Теорема 7.4 (про розклад за «чужим» рядком i стовпцем). Нехай A =
(aij) — квадратна матриця порядку n. Для будь-яких двох рiзних iнде-
ксiв i ̸= k виконуються рiвностi:

n∑
j=1

aijAkj = ai1Ak1 + ai2Ak2 + · · ·+ ainAkn = 0,

n∑
i=1

aijAil = a1jA1l + a2jA2l + · · ·+ anjAnl = 0.

Доведення. Достатньо довести першу рiвнiсть. Розглянемо допомiжну
матрицю B, отриману з матрицi A замiною k-го рядка на i-й рядок.
Оскiльки матриця B мiстить два однакових рядки, її визначник дорiв-
нює нулю. При цьому Bkj = Akj для всiх j, оскiльки решта рядкiв не змi-
нилась. Розкладаючи визначник матрицi B за k-м рядком, отримуємо:

0 = detB =

n∑
j=1

bkjBkj =

n∑
j=1

aijAkj .

Друга рiвнiсть доводиться аналогiчно застосуванням першої до матри-
цi AT .

Приклад 7.10. Проiлюструємо розклад за «чужим» рядком для матрицi

A =


2 1 −1 3
0 1 2 −5
2 0 3 −4
5 −1 0 2

 .
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Розкладемо за алгебраїчними доповненнями першого рядка, але з еле-
ментами третього рядка:

a31A11 + a32A12 + a33A13 + a34A14 =

= 2

∣∣∣∣∣∣
1 2 −5
0 3 −4
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣+ 3(−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
0 1 −5
2 0 −4
5 −1 2

∣∣∣∣∣∣+ (−4)(−1)1+4

∣∣∣∣∣∣
0 1 2
2 0 3
5 −1 0

∣∣∣∣∣∣ =
= 2 · (−1) + 3 · (−14) + (−4) · (−11) = −2− 42 + 44 = 0.

Алгебраїчнi доповнення та теореми про розклад визначника за своїм
i чужим рядком дозволяють обчислити обернену матрицю за допомогою
визначникiв.

Означення 7.3. Приєднаною матрицею до квадратної матрицi A = (aij)
порядку n називається матриця adjA, складена з алгебраїчних допов-
нень Aij елементiв aij , взятих у транспонованому порядку:

adjA =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 · · · Ann


T

=


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann

 .

Приклад 7.11. Знайдемо приєднану матрицю до матрицi

A =

 3 −2 1
5 1 2
−3 7 4

 .

Обчислимо всi дев’ять алгебраїчних доповнень:

A11 =

∣∣∣∣1 2
7 4

∣∣∣∣ = −10, A12 = −
∣∣∣∣ 5 2
−3 4

∣∣∣∣ = −26, A13 =

∣∣∣∣ 5 1
−3 7

∣∣∣∣ = 38,

A21 = −
∣∣∣∣−2 1
7 4

∣∣∣∣ = 15, A22 =

∣∣∣∣ 3 1
−3 4

∣∣∣∣ = 15, A23 = −
∣∣∣∣ 3 −2
−3 7

∣∣∣∣ = −15,

A31 =

∣∣∣∣−2 1
1 2

∣∣∣∣ = −5, A32 = −
∣∣∣∣3 1
5 2

∣∣∣∣ = −1, A33 =

∣∣∣∣3 −2
5 1

∣∣∣∣ = 13.

Записуємо алгебраїчнi доповнення у транспонованому порядку:

adjA =

−10 −26 38
15 15 −15
−5 −1 13

T

=

−10 15 −5
−26 15 −1
38 −15 13

 .
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Теорема 7.5. Для будь-якої квадратної матрицi A виконується:

A · adjA = adjA ·A = detA · E.

Доведення. Розглянемо елемент cik матрицi C = A·adjA. За означенням
добутку матриць:

cik =

n∑
j=1

aij(adjA)jk =

n∑
j=1

aijAkj .

Згiдно з теоремою про розклад за «своїм» та «чужим» рядком, ця сума
дорiвнює detA, якщо i = k, i дорiвнює 0, якщо i ̸= k. Це означає, що
матриця C є дiагональною з елементами detA на головнiй дiагоналi,
тобто C = detA · E.

Наслiдок 7.3. Якщо detA ̸= 0, то матриця A є оборотною i

A−1 =
1

detA
adjA.

Приклад 7.12. Знайдемо обернену до матрицi з попереднього прикладу

A =

 3 −2 1
5 1 2
−3 7 4

 .

Приєднана матриця вже була знайдена. Обчислимо визначник, розклав-
ши за першим рядком:

detA = 3 · (−10) + (−2) · (−26) + 1 · 38 = −30 + 52 + 38 = 60.

Оскiльки detA = 60 ̸= 0, матриця A є оборотною i

A−1 =
1

60

−10 15 −5
−26 15 −1
38 −15 13

 .

7.4 Застосування визначникiв

У цьому роздiлi розглянемо три класичнi застосування визначникiв:
правило Крамера для розв’язання систем лiнiйних рiвнянь, обчислення
площ i об’ємiв геометричних фiгур та iнтерполяцiю многочленами.



7.4. Застосування визначникiв 150

Розглянемо систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

або у матричнiй формi Ax = b, де A = (aij) — квадратна матриця
коефiцiєнтiв, x = (x1, . . . , xn) — стовпець невiдомих, b = (b1, . . . , bn) —
стовпець вiльних членiв.

Теорема 7.6 (правило Крамера). Нехай A — оборотна матриця поряд-
ку n i b ∈ Rn — довiльний вектор. Тодi система Ax = b має єдиний
розв’язок, який визначається формулами

xj =
detAj

detA
, j = 1, . . . , n,

де Aj — матриця, отримана з A замiною j-го стовпця на стовпець
вiльних членiв b.

Доведення. Оскiльки матриця A є оборотною, то система має єдиний
розв’язок x = A−1b. За формулою для оберненої матрицi через приєд-
нану (див. наслiдок 7.3):

x =
1

detA
(adjA)b.

Обчислимо j-у компоненту вектора x:

xj =
1

detA

n∑
i=1

Aijbi.

Сума
∑n

i=1Aijbi є розкладом визначника матрицi Aj за j-м стовпцем:
елементи j-го стовпця матрицi Aj є b1, . . . , bn, а їхнi алгебраїчнi допов-
нення збiгаються з A1j , . . . , Anj , оскiльки решта стовпцiв не змiнилась.
Отже,

xj =
detAj

detA
.
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Приклад 7.13. Розв’яжемо систему методом Крамера:
2x1 + 3x2 − x3 = 11,

x1 − 2x2 + 5x3 = −9,

4x1 + x2 + 2x3 = 9.

Обчислимо визначник матрицi системи:

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 3 −1
1 −2 5
4 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 2(−4− 5)− 3(2− 20) + (−1)(1 + 8) =

= −18 + 54− 9 = 27.

Оскiльки detA = 27 ̸= 0, система має єдиний розв’язок. Обчислимо
визначники detA1, detA2, detA3:

detA1 =

∣∣∣∣∣∣
11 3 −1
−9 −2 5
9 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 11(−4− 5)− 3(−18− 45) + (−1)(−9 + 18) =

= −99 + 189− 9 = 81,

detA2 =

∣∣∣∣∣∣
2 11 −1
1 −9 5
4 9 2

∣∣∣∣∣∣ = 2(−18− 45)− 11(2− 20) + (−1)(9 + 36) =

= −126 + 198− 45 = 27,

detA3 =

∣∣∣∣∣∣
2 3 11
1 −2 −9
4 1 9

∣∣∣∣∣∣ = 2(−18 + 9)− 3(9 + 36) + 11(1 + 8) =

= −18− 135 + 99 = −54.

За правилом Крамера:

x1 =
81

27
= 3, x2 =

27

27
= 1, x3 =

−54

27
= −2.

Визначники мають природну геометричну iнтерпретацiю через n-
вимiрний об’єм. Почнемо з випадку n = 2. Розглянемо паралелограм,
побудований на векторах a = (a1, a2) i b = (b1, b2) у площинi R2 (див.
рис. 7.1). Його площа дорiвнює

S = |a| · |b| · sin θ,
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де θ — кут мiж векторами. Скористаємося тотожнiстю

(a1b2 − a2b1)
2 = |a|2|b|2 − (a · b)2 = |a|2|b|2 sin2 θ,

звiдси S = |a1b2 − a2b1|. Отже, площа паралелограма дорiвнює модулю
визначника матрицi, складеної з координат векторiв:

S =

∣∣∣∣det(a1 b1
a2 b2

)∣∣∣∣ .

x

y

a

b

O

(a1, a2)

(b1, b2)

S

Рис. 7.1: Паралелограм, побудований на векторах a i b.

Аналогiчний результат має мiсце у просторi R3. Нехай a = (a1, a2, a3),
b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3) — три вектори. Об’єм паралелепiпеда, по-
будованого на цих векторах, виражається через мiшаний добуток:

V = |(a× b) · c| =

∣∣∣∣∣∣det
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Цi спостереження узагальнюються на довiльну розмiрнiсть.

Означення 7.4. n-вимiрним паралелепiпедом, побудованим на векторах
a1, . . . ,an ∈ Rn, називається множина

P = P (a1, . . . ,an) = {λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan |0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, . . . , n} .
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Для паралелепiпеда в Rn визначається поняття n-вимiрного об’єму,
яке узагальнює площу при n = 2 та звичайний об’єм при n = 3.

Теорема 7.7. n-вимiрний об’єм паралелепiпеда, побудованого на векто-
рах a1, . . . ,an ∈ Rn, дорiвнює модулю визначника матрицi A, стовпця-
ми якої є вектори a1, . . . ,an:

Vol(P (a1, . . . ,an)) = |detA|.

Доведення. Застосуємо до стовпцiв матрицi A елементарнi перетворен-
ня, зводячи її до ступiнчастої форми. Кожне елементарне перетворення
стовпцiв вiдповiдає геометричнiй операцiї над паралелепiпедом:

1. Перестановка двох стовпцiв не змiнює паралелепiпеду: V не змi-
нюється, |detA| також не змiнюється.

2. Множення стовпця на число λ ̸= 0 розтягує паралелепiпед у |λ|
разiв: V множиться на |λ|, |detA| також множиться на |λ|.

3. Додавання до одного стовпця iншого, помноженого на число λ, не
змiнює об’єму паралелепiпеда, оскiльки висота вiдносно гiперпло-
щини решти векторiв залишається незмiнною. При цьому |detA|
також не змiнюється.

Оскiльки V та |detA| змiнюються однаково при кожному елемен-
тарному перетвореннi, достатньо перевiрити рiвнiсть для ступiнчастої
форми матрицi A.

Якщо ступiнчаста форма мiстить нульовий стовпець, то один з ве-
кторiв паралелепiпеда є нульовим, тому паралелепiпед вироджується:
V = 0. При цьому |detA| = 0.

Якщо ступiнчаста форма не мiстить нульових стовпцiв, то вона є дiа-
гональною матрицею D = diag(d1, . . . , dn) з ненульовими дiагональними
елементами. Паралелепiпед стає прямокутним зi сторонами |d1|, . . . , |dn|,
тому

V = |d1| · · · |dn| = |detD| = |detA|.

Зауваження 7.4. Знак визначника detA також має геометричний змiст:
вiн визначає орiєнтацiю системи векторiв a1, . . . ,an. Якщо detA > 0,
орiєнтацiя збiгається з орiєнтацiєю стандартного базису e1, . . . ,en; якщо
detA < 0 — є протилежною.
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Приклад 7.14. Знайдемо об’єм паралелепiпеда, побудованого на векто-
рах a1 = (2,−1, 4), a2 = (1, 5, 3), a3 = (3, 2, 1). За теоремою,

V =

∣∣∣∣∣∣det
 2 1 3
−1 5 2
4 3 1

∣∣∣∣∣∣ = |−62| = 62.

Ще одним важливим застосуванням визначникiв є задача полiномi-
альної iнтерполяцiї.

Означення 7.5 (Задача полiномiальної iнтерполяцiї). Нехай задано n+ 1
пару дiйсних чисел (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn), причому всi значен-
ня xi (вузли iнтерполяцiї) є попарно рiзними: xi ̸= xj при i ̸= j. За-
дача полiномiальної iнтерполяцiї полягає у знаходженнi коефiцiєнтiв
a0, a1, . . . , an ∈ R такого полiнома

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

степеня не вище n, який у заданих вузлах набуває заданих значень:

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Пiдставляючи координати точок у рiвняння полiнома, отримуємо си-
стему n+ 1 лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв ai:

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ anx

n
0 = y0,

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ anx

n
1 = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a0 + a1xn + a2x
2
n + · · ·+ anx

n
n = yn.

Матриця цiєї системи називається матрицею Вандермонда:

V (x0, x1, . . . , xn) =


1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
...

...
...

. . .
...

1 xn x2n . . . xnn

 .

Теорема 7.8 (визначник Вандермонда).

detV (x0, x1, . . . , xn) =
∏

0≤i<j≤n

(xj − xi).
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Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю за n. При n = 1 маємо:

detV (x0, x1) =

∣∣∣∣1 x0
1 x1

∣∣∣∣ = x1 − x0 =
∏

0≤i<j≤1

(xj − xi).

Припустимо, що формула виконується для матриць Вандермонда по-
рядку n (тобто для n вузлiв). Розглянемо визначник V (x0, x1, . . . , xn)
порядку n + 1. Виконаємо такi елементарнi перетворення стовпцiв: вiд
кожного стовпця, починаючи з останнього, вiднiмемо попереднiй, помно-
жений на x0:

Cj → Cj − x0Cj−1, j = n, n− 1, . . . , 1.

Пiсля цих перетворень перший рядок набуде вигляду (1, 0, . . . , 0). Отри-
маємо:

detV (x0, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · · 0
1 x1 − x0 x21 − x0x1 · · · xn1 − x0x

n−1
1

...
...

...
. . .

...
1 xn − x0 x2n − x0xn · · · xnn − x0x

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x1 − x0) x1(x1 − x0) . . . xn−1

1 (x1 − x0)
(x2 − x0) x2(x2 − x0) . . . xn−1

2 (x2 − x0)
...

...
. . .

...
(xn − x0) xn(xn − x0) . . . xn−1

n (xn − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Винесемо з кожного i-го рядка (i = 1, . . . , n) спiльний множник (xi−x0):

detV (x0, x1, . . . , xn) = (x1 − x0)(x2 − x0) . . . (xn − x0) · detV (x1, . . . , xn).

Використовуючи припущення iндукцiї для вузлiв x1, . . . , xn, маємо:

detV (x0, x1, . . . , xn) =

n∏
k=1

(xk−x0)·
∏

1≤i<j≤n

(xj−xi) =
∏

0≤i<j≤n

(xj−xi).

Наслiдок 7.4 (Iснування та єдинiсть iнтерполяцiйного полiнома). Для
будь-якого набору з n+ 1 пари чисел (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) з по-
парно рiзними вузлами (xi ̸= xj при i ̸= j) задача iнтерполяцiї має
єдиний розв’язок.
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Доведення. Як було показано вище, задача iнтерполяцiї зводиться до си-
стеми лiнiйних рiвнянь V a = y, де V — матриця Вандермонда. Оскiльки
всi вузли xi за умовою є попарно рiзними, визначник матрицi Вандер-
монда

detV =
∏

0≤i<j≤n

(xj − xi)

не дорiвнює нулю. Отже, згiдно з правилом Крамера (або теоремою про
обернену матрицю), система має єдиний розв’язок. Це доводить як iсну-
вання, так i єдинiсть шуканого полiнома.

−1 1 2 3

7

15

3

x

y

Рис. 7.2: Графiк iнтерполяцiйного полiнома p(x) = 5
3x

2− 1
3x+1 та вузли

iнтерполяцiї.

Приклад 7.15. Знайдемо полiном степеня не вище 2, який проходить
через точки (−1, 3), (2, 7), (3, 15). Шукаємо полiном у виглядi p(x) =
a0 + a1x+ a2x

2. Пiдставимо координати точок у рiвняння полiнома:
a0 − a1 + a2 = 3,

a0 + 2a1 + 4a2 = 7,

a0 + 3a1 + 9a2 = 15.



7.5. Вправи 157

Розв’язуємо систему методом Крамера. Головний визначник системи
(визначник Вандермонда для вузлiв x0 = −1, x1 = 2, x2 = 3):

∆ = V (−1, 2, 3) =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 2 4
1 3 9

∣∣∣∣∣∣ = (2− (−1))(3− (−1))(3− 2) = 3 · 4 · 1 = 12.

Обчислимо допомiжнi визначники ∆i, замiнюючи вiдповiднi стовпцi
стовпцем вiльних членiв:

∆0 =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 1
7 2 4
15 3 9

∣∣∣∣∣∣ = 12, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 1
1 7 4
1 15 9

∣∣∣∣∣∣ = −4, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
1 2 7
1 3 15

∣∣∣∣∣∣ = 20.

Знаходимо коефiцiєнти полiнома:

a0 =
12

12
= 1, a1 =

−4

12
= −1

3
, a2 =

20

12
=

5

3
.

Отже, шуканий полiном: p(x) = 5
3x

2 − 1
3x + 1. Графiк полiнома p(x) та

вузли iнтерполяцiї зображено на рис. 7.2.

7.5 Вправи

1. Обчислiть визначники:

а)
∣∣∣∣9 −2
7 4

∣∣∣∣ ; б)

∣∣∣∣∣∣
5 1 4
2 6 −1
3 2 5

∣∣∣∣∣∣ ; в)

∣∣∣∣∣∣
1 4 −3
6 −2 1
2 5 4

∣∣∣∣∣∣ ;

г)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 −2 3
2 3 1 −1
1 −2 4 2
3 4 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −4 3 2
3 2 −1 4
2 1 5 −3
−2 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
2. Розкладаючи за рядком або стовпчиком, обчислiть визначники:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 3 −1
a b c d
1 5 1 4
0 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣; б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 −2 4
2 3 5 1
0 2 3 −1
4 3 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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3. Обчислiть визначники порядку n:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n

...
...

...
. . .

...
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
−1 1 1 . . . 1
−1 −1 1 . . . 1

...
...

...
. . .

...
−1 −1 −1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 0 . . . 0
3 5 1 . . . 0
0 3 5 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Знайдiть обернену матрицю за допомогою приєднаної матрицi та
перевiрте результат:

а)
(
4 7
2 5

)
; б)

 1 −2 4
3 1 −1
2 3 2

.

5. Розв’яжiть системи лiнiйних рiвнянь методом Крамера:

а)

{
5x− 3y = 1,

2x+ 4y = 14; б)


2x1 + x2 − x3 = 3,

x1 + 2x2 + x3 = 2,

3x1 − x2 + 2x3 = 5.

6. Використовуючи геометричний змiст визначника, розв’яжiть за-
дачi:

а) Знайдiть площу паралелограма, побудованого на векторах
(3,−2) та (4, 5).

б) Знайдiть площу трикутника з вершинами A(1, 2), B(4,−1),
C(3, 5).

в) Знайдiть об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах
(2, 1,−3), (1,−2, 4), (3, 1, 2).

г) Знайдiть об’єм тетраедра з вершинами A(1, 2, 3), B(3, 1, 2),
C(2, 3, 1), D(4, 2, 3).
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д) При яких значеннях параметра k точки A(1, 3), B(k,−1),
C(4, k) лежать на однiй прямiй?

7. Нехай A — квадратна матриця порядку n, а λ ∈ R. Доведiть, що
det(λA) = λn det(A).

8. Нехай A — кососиметрична матриця непарного порядку n. Дове-
дiть, що det(A) = 0.

9. Нехай A — квадратна матриця порядку n. Доведiть, що

det(adjA) = det(A)n−1.

10. Доведiть властивостi приєднаної матрицi:

а) adj(AB) = adj(B) · adj(A);
б) adj(AT ) = (adjA)T ;

в) adj(adjA) = det(A)n−2A при n ≥ 2.



Роздiл 8

Многочлени, основнi поняття

Нехай F — деяке поле (наприклад, R або C), a0, a1, a2, . . . , an−1, an
— елементи поля F , та n ∈ N.

Означення 8.1. Многочленом або полiномом вiд змiнної x над полем F
називається наступний вираз

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a2x
2 + a1x+ a0.

При такому заданнi многочлена iндекс i коефiцiєнта вiдповiдає сте-
пеню змiнної при якiй вiн стоїть, тобто aixi.

Часто також використовується iнший, зворотнiй порядок нумерацiї
коефiцiєнтiв, тодi многочлен записується у наступному виглядi

h(x) = c0x
n + c1x

n−1 + . . .+ cn−2x
2 + cn−1x+ cn.

При такому записi iндекс j коефiцiєнта вiдповiдає степеню n− j змiнної
при якiй вiн стоїть, тобто cjxn−j .

Означення 8.2. Степенем многочлена є найбiльший степiнь x для якого
вiдповiдний коефiцiєнт ai не нульовий. Степiнь многочлена позначають
deg(f(x)) або просто deg f .

Наприклад,

deg(−3x5+0x4+2x3+7x2+0x+4) = 5, deg(0x4+0x3+3x2+8x+1) = 2.

Два многочлени називаються рiвними, якщо у них рiвнi коефiцiєнти
при вiдповiдних степенях x.
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Окремо можна видiлити випадок, коли многочлен явно не мiстить x.
Якщо всi коефiцiєнти многочлена f(x) рiвнi 0, то такий многочлен на-
зивають нульовим i позначають його символом 0. Степiнь нульового
многочлена покладемо рiвним −∞. Якщо ж f(x) = a0 ̸= 0, то покла-
даємо deg(f(x)) = 0. Таким чином многочленами нульового степеня є
ненульовi елементи поля F (числа у випадку R або C)

Нехай у многочлена f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a2x
2 + a1x + a0

коефiцiєнт an не дорiвнює нулю. Нагадаємо, що коефiцiент an ̸= 0 на-
зивається старшим коефiцiєнтом, а коефiцiєнт a0 називається вiльним
членом.

Множину всiх многочлнiв вiд змiнної x над полем F позначатимемо
символом F [x].

З многочленами можна виконувати операцiї додавання i множення
заданi формальним чином.

Розглянемо два многочлени

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a2x
2 + a1x+ a0, де an ̸= 0,

g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b2x
2 + b1x+ b0, де bm ̸= 0.

Припустимо, що n > m, тодi покладемо bi = 0, якщо i > m. Таким
чином

g(x) = 0xn + . . .+ 0xm+1 + bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b2x
2 + b1x+ b0.

Тодi суму многочленiв формально обчислюють наступним чином

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = (an + bn)x
n + . . .+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0).

Нехай c ∈ F деякий елемент поля, тодi

(cf)(x) = cf(x) = canx
n + can−1x

n−1 + . . .+ ca1x+ ca0.

Добуток многочленiв формально обчислюють наступним чином

(fg)(x) = f(x) · g(x) = (anbm)xn+m + . . .+ a0b0,

iнакше можемо записати

(fg)(x) = cm+nx
n+m + . . .+ c0,
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де

ck =

k∑
i=0

aibk−1 = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Далi запишемо як спiввiдносяться степенi многочленiв зi степенем їх
добутку чи суми.

Теорема 8.1. Для степеня добутку двох многочленiв f(x) та g(x) спра-
ведлива рiвнiсть

deg(f(x)g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x)).

Доведення. Нехай

f(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a0 та g(x) = bmx
m+bm−1x

m−1+. . .+b0,

де an ̸= 0 i bm ̸= 0. Тодi з правила множення многочленiв

f(x)g(x) = anbmx
n+m + члени менших степенiв.

Оскiльки коефiцiєнт anbm не дорiвнює нулю, вiн є старшим коефiцiєнтом
та deg(f(x)g(x)) = n+m = deg(f(x)) + deg(g(x)).

Наслiдок 8.1. Для степеня добутку скiнченної кiлькостi многочленiв

f1(x), . . . , fn(x)

справедлива рiвнiсть

deg(f1(x) · . . . · fn(x)) = deg(f1(x)) + . . .+ deg(fn(x)).

Наслiдок 8.2. Добуток не нульових многочленiв не може дорiвнювати
нулю. Тобто з рiвностi f(x)g(x) = 0 випливає, що f(x) = 0 або g(x) = 0.

Теорема 8.2. Для степеня суми довiльних многочленiв в загальному
випадку справедливе наступне спiввiдношення

deg(f(x) + g(x)) ≤ max{deg(f(x)), deg(g(x))}.

Така нерiвнiсть виникає оскiльки у випадку додавання многочленiв
рiзних степенiв, при зведеннi подiбних доданкiв, старший член одного з
доданкiв залишається, а у випадку додавання многочленiв одного степе-
ня старшi члени обох доданкiв можуть скоротитися i тодi степiнь суми
зменшиться.
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Приклад 8.1. Знайти deg(f(x)+g(x)), перевiрити, що отримана вiдповiдь
задовольняє попередню теорему.

1. f(x) = 2x3 + 3x+ 5, g(x) = −2x3 + 7x2 − x+ 1;

2. f(x) = 3x6 + 6x5 + x+ 2, g(x) = −4x5 + 7x2 − 5x− 2;

Розв’язання. 1. Знайдемо суму многочленiв f(x)+g(x) = (2x3+3x+
5)+(−2x3+7x2−x+1) = 7x2+2x+6, тодi очевидно, що deg(f(x)+
g(x)) = 2. З умови deg(f(x)) = 3 та deg(g(x)) = 3. Тодi бачимо, що
твердження попередньої теореми виконується, i справедливою є не
строга нерiвнiсть

deg(f(x) + g(x)) = 2 < 3 = max{3, 3} = max{deg(f(x)), deg(g(x))}.

2. Обчислюємо суму многочленiв f(x) + g(x) = (3x6 + 6x5 + x+ 2) +
(−4x5+7x2−5x−2) = 3x6+2x5+7x2−4x, тому deg(f(x)+g(x)) = 6.
З умови deg(f(x)) = 6 та deg(g(x)) = 5. Твердження попередньої
теореми виконується, i у даному випадку справедливою є рiвнiсть

deg(f(x) + g(x)) = 6 = max{6, 5} = max{deg(f(x)),deg(g(x))}.

Далi сформулюємо основнi властивостi для операцiй з многочленами.

Твердження 8.1. Додавання, i множення многочленiв є асоцiативними

(f(x) + g(x)) + h(x) = f(x) + (g(x) + h(x)),

(f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)),

та комутативними дiями

f(x) + g(x) = g(x) + f(x),

f(x) · g(x) = g(x) · f(x).

Твердження 8.2. Множення многочленiв є дистрибутивним вiдносно
додавання, тобто

f(x) · (g(x) + h(x)) = f(x) · g(x) + f(x) · h(x).

Твердження 8.3. Для додавання нейтральним многочленом є нульовий
многочлен, а для множення — тотожно рiвний 1.
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Твердження 8.4. Для кожного многочлена iснує протилежний.

Твердження 8.5. Оберненi для множення елементи iснують лише для
многочленiв нульового степеня.

Твердження 8.6. Множина F [x] вiдносно введених дiй додавання i мно-
ження не є полем, але є комутативним кiльцем з одиницею.

Твердження 8.7. У рiвностях многочленiв можна скорочувати на не-
нульовий спiльний множник.

Доведення. Можливiсть скорочувати означає, що для довiльного нену-
льового многочлена f(x), якщо виконується рiвностi f(x)g(x) = f(x)h(x),
то повинна виконуватися рiвнiсть g(x) = h(x).

Якщо у рiвностi f(x)g(x) = f(x)h(x) многочлен з правої частинi рiв-
ностi перенести у лiву, та винестиспiльний множник f(x), отримуємо
рiвносильну рiвнiсть f(x)(g(x) − h(x)) = 0. Оскiльки f(x) не нульовий
многочлен, а в F [x] добуток не нульових многочленiв є не нульовим, то
звiдси випливає рiвнiсть g(x) − h(x) = 0. Тодi g(x) = h(x), що й треба
було довести.

Кажемо, що многочлен f(x) має нуль, якщо iснує таке x := a, що
f(a) = 0. Тобто a є нулем многочлена f(x).

8.1 Подiльнiсть многочленiв

Доведемо теорему про дiлення з остачею многочленiв.

Теорема 8.3. Нехай f(x), g(x) — довiльнi многочлени над полем F [x],
g(x) ̸= 0. Тодi iснують i єдинi такi многочлени q(x) i r(x) над F [x], що

f(x) = g(x) · q(x) + r(x), причому deg r(x) < deg g(x).

Доведення. Зафiксуємо многочлен g(x) який має степiнь deg g(x) = m,
та m ≥ 0. Доведемо твердження теореми для довiльного многочлена
f(x).

Спочатку доведемо iснування многочленiв q(x) i r(x). Зауважимо,
що у випадку deg f(x) < deg g(x) (зокрема f(x) = 0) маємо рiвнiсть

f(x) = g(x) · 0 + f(x),

тобто можемо покласти q(x) = 0, а r(x) = f(x).
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Проведемо iндукцiю за степенем n многочлена f(x).
Базою iндукцiї є випадок n = 0. Потрiбно розглянути лише випадок,

коли m = n = 0. Тодi f(x) = a0, а g(x) = b0 для деяких a0, b0 ∈ F , b0 ̸= 0,
i маємо рiвнiсть

f(x) = g(x)(a0b
−1
0 ) + 0.

Таким чином, можемо покласти q(x) = a0b
−1
0 i r(x) = 0.

Припустимо тепер, що твердження доведено для всiх многочленiв
f(x), степенi яких меншi за n. Розглянемо многочлен f(x) степеня n.
Можна вважати, що m ≤ n. Нехай

f(x) = anx
n + . . .+ a0, g(x) = bmx

m + . . .+ b0.

Визначимо многочлен

h(x) = f(x)− (anb
−1
m )xn−mg(x).

Степiнь многочлена h(x) буде меншим за n i тому до нього можемо за-
стосувати припущення iндукцiї. Таким чином, iснують многочлени q1(x)
i r1(x) такi, що

h(x) = g(x)q1(x) + r1(x) та deg r1(x) < deg g(x).

Пiдставляючи в останню рiвнiсть значення h(x), пiсля очевидних пере-
творень отримаємо

f(x) = g(x)(q1(x) + (anb
−1
m )xn−m) + r1(x).

Поклавши тепер q(x) = q1(x) + (anb
−1
m )xn−m i r(x) = r1(x), отримаємо

потрiбне твердження для многочлена f .
Доведемо єдинiсть. Нехай

f = g(x)q1(x) + r1(x) = g(x)q2(x) + r2(x)

для деяких многочленiв q1(x), q2(x), r1(x), r2(x), причому deg r1(x) <
deg g(x) i deg r2(x) < deg g(x). Звiдси отримуємо рiвнiсть

g(x)(q1(x)− q2(x)) = r2(x)− r1(x),

причому deg(r2(x) − r1(x)) < deg g(x). Тому, враховуючи, що g ̸= 0,
остання рiвнiсть можлива лише тодi, коли q1(x)−q2(x) = 0, тобто q1(x) =
q2(x). Звiдси r2(x)− r1(x) = 0 i r1(x) = r2(x).

Теорему доведено.
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Означення 8.3. Многочлен f(x) ∈ F [x] є дiльником многочлена g(x) ∈
F [x] або, що те ж саме, многочлен g(x) дiлиться на многочлен f(x) (по-
значається f(x) | g(x)), якщо iснує такий многочлен h(x) ∈ F [x], що
виконується рiвнiсть

g(x) = f(x)h(x).

Справедливими є властивостi подiльностi для нульових многочленiв
та многочленiв нульового степеня.

Твердження 8.8. 1. Нульовий многочлен є дiльником лише самого себе.

2. Нульовий многочлен дiлиться на будь-який многочлен.

3. Многочлени нульового степеня, i лише вони, є дiльниками довiльних
многочленiв.

Твердження 8.9. Для довiльних многочленiв f(x), g(x), h(x) ∈ F [x] ма-
ють мiсце такi властивостi

1. f(x) | f(x) (рефлексивнiсть);

2. якщо f(x) | g(x) i g(x) | h(x), то f(x) | h(x) (транзитивнiсть);

3. якщо f(x) | g(x), то для довiльного многочлена h(x) справедливо,
що f(x) | (g(x)h(x));

4. якщо f(x) | g(x) i f(x) | h(x), то f(x) | (g(x) + h(x)).

Доведення. 1. Рефлексивнiсть випливає з рiвностi f(x) = 1 · f(x).

2. З умови випливає, що iснують такi многочлени u(x) та v(x), що g(x) =
u(x)f(x) та h(x) = v(x)g(x). Тодi пiдставивши вираз для g(x) у вираз
для h(x), отримуємо h(x) = v(x)u(x)f(x). Тобто бачимо, що f(x) |h(x).

3. З умови випливає, що iснує такий многочлен u(x) такий, що g(x) =
u(x)f(x). Домножимо на многочлен h(x) лiву i праву частину остан-
ньої рiвностi, тодi

g(x)h(x) = u(x)f(x)h(x) = (u(x)h(x))f(x) = v(x)f(x),

де v(x) = u(x)h(x). Тобто iснує такий многочлен v(x), що g(x)h(x) =
v(x)f(x), тодi f(x) | (g(x)h(x)).
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4. Iснують такi многочлени u(x) та v(x), що ми можемо записати рiвно-
стi g(x) = u(x)f(x) та h(x) = v(x)f(x). Тодi

g(x) + h(x) = u(x)f(x) + v(x)f(x) = (u(x) + v(x))f(x) = w(x)h(x),

де w(x) = u(x) + v(x). Очевидно, що тодi f(x) | (g(x) + h(x)).

Означення 8.4. Многочлени f(x) i g(x) називаються асоцiйованими,
якщо кожен з них дiлиться на iнший.

Твердження 8.10. Многочлени f(x) i g(x) є асоцiйованими тодi й лише
тодi, коли iснує ненульовий елемент λ ∈ F такий, що f(x) = λg(x).

Доведення. Достатнiсть вказаної умови прямо випливає з означення по-
дiльностi.

Перевiримо необхiднiсть. Досить зробити це для ненульових много-
членiв. Нехай ненульовi многочлени f(x) i g(x) є асоцiйованими, тобто
f(x) | g(x) i g(x) | f(x). Тодi для деяких многочленiв q1(x) i q2(x) мають
мiсце рiвностi

f(x) = g(x)q1(x), g(x) = f(x)q2(x).

Звiдси маємо рiвнiсть
f(x) = f(x)q1(x)q2(x),

тобто q1(x)q2(x) = 1. Це означає, що обидва многочлени q1(x) i q2(x) є
многочленами нульового степеня, звiдки й отримуємо потрiбне.

Означення 8.5. Многочлен називається унiтарним, якщо його старший
коефiцiєнт дорiвнює 1.

Твердження 8.11. 1. Унiтарнi многочлени асоцiйованi тодi й лише то-
дi, коли вони рiвнi;

2. кожен ненульовий многочлен асоцiйований з рiвно одним унiтарним
многочленом

3. множина всiх многочленiв розбивається на класи попарно асоцiйо-
ваних мiж собою многочленiв;

4. кожен клас, що складається з ненульових многочленiв, мiстить
єдиний унiтарний многочлен.
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8.2 Найбiльший спiльний дiльник многочленiв

Означення 8.6. Найбiльшим спiльним дiльником многочленiв
f(x), g(x) ∈ F [x] називається такий многочлен d(x) ∈ F [x], що:

1. d(x) | f(x) i d(x) | g(x);

2. для довiльного многочлена h(x) ∈ F [x] такого, що h(x) | f(x) i
h(x) | g(x), також h(x) | d(x).

Найбiльший спiльний дiльник двох многочленiв — це такий їх спiль-
ний дiльник, який дiлиться на кожен спiльний дiльник цих многочленiв.
Степiнь найбiльшого спiльного дiльника буде найбiльшим серед степе-
нiв спiльних дiльникiв заданих многочленiв. Коли один з многочленiв
нульовий, то найбiльший спiльний дiльник iснує i дорiвнює iншому мно-
гочлену.

Теорема 8.4. Для довiльних многочленiв f(x), g(x) ∈ F [x] iснує найбiль-
ший спiльний дiльник, причому його можна подати у виглядi

m(x)f(x) + n(x)g(x)

для деяких многочленiв m(x), n(x) ∈ F [x].

Доведення. Якщо хоча б один з многочленiв f(x) i g(x) нульовий, то
твердження теореми виконується. Тому далi розглядаємо випадок нену-
льових многочленiв f(x) i g(x).

Визначимо множину многочленiв

I = {m(x)f(x) + n(x)g(x) | m(x), n(x) ∈ F [x]}.

Вона мiстить зокрема многочлени f(x) i g(x), тобто мiстить ненульовi
многочлени. Виберемо в нiй деякий ненульовий многочлен d(x) наймен-
шого степеня. Тодi d(x) = m0(x)f(x) + n0(x)g(x) для деяких многочле-
нiв m0(x), n0(x) ∈ F [x]. Покажемо, що многочлен d(x) буде найбiльшим
спiльним дiльником многочленiв f(x) i g(x). Зауважимо, що d(x) одразу
матиме потрiбний вигляд, як сказано в умовi теореми. Подiлимо f(x) на
d(x) з остачею:

f(x) = q(x)d(x) + r(x)

для деяких многочленiв q(x), r(x) ∈ F [x] i deg r(x) < deg d(x). Звiдси

r(x) = (1− q(x)m0(x))f(x) + (−q(x)n0(x))g(x), тобто r(x) ∈ I.
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Але степiнь многочлена d(x) є найменшим серед степенiв ненульових
многочленiв з множини I. Тому многочлен r(x) є нульовим та d(x) | f(x).
Аналогiчно показується, що d(x) | g(x).

Нехай тепер многочлен h(x) ∈ F [x] такий, що h(x) | f(x) i h(x) | g(x).
З властивостей подiльностi випливає, що тодi h(x) | (m0(x)f(x)) i
h(x) | (n0(x)g(x)), тодi h(x) | (m0(x)f(x) + n0(x)g(x)), тобто h(x) | d(x).

Теорему доведено.

Зрозумiло, що всi найбiльшi спiльнi дiльники двох заданих много-
членiв є асоцiйованими. Також многочлен, асоцiйований з найбiльшим
спiльним дiльником заданих многочленiв, i сам буде найбiльшим спiль-
ним дiльником цих многочленiв. Якщо розглядати найбiльшi спiльнi
дiльники двох многочленiв, принаймнi один з яких є ненульовим, то
серед таких найбiльших спiльних дiльникiв iснує єдиний унiтарний мно-
гочлен.

Тому далi завжди можемо вважати, що найбiльший спiльний дiльник
ненульових многочленiв є унiтарним многочленом.

8.3 Розширений алгоритм Евклiда для многочленiв

Знайдемо найбiльший спiльний дiльник двох ненульових многочленiв
f(x) i g(x). Можна вважати, що deg f(x) ≥ deg g(x).

Лема 8.1. Нехай f(x) = q(x)g(x) + r(x). Тодi

НСД(f(x), g(x)) = НСД(g(x), r(x)).

Доведення. Припустимо, що многочлен d(x), є спiльним дiльником для
многочленiв f(x) i g(x). Тодi за властивостями подiльностi многочленiв
d(x) буде дiлить i многочлен r(x) = f(x) − q(x)g(x). Тобто d(x) буде й
спiльним дiльником для g(x) i r(x).

Тепер припустимо, що d(x), є спiльним дiльником для многочленiв
g(x) i r(x). Тодi за властивостями подiльностi многочленiв d(x) буде дi-
лить i многочлен f(x) = q(x)g(x) + r(x). Тобто d(x) буде й спiльним
дiльником для f(x) i g(x).

Звiдси випливає, що пари (f(x), g(x)) та (g(x), r(x)) мають однаковi
множини спiльних дiльникiв. Тодi найбiльший спiльний дiльник буде
однаковим для обох пар.

Коротко алгоритм Евклiда для многочленiв можна записати у на-
ступному виглядi.
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1. Подiлимо многочлен f на многочлен g з остачею:

f = gq1 + r1, причому deg r1 < deg g.

Тодi з означення найбiльшого спiльного дiльника i властивостей
подiльностi отримуємо, що найбiльший спiльний дiльник многочле-
нiв f i g буде також найбiльшим спiльним дiльником многочленiв
g i r1, i навпаки.

2. Отже, пару многочленiв f , g можна замiнити парою g, r1, сума
степенiв яких є меншою за суму степенiв початкових многочленiв.

3. Якщо r1 = 0, то шуканим найбiльшим спiльним дiльником є мно-
гочлен g. Iнакше переходимо на початок, тобто дiлимо g на r1 з
остачею i повторюємо вищенаведенi мiркування.

Оскiльки на кожному кроцi сума степенiв многочленiв зменшується,
то рано чи пiзно остача вiд дiлення буде рiвною 0. Найбiльшим спiль-
ним дiльником тодi буде остання ненульова остача. Записавши резуль-
тати всiх виконаних дiлень з остачею i послiдовно виражаючи остачi
через попереднi, звiдси можемо отримати подання найбiльшого спiльно-
го дiльника многочленiв f i g у виглядi mf + ng.

Далi запишемо детальнiше кроки даного алгоритму виписуючи вiд-
повiднi формули.

Якщо один з многочленiв f(x) та g(x) є нульовим, но найбiльший
спiльний дiльник цих многочленiв дорiвнює другому, не нульовому, мно-
гочлену. Тому розглядатимемо випадок коли обидва цi многочлени є не-
нульовими. Також вважатимемо, що deg f(x) ≥ deg g(x). Подiлимо f(x)
на g(x) з остачею

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x),

тут q1(x) — частка, r1(x) — остача. Далi подiлимо попереднiй дiльник
g(x) подiлимо на поточну остачу r1(x):

g(x) = r1(x)q2(x) + r2(x),

тут q2(x) та r2(x) новi частка та остача вiдповiдно. Наступним кроком
знову ж подiлимо попереднiй дiльник r1(x) подiлимо на поточну оста-
чу r2(x):

r1(x) = r2(x)q3(x) + r3(x).
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Продовжуючи так далi, з теореми про дiлення з остачею отримуємо на-
ступний ланцюг нерiвностей

f(x) > g(x) > r1(x) > r2(x) > r3(x) > . . .

Оскiльки степенi многочленiв є невiд’ємними числами, то цей ланцюг
закiнчиться маючи деяку скiнченну кiлькiсть елементiв. Тобто у деякий
момент вiдбудеться дiлення нацiло

rk−3(x) = rk−2(x)qk−1(x) + rk−1(x),

rk−2(x) = rk−1(x)qk(x) + rk(x),

rk−1(x) = rk(x)qk+1(x).

Теорема 8.5. Остання ненульова остача rk(x) з ланцюжка

f(x), g(x), r1(x), . . . , rk−3(x), rk−2(x), rk−1(x), rk(x)

отриманого у результатi вище описаного алгоритму є найбiльшим
спiльним дiльником многочленiв f(x) та g(x).

Доведення. З останньої рiвностi для дiлення многочленiв, rk−1(x) дiли-
ться на rk(x). Тодi НСД(rk−1(x), rk(x)) = rk(x). З рiвностей для дiлення
многочленiв отриманих вище та попередньої леми маємо

rk(x) = НСД(rk−1(x), rk(x)) = НСД(rk−2(x), rk−1(x)) = . . . =

= НСД(r1(x), r2(x)) = НСД(g(x), r1(x)) = НСД(f(x), g(x)).

Такий процес отримання найбiльшого спiльного дiльника многочле-
нiв називають алгоритмом Евклiда, як бачимо вiн є аналогiчним до по-
шуку найбiльшого спiльного дiльника для двох цiлих чисел.

Виписанi вище рiвностi для дiлення многочленiв з алгоритма Евклiда
використовуються для знаходження найбiльшого спiльного дiльника у
виглядi НСД(f(x), g(x)) = m(x)f(x) + n(x)g(x).

Приклад 8.2. Знайдемо найбiльший спiльний дiльник многочленiв

f(x) = x4 + x3 − 2x2 + 3x− 3

i
g(x) = x3 + x2 − 2.
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Розв’язання. Подiлимо многочлен f(x) на многочлен g(x) з остачею

x4 + x3 − 2x2 + 3x− 3 =
(
x3 + x2 − 2

)
x− 2x2 + 5x− 3

− x4 − x3 + 2x

− 2x2 + 5x− 3

Отримуємо частку q1(x) = x та остачу r1(x) = −2x2 + 5x− 3.
Наступним кроком подiлимо g(x) на r1(x)

x3 + x2 − 2 =
(
− 2x2 + 5x− 3

) (
− 1

2x− 7
4

)
+ 29

4 x− 29
4

− x3 + 5
2x

2 − 3
2x

7
2x

2 − 3
2x − 2

− 7
2x

2 + 35
4 x− 21

4
29
4 x− 29

4

Отримуємо частку q2(x) = − 1
2x− 7

4 та остачу r2(x) = 29
4 x− 29

4 .
Дiлимо r1(x) на r2(x)

− 2x2 + 5x− 3 =
(
29
4 x− 29

4

) (
− 8

29x+ 12
29

)
2x2 − 2x

3x− 3
− 3x+ 3

0

Оскiльки тут отримали нульову остачу, то попередня не нульова оста-
ча r2(x) i є найбiльшим спiльним дiльником. Оскiльки за домовленiстю
найбiлишим спiльним дiльником вважаємо вiдповiдний унiтарний мно-
гочлен, то НСД(f(x), g(x)) = x− 1.

8.4 Коренi многочленiв

Значенням многочлена

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ F [x]

в точцi b ∈ F називається значення виразу

f(b) = anb
n + an−1b

n−1 + . . .+ a1b+ a0 ∈ F.

Кожен многочлен f ∈ F [x] визначає вiдображення з поля F в F .
Це вiдображення часто ототожнюють з самим цим многочленом. Для



8.5. Зв’язок мiж вiдношенням подiльностi й поняттям кореня 173

нульового многочлена i многочленiв нульового степеня це вiдображення
є сталим i сам многочлен можна ототожнити з його значенням.

Означення 8.7. Коренем многочлена f ∈ F [x] називається такий елемент
b ∈ F , що f(b) = 0.

Приклад 8.3. 1. Коренем нульового многочлена є довiльний елемент
поля.

2. Многочлени нульового степеня не мають коренiв.

3. Дiйсне число
√
2 є коренем многочлена з дiйсними коефiцiєнтами

x2 − 2.

4. Многочлен x2 + 1 не має дiйсних коренiв.

8.5 Зв’язок мiж вiдношенням подiльностi й поняттям кореня

Теорема 8.6 (Теорема Безу). Значення многочлена f(x) в точцi a дорiв-
нює остачi вiд дiлення f(x) на x− a.

Доведення. Подiлимо многочлен f(x) на x− a з остачею:

f(x) = (x− a)q(x) + r(x), причому deg r < deg(x− a),

тобто многочлен r(x) або нульовий, або має нульовий степiнь. Тому мо-
жна вважати, що r(x) = r ∈ F . Обчислюючи значення лiвої та правої
частин в точцi a, отримуємо рiвнiсть f(a) = r, чим завершуємо доведен-
ня теореми.

Наслiдок 8.3. Елемент a ∈ F є коренем многочлена f(x) ∈ F [x] тодi й
тiльки тодi, коли f(x) дiлиться на x− a.

Теорема 8.7. Кiлькiсть коренiв многочлена степеня n (n ≥ 0) не пере-
вищує n.

Доведення. Iндукцiя за n.
База iндукцiї: при n = 0 маємо многочлен нульового степеня, у якого

нема жодного кореня i тому твердження теореми справджується.
Нехай теорему доведено для всiх многочленiв, степiнь яких менший

за n. Розглянемо многочлен f(x) степеня n. Якщо вiн не має коренiв,
то твердження правильне. Iнакше виберемо деякий його корiнь a. Тодi
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f(x) = (x − a)f1(x) для деякого многочлена f1(x) степеня n − 1. Для
довiльного кореня b многочлена f(x), вiдмiнного вiд a, маємо рiвнiсть
0 = f(b) = (b − a)f1(b). Звiдси f1(b) = 0, тобто цей корiнь буде коренем
многочлена f1(x). Але за припущенням iндукцiї цей многочлен має не
бiльше n− 1 кореня, звiдки й отримуємо необхiдне.

Означення 8.8. Кратнiстю кореня a многочлена f(x) називається таке
натуральне число k, що (x−a)k | f(x), але (x−a)k+1 вже не є дiльником
f(x).

Елемент a — корiнь f(x) кратностi k, якщо f(x) = (x− a)kf1(x) для
деякого многочлена f1(x), причому f1(a) ̸= 0. Означення є коректним,
це випливає з наслiдку. Коренi многочлена, кратнiсть яких рiвна 1, буде-
мо називати простими коренями, а коренi вищої кратностi — кратними.
Будемо вважати, що елементи поля, якi не є коренями многочлена, є
його коренями кратностi 0.

Наслiдок з теореми Безу можна узагальнити з урахуванням кратно-
стi коренiв

Теорема 8.8. Нехай a1, . . . , am — коренi многочлена f(x) ∈ F [x] кратно-
стей k1, . . . , km вiдповiдно, то f(x) має вигляд

f(x) = (x− a1)
k1 . . . (x− am)kmg(x),

причому жоден з елементiв a1, . . . , am не є коренем многочлена g(x).

Теорема 8.9 (Теорема Вiєта). Нехай многочлен

f(x) = anx
n + . . .+ a2x

2 + a1x+ a0

можна розкласти на лiнiйнi множники наступним чином

f(x) = (x− b1)(x− b2) . . . an(x− bn).

Тодi b1, b2, . . . , bn є коренями даного многочлена i для них справедливi
наступнi формули, якi пов’язують їх з коефiцiєнтами многочлена

b1 + b2 + . . .+ bn = −an−1

an
,

b1b2 + b1b3 + . . .+ bn−1bn =
an−2

an
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

bi1bi2 . . . bik = (−1)k
an−k

an
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b1b2 . . . bn = (−1)n
a0
an
.

Доведення. Для отримання шуканих формул достатньо перемножити
даний в умовi розклад многочлена f(x). Тодi прирiвняємо коефiцiєнти
при однакових степенях у розкритому добутку i у початковому много-
членi f(x). Запишемо якi коефiцiєнти отримано при вiдповiдних степе-
нях:

xn : an = an,

xn−1 : an−1 = −an · (b1 + b2 + . . .+ bn),

xn−2 : an−2 = an · (b1b2 + b1b3 + . . .+ bn−1bn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn−k : an−k = (−1)kan ·
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

bi1bi2 . . . bik ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x0 : a0 = (−1)nan · b1b2 . . . bn.

Звiдси прямо отримуємо формули з твердження теореми.

Отриманi у теоремi формули, що пов’язують коренi рiвняння з кое-
фiцiєнтами рiвняння, називають формулами Вiєта.

8.6 Схема Горнера

Схема Горнера використовується для дiлення з остачею многочлена

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ F [x]

на многочлен x− c.
Для дiлення довiльного многочлена на двочлен x−c можна скориста-

тися наступним способом, який є простiший за використання дiлення у
стовпчик. Очевидно що у такому випадку результатом дiлення буде мно-
гочлен степеня менше одиницi, тобто це буде деякий елемент поля F .
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Розглянемо деякий многочлен та добуток, який отримано пiсля дiле-
ння його на x− c

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = (x− c)(bn−1x
n−1 + . . .+ b1x+ b0) + r,

де r — остача вiд дiлення, тобто деякий елемент поля, а bn−1x
n−1 +

. . .+ b1x+ b0 — частка вiд дiлення. Тобто маємо у лiвiй i правiй частинi
даної рiвностi два многочлени, вони будуть однаковими коли збiгаються
коефiцiєнти при однакових степенях. Тому прирiвняємо коефiцiєнти при
однакових степенях x у лiвiй та правiй частинi та запишемо вiдповiднi
рiвностi:

xn : an = bn−1,

xn−1 : an−1 = bn−2 − cbn−1,

xn−2 : an−2 = bn−3 − cbn−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1 : a1 = bb − cb1,

x0 : a0 = r − cb0.

З даних формул можемо отримати рекурентнi формули для отри-
мання коефiцiєнтiв bi многочлена частки та остачi r через коефiцiєн-
ти початкового многочлена ai+1 та bi−1. Запишемо отриманi рекурентнi
формули

bn−1 = an,

bn−2 = an−1 + cbn−1,

bn−3 = an−2 + cbn−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b0 = a1 + cb1,

r = a0 + cb0.

Початковi данi та результати зручно записувати як таблицю, таке
подання називають схемою Горнена:

an an−1 an−2 . . . a1 a0
c bn−1 bn−2 bn−3 . . . b0 r

З отриманих рекурсивних рiвностей випливає, що перший елемент
другого рядка bn−1 просто переписується з першого рядка, а кожен на-
ступний елемент другого рядка обчислюється як сума числа, що стоїть
над ним, та помноженого на c числа злiва вiд нього.
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Приклад 8.4. Подiлимо з остачею многочлен f(x) = x3 + x2 − 1 на мно-
гочлен x+ 2.

1 1 0 −1
−2 1 −1 2 −5

Отже, частка рiвна x2 − x + 2, а остача рiвна −5, f(−2) = −5, тому
−2 — не корiнь f(x).

8.7 Похiдна

Означення 8.9. Похiдною многочлена

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−2x
2 + an−1x+ an ∈ F [x]

називається многочлен

f ′(x) = na0x
n−1 + (n− 1)a1x

n−2 + . . .+ 2an−2x+ an−1 ∈ F [x].

Таке означення є формальним, на вiдмiну вiд змiстовного означення,
яке дається за допомогою поняття границi. Тому воно пiдходить для
дослiдження многочленiв з коефiцiєнтами з довiльного поля.

Зауважимо, що похiдна многочлена нульового степеня, а також ну-
льового многочлена, є нульовим многочленом. Також очевидно, що по-
хiдна многочлена додатного степеня має степiнь, менший на одиницю:
deg f ′(x) = deg f(x)− 1, якщо deg f(x) > 0.

Теорема 8.10. Властивостi похiдної можна сформулювати у насту-
пному виглядi:

1. (λf(x))′ = λf ′(x),

2. (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x),

3. (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

4. (f1f2 . . . fk)
′(x) = (f ′1f2 . . . fk)(x)+(f1f

′
2 . . . fk)(x)+· · ·+(f1f2 . . . f

′
k)(x),

5. ((x− a)k)′ = k(x− a)k−1,

6. (fk(x))′ = kfk−1(x)f ′(x).
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Доведення. Доведення пунктiв 1 та 2 випливає безпосередньо з означе-
ння.

Доведемо пункт 3, для цього записуємо добуток многочленiв через
суми вiдповiдних елементiв, далi обсимлюємо похiдку суми за попере-
днiми властивостями. Нехай

f(x) =

n∑
i=0

aix
i та g(x) =

m∑
j=0

bjx
j .

Обчислимо похiдну добутку цих многочленiв

(f(x)g(x))′ =
( n∑
i=0

m∑
j=0

aibjx
i+j
)′

=

n∑
i=0

m∑
j=0

(i+ j)aibjx
i+j−1 =

=
( n∑
i=0

iaix
i−1
)( m∑

j=0

bjx
j
)
+
( n∑
i=0

aix
i
)( m∑

j=0

jbjx
j−
)
=

= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Пункт 4 випливає з пункта 3, якщо застосувати iндукцiю по k. Пункт
5 та 6 випливають з властивостi 4.

Твердження 8.12. Нехай f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n. Тодi

f ′(x) = ak
k!

0!
+ ak+1

(k + 1)!

1!
x+ . . .+ an

n!

(n− k)!
xn−k =

= k!

(
ak

(
k

0

)
+ ak+1

(
k + 1

1

)
x+ . . .+ an

(
n

n− k

)
xn−k

)
.

Доведення. Застосувавши властивiсть для похiдної вiд суми многочле-
нiв, очевидно, що достатньо обчислити похiднi кожного одночлена, який
входить в многочлен f(x). Оскiльки кожен одночлен має вигляд amx

m,
то за першою властивiстю коефiцiєнт am виноситься за похiдну. Тому
залишається знайти вигляд похiдної довiльного порядку вiд xm. Справ-
джуються наступнi рiвностi для k-ої похiдної

(xm)(k) = m(xm−1)(k−1) = m(m− 1)(xm−2)(k−2) = . . . =

= m(m− 1) . . . (m− k + 1)xm−k =

=
m!

(m− k)!
xm−k = k!

(
m

m− k

)
xm−k.
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Теорема 8.11. Якщо корiнь многочлена f(x) ∈ F [x] має кратнiсть k i у
полi F виконана нерiвнiсть k ̸= 0, то цей корiнь є коренем кратностi
k − 1 похiдної цього многочлена. Зокрема, простий корiнь многочлена
не буде коренем його похiдної.

Доведення. Нехай елемент a ∈ F є коренем кратностi k многочлена f(x).
Тодi f(x) = (x− a)kf1(x) для деякого многочлена f1(x) ∈ F [x], причому
елемент a не є його коренем. Обчислимо похiдну f(x):

f ′(x) = ((x− a)k)′f1(x) + (x− a)kf ′1(x) =

= k(x− a)k−1f1(x) + (x− a)kf ′1(x) =

= (x− a)k−1(kf1(x) + (x− a)f ′1(x)).

Для многочлена g(x) = kf1(x)+(x−a)f ′1(x) маємо g(a) = kf1(a) ̸= 0. Це
й означає, що a є коренем кратностi k− 1 похiдної многочлена f(x).

Теорема 8.12. Нехай f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−2x
2 + an−1x+ an —

многочлен з цiлими коефiцiєнтами, p/q — його рацiональний корiнь.
Тодi p | an, q | a0.

Доведення. Якщо корiнь є нульовим, то твердження правильне.
Нехай далi p ∈ Z, p ̸= 0, q ∈ N, причому НСД(p, q) = 1. Спочатку

розглянемо випадок, коли a0 = 1. Пiдставимо в f(x) корiнь p/q:

pn

qn
+ a1

pn−1

qn−1
+ · · ·+ an−2

p2

q2
+ an−1

p

q
+ an = 0,

звiдки

pn

q
+ a1p

n−1 + · · ·+ an−2p
2qn−3 + an−1pq

n−2 + anq
n−1 = 0.

Така рiвнiсть можлива лише тодi, коли q = 1, тобто корiнь є цiлим i
рiвним p. Тодi

pn + a1p
n−1 + · · ·+ an−2p

2 + an−1p+ an = 0,

звiдки p | an.
В загальному випадку можна вважати, що a0 > 1. Розглянемо мно-

гочлен

an−1
0 f(x) = an0x

n + a1a
n−1
0 xn−1 + · · ·+ an−1a

n−2
0 a0x+ ana

n−1
0 .
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Зробивши замiну змiнної y = a0x, отримаємо многочлен

yn + a1y
n−1 + · · ·+ an−2a

n−3
0 y2 + an−1a

n−2
0 y + ana

n−1
0 .

За доведеним, кожен рацiональний корiнь цього многочлена є цiлим чи-
слом p1, на яке дiлиться ana

n−1
0 . Тодi число p1/a0 буде коренем много-

члена f(x), i для нього виконується твердження теореми.

8.8 Використання многочленiв

Спецiальний тип многочленiв виникає при обчислення визначникiв
спецiального виду.

Нехай a1, . . . , an — довiльнi елементи поля F , n ≥ 2. Визначник∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 · · · an−1

1

1 a2 a22 · · · an−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2n · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
називається визначником Вандермонда i позначається ∆n(a1, . . . , an).

Приклад 8.5. Визначник Вандермонда другого порядку обчислюється
за означенням:

∆2(a1, a2) =

∣∣∣∣1 a1
1 a2

∣∣∣∣ = a2 − a1.

Приклад 8.6. Для обчислення визначника Вандермонда третього поряд-
ку спочатку вiднiмемо вiд третього стовпчика другий, домножений на a1,
потiм вiд другого стовпчика перший, також домножений на a1, а то-
дi розкладемо за першим рядком i винесемо спiльнi множники з обох
рядкiв:

∆3(a1, a2, a3) =

∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21
1 a2 a22
1 a3 a23

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 a2 − a1 a22 − a2a1
1 a3 − a1 a23 − a3a1

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣a2 − a1 a22 − a2a1
a3 − a1 a23 − a3a1

∣∣∣∣ = (a2 − a1)(a3 − a1)

∣∣∣∣1 a2
1 a3

∣∣∣∣ =
= (a2 − a1)(a3 − a1)∆2(a2, a3) = (a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2).
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Теорема 8.13.
∆n(a1, . . . , an) =

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai).

Доведення. Iндукцiя за n.
База iндукцiї: n = 2. Рiвнiсть ∆2(a1, a2) = a2 − a1 виконується.
Iндуктивний крок. Для обчислення ∆n(a1, . . . , an) скористаємось тим

же прийомом, що й при обчислення визначника Вандермонда третього
порядку. А саме, вiд кожного стовпчика, починаючи з останнього, вiднi-
мемо попереднiй, домножений на a1, тодi розкладемо за першим рядком,
i винесемо з кожного рядка спiльний множник його елементiв.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 · · · an−1

1

1 a2 a22 · · · an−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2n · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · · 0
1 a2 − a1 a22 − a2a1 · · · an−1

2 − an−2
2 a1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an − a1 a2n − ana1 · · · an−1

n − an−2
n a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (a2 − a1) . . . (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 · · · an−2

2

1 a3 · · · an−2
3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an · · · an−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= (a2 − a1) . . . (an − a1)∆n−1(a2, . . . , an),

звiдки, скориcтавшись припущенням iндукцiї, отримуємо потрiбну рiв-
нiсть.

8.9 Iнтерполяцiйна задача

Зафiксуємо поле F i натуральне число n. Розглянемо n пар елементiв
поля F

(a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn) (8.1)

таких, що ai ̸= aj при i ̸= j.
Iнтерполяцiйною задачею з n вузлами iнтерполяцiї (8.1) називається

задача знаходження такого многочлена f над полем P , що f(ai) = bi,
1 ≤ i ≤ n. Коротко умову iнтерполяцiйної задачi записують у виглядi
таблицi

x a1 a2 . . . an
f(x) b1 b2 . . . bn
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Теорема 8.14. Iснує єдиний многочлен степеня, меншого за n, який є
розв’язком iнтерполяцiйної задачi з n вузлами iнтерполяцiї.

Доведення. Потрiбно довести iснування i єдинiсть такого впорядковано-
го набору (α1, . . . , αn) ∈ Pn, що многочлен

f(x) = α1 + α2x+ · · ·+ αn−1x
n−2 + αnx

n−1

в точцi ai набуває значення bi, 1 ≤ i ≤ n.
Пiдставивши, отримаємо

α1 + α2ai + · · ·+ αn−1a
n−2
i + αna

n−1
i = bi, 1 ≤ i ≤ n.

Розглянемо цi рiвностi, як систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими
α1, . . . , αn. Основна матриця цiєї системи має вигляд

1 a1 a21 · · · an−1
1

1 a2 a22 · · · an−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2n · · · an−1

n

 ,

а її визначник — це визначник Вандермонда ∆n(a1, . . . , an). Оскiльки
числа a1, . . . , an попарно рiзнi, то цей визначник не рiвний нулю. Тому, за
теоремою Крамера, система лiнiйних рiвнянь має єдиний розв’язок. Це i
означає iснування i єдинiсть многочлена, вказаного в умовi теореми.

Застосувавши формули Крамера, можна обчислити коефiцiєнти iн-
терполяцiйного многочлена. Проте можна вказати простiшi способи зна-
ходження iнтерполяцiйного многочлена.

Далi розглянемо запис iнтерполяцiйного многочлена у формi Лагран-
жа. Нехай задано iнтерполяцiйну задачу

x a1 a2 . . . an
f(x) b1 b2 . . . bn

.

Розглянемо таку iнтерполяцiйну задачу

x a1 a2 . . . an
L1(x) 1 0 . . . 0

.

Оскiльки a2, . . . , an — коренi многочлена L1(x), то

L1(x) = (x− a2) . . . (x− an)h(x).
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Оскiльки iснує iнтерполяцiйний многочлен степеня ≤ n−1, то deg h = 0.
Отже, h(x) = α ∈ P i з рiвностi L1(a1) = 1 отримуємо

α =
1

(a1 − a2) . . . (a1 − an)
.

Остаточно
L1(x) =

(x− a2) . . . (x− an)

(a1 − a2) . . . (a1 − an)
.

Аналогiчно для iнтерполяцiйної задачi

x a1 a2 . . . an
L2(x) 0 1 . . . 0

отримуємо iнтерполяцiйний многочлен

L2(x) =
(x− a1)(x− a3) . . . (x− an)

(a2 − a1)(a2 − a3) . . . (a2 − an)
,

i т. д., для iнтерполяцiйної задачi

x a1 a2 . . . an
Ln(x) 0 0 . . . 1

отримуємо iнтерполяцiйний многочлен

Ln(x) =
(x− a1)(x− a2) . . . (x− an−1)

(an − a1)(an − a2) . . . (an − an−1)
.

Тепер маємо iнтерполяцiйний многочлен для початкової задачi:

f(x) = b1L1(x) + b2L2(x) + · · ·+ bnLn(x).

Тобто

f(x) =

n∑
i=1

bi
(x− a1) . . . (x− ai−1)(x− ai+1) . . . (x− an)

(ai − a1) . . . (ai − ai−1)(ai − ai+1) . . . (ai − an)
.

Цей многочлен називається iнтерполяцiйним многочленом у формi Ла-
гранжа. Вiн має степiнь, не бiльший за n−1, оскiльки є сумою многочле-
нiв степеня n−1. При додаваннi нових вузлiв iнтерполяцiї цей многочлен
потрiбно повнiстю перераховувати.

Також iснує наступна форма запису для iнтерполяцiйного многочле-
на. Розглянемо запис iнтерполяцiйного многочлена у формi Ньютона.
Нехай задано iнтерполяцiйну задачу
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x a1 a2 . . . an
fn(x) b1 b2 . . . bn

.

Розглянемо такi iнтерполяцiйнi задачi:

x a1
f1(x) b1

,

x a1 a2
f2(x) b1 b2

,

i т. д.,

x a1 a2 . . . an−1

fn−1(x) b1 b2 . . . bn−1
.

Тодi f1(x) = b1. Позначимо c1 = b1 i fn(x) = f(x). Для довiльного i,
1 < i ≤ n значення рiзницi многочленiв fi − fi−1 в точках a1, . . . , ai−1

рiвнi 0. Степiнь цiєї рiзницi не бiльший за i− 1. Тому

(fi − fi−1)(x) = ci(x− a1) . . . (x− ai−1)

для деякого ci ∈ P . Послiдовно виражаючи, отримуємо iнтерполяцiйний
многочлен

f(x) = c1+c2(x−a1)+c3(x−a1)(x−a2)+· · ·+cn(x−a1)(x−a2) . . . (x−an−1).

Цей многочлен називається iнтерполяцiйним многочленом у формi Нью-
тона. Коефiцiєнти c1, c2, . . . , cn у ньому не визначенi. Їх знаходять, по-
слiдовно пiдставляючи вузли iнтерполяцiї.

8.10 Вправи

1. Виконайте дiї

(x2 − x+ 3)(x3 − 1)− (x− 2)(3x3 − 2x− 1).

2. Знайдiть степенi i вкажiть старшi коефiцiєнти многочленiв

а) 0x5 − 2x3 + 5x4 + 7x− 2,

б) (2x3 − 3x− 1)7.
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3. Знайдiть степiнь добутку многочленiв

(x5 + 2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x)(5x3 − 4x2 + 3x− 2).

4. Нехай f(x) = 3x2 − 4x+ 2 та g(x) = 2x− 3, обчислiть

а) (f + g)(x),

б) (f + 2g)(x),

в) (fg)(x).

5. Знайдiть вiльний член та суму коефiцiєнтiв многочлена

(x4 + x3 − x− 1)2026.

6. Доведiть тотожнiсть

xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ 1).

7. Нехай c та d є коренями многочлена f(x) = x2 + a1x+ a2 з невiдо-
мими коефiцiєнтами a1 та a2. Знайдiть коренi многочлена

h(x) = a2x
2 + a1(a2 + 1)x+ (a2 − 1)2 + a21.

8. Нехай f(x), g(x), h(x), v(x) є ненульовими многочленами, для яких
виконується рiвнiсть f(x)g(x) = g(x)v(x). Доведiть, що f(x) = v(x).

9. Знайдiть найбiльший спiльний дiльник многочленiв f(x) та g(x)

а) f(x) = 2x6 − 3x4 + 4x3 − 5x+ 2 та g(x) = 3x3 + 2x2 + x− 1;

б) f(x) = 2x4+15x3+31x2−3x−45 та g(x) = 8x3+38x2+27x−45.

10. За допомогою схеми Горнера подiлiть з остачею многочлен f(x) на
g(x), якщо

а) f(x) = 7x5 + 7x4 − 3x2 − x− 1 та g(x) = x+ 1;

б) f(x) = x6 + 2x5 + 2x4 + 4x3 + 5x2 + 11x+ 3 та g(x) = x+ 2;

в) f(x) = x4 − 3x3 − 2x2 + 10x− 6 та g(x) = x− 3.

11. Визначити кратнiсть кореня a многочлена f(x)
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а) f(x) = x4 − 3x3 − 6x2 + 28x− 24 та a = 1;

б) f(x) = x4 − 8x3 + 22x2 − 24x+ 9 та a = 3.

12. Перевiрити чи є незвiдними многочлени над полем рацiональних
чисел:

а) x5 − 15x3 + 25x2 + 5x− 35;

б) x4 − x3 + 2x+ 1;

в) x(p−1)pk

+x(p−2)pk

+. . .+xp
k

+1, де p — просте, а k — натуральне
число.

13. За яких умов многочлен axn + bxn−1 + 1 дiлиться на многочлен
x2 − 2x+ 1?

14. Нехай многочлен anxn+an−1x
n−1+ . . .+a1x+a0 має коренi x1, x2,

. . . , xn. Якi коренi матимуть наступнi многочлени

а) anxn − an−1x
n−1 + an−2x

n−2 − . . .+ (−1)na0;

б) a0xn + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an.

15. Сума двох коренiв многочлена 2x3 − x2 − 7x + a дорiвнює один.
Знайдiть невiдомий коефiцiєнт a.

16. Знайдiть похiднi многочлена x4 − 3x3 − 6x2 + 28x− 24.

17. Довести, що 1 буде коренем кратностi три многочлена

x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1

для довiльного натурального n.



Роздiл 9

Факторизацiя многочленiв

Означення 9.1. Многочлени f i g називаються взаємно простими, якщо
їх найбiльший спiльний дiльник дорiвнює 1.

Теорема 9.1 (Критерiй взаємної простоти многочленiв). Многочлени f i
g є взаємно простими тодi й тiльки тодi, коли iснують такi много-
члени m i n, що mf + ng = 1.

Доведення. Необхiднiсть випливає з означення взаємної простоти i тео-
реми про iснування найбiльшого спiльного дiльника многочленiв.

Доведемо достатнiсть. Нехай iснують такi многочлени m i n, що
mf + ng = 1 i многочлен d є найбiльшим спiльним дiльником f i g. Тодi
d | f , d | g, звiдки d | (mf), d | (ng) i d | (mf+ng). Отже, многочлени d i 1
асоцiйованi, тобто многочлен 1 також є набiльшим спiльним дiльником
многочленiв f i g, що й завершує доведення.

Твердження 9.1. Якщо многочлен f є взаємно простим з кожним iз
многочленiв g i h, то многочлени f i gh є взаємно простими.

Доведення. За критерiєм взаємної простоти для деяких многочленiв m1,
m2, n1, n2 мають мiсце рiвностi

1 = m1f + n1g i 1 = m2f + n2h.

Звiдси

1 = m1f +n1g · 1 = m1f +n1g(m2f +n2h) = (m1+n1gm2)f +(n1n2)(gh),

що за тим же критерiєм i означає взаємну простоту многочленiв f i gh.
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Твердження 9.2. Якщо многочлени f i g взаємно простi, а многочлен
h є таким, що f | (gh), то f | h.

Доведення. За критерiєм взаємної простоти для деяких многочленiв m,
n маємо рiвнiсть

1 = mf + ng.

Домножимо її на h:
h = (mh)f + n(gh).

Кожен з доданкiв у правiй частинi цiєї рiвностi дiлиться на f , звiдки
f | h.

9.1 Незвiднi многочлени

Означення 9.2. Многочлен f(x) ∈ F [x] називається незвiдним над F
якщо вiн не розкладається у добуток многочленiв менших (додатнiх)
степенiв над цим же F .

Зауважимо, що над рiзними множинами один й той самий многочлен
може мати рiзнi властивостi щодо звiдностi чи незвiдностi.

Iншими словами, з рiвностi f = gh випливає, що один з многочленiв
g, h має нульовий степiнь, а iнший асоцiйований з f . Всi iншi многочлени
додатного степеня з F [x] називаються звiдними над F , тобто f звiдний,
якщо f = gh, deg g > 0, deg h > 0.

Многочлен, асоцiйований з незвiдним многочленом над полем F , сам
буде незвiдним над F .

Незвiднiсть залежить вiд поля, над яким розглядаєтья многочлен:
x2 + 1 = (x+ i)(x− i) незвiдний над R, але звiдний над C.

Приклад 9.1. Кожен многочлен першого степеня є незвiдним над полем,
якому належать його коефiцiєнти.

Справдi, якби такий многочлен був звiдним, то це означало б, що його
степiнь, число 1, можна записати, як суму двох натуральних чисел, а це
неможливо.

Приклад 9.2. Кожен многочлен другого степеня над полем дiйсних чи-
сел, дискримiнант якого вiд’ємний, є незвiдним над полем R.

Справдi, нехай f(x) = x2 + bx+ c ∈ R i D = b2 − 4c < 0. Припустимо,
що такий многочлен звiдний над R, тобто f(x) = (x + α)(x + β) для
деяких дiйсних чисел α, β. Тодi b = α+ β, c = αβ i

D = (α+ β)2 − 4αβ = (α− β)2 ≥ 0.
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Суперечнiсть. Отже, многочлен f є незвiдним над полем R.

Лема 9.1. Нехай f i g — незвiднi многочлени над полем P . Тодi вони
або взаємно простi, або асоцiйованi.

Доведення. Нехай d — найбiльший спiльний дiльник многочленiв f i g.
Тодi f = df1 i g = dg1 для деяких многочленiв f1, g1. З незвiдностi мно-
гочлена f випливає, що або deg d = 0, або deg d = deg f > 0. У першому
випадку це означає, що многочлени f i g є взаємно простими. А у друго-
му, враховуючи незвiднiсть многочлена g, що deg f1 = deg g1 = 0, тобто
кожен з многочленiв f i g асоцiйований з d, а вiдтак f i g асоцiйованi.

Теорема 9.2 (Основна теорема арифметики для кiльця многочленiв). Ко-
жен многочлен додатного степеня над полем F розкладається в добу-
ток незвiдних многочленiв над F , причому такий розклад однозначний
з точнiстю до порядку множникiв та асоцiйованостi.

Доведення. Нехай f(x) ∈ F [x], deg f > 0. Доведемо, що вказаний роз-
клад iснує.

Проведемо iндукцiю за степенем многочлена f .
Базою iндукцiї є значення степеня 1 i в цьому випадку сам многочлен

є незвiдним.
В загальному випадку, якщо многочлен f є незвiдним, то все дове-

дено. Iнакше iснує розклад f = f1f2, в якому степенi обох множникiв
додатнi, а вiдтак обидва меншi за степiнь многочлена f . Тепер розгляда-
ємо цi многочлени f1 i f2 меншого степеня i застосовуємо до них припу-
щення iндукцiї. Домноживши розклад одного з них на розклад iншого,
отримаємо розклад для f .

Нехай f = p1p2 . . . pk = q1q2 . . . ql для деяких незвiдних многочленiв
p1, p2, . . . , pk, q1, q2, . . . , ql, k, l ≥ 1. Тодi добуток q1q2 . . . qk дiлиться
на многочлен p1. За лемою многочлен p1 або взаємно простий, або асо-
цiйований з кожним iз многочленiв q1, q2, . . . , ql. Якщо припустити, що
вiн взаємно простий iз кожним з них, то вiн буде взаємно простим i з
їхнiм добутком, тобто не зможе бути дiльником цього добутку i отри-
маємо суперечнiсть. Отже, многочлен p1 асоцiйований з, не обмежуючи
загальностi, многочленом q1. Скорочуючи на p1, отримаємо рiвнiсть до-
буткiв незвiдних многочленiв p2 . . . pk = q′2 . . . ql.

Продовжуючи такi мiркування далi, отримаємо рiвнiсть виду

1 = q′k+1 . . . ql або 1 = p′l+1 . . . pk,
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де всi множники є незвiдними многочленами. Але це неможливо. Тому
множникiв у початкових розкладах порiвну, i кожному множнику одного
розкладу вiдповiдає асоцiйований з ним множник iншого так, що рiзним
множникам першого розкладу вiдповiдають рiзнi множники iншого.

Теорема 9.3. Нехай f(x) є многочленом з коефiцiєнтами з деякого поля
(наприклад R або C) та степiнь f(x) дорiвнює два або три. Тодi f(x) є
незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не має нулiв.

Доведення. Нехай многочлен f(x) має нуль a. Тодi його можна розкла-
сти на множники наступним чином f(x) = (x − a)h(x). Для випад-
ку deg(f(x)) = 2 маємо deg(h(x)) = 1, та при deg(f(x)) = 3 маємо
deg(h(x)) = 2. Таким чином бачимо, що f(x) є звiдним.

Тепер припустимо, що f(x) є звiдним. Тодi iснують многочлени h(x)
та g(x), такi, що f(x) = h(x)g(x). Також з означення незвiдного много-
члена очевидно, що deg(h(x)) < deg(f(x)) i deg(g(x)) < deg(f(x)), та не
втрачаючи загальностi можемо вважати, що deg(g(x)) ≤ deg(h(x)).

Скористаємося властивiстю степеня добутку многочленiв враховую-
чи, що f(x) = h(x)g(x) маємо рiвнiсть deg(f(x)) = deg(h(x))+deg(g(x)).
Оскiльки deg(g(x)) ≤ deg(h(x)), при deg(f(x)) = 2 = 1 + 1 маємо
deg(g(x)) = 1, та deg(f(x)) = 3 = 2 + 1 маємо deg(g(x)) = 1. Тодi мно-
гочлен g(x) є лiнiйним, тобто g(x) = αx + β, де α ̸= 0. Тодi a = −β/α є
нулем g(x) а тодi й нулем f(x).

9.2 Многочлени з цiлими коефiцiєнтами

Розглянемо початковi вiдомостi про многочлени з цiлими коефiцiєн-
тами.

Нехай Z[x] — кiльце многочленiв вiд однiєї змiнної з цiлими коефi-
цiєнтами. Многочлен f(x) ∈ Z[x] дiлиться на g(x) ∈ Z[x], якщо iснує
h ∈ Z[x] такий, що f(x) = g(x)h(x).

Зауважимо, що аналог теореми про дiлення з остачею не виконується:
x не можна подiлити на 2 (x = 2 · 1/2x в Q[x]).

Многочлен f ∈ Z[x] — незвiдний над Z, якщо його не можна подати
у виглядi добутку двох многочленiв додатного степеня з цiлими коефi-
цiєнтами.

Означення 9.3. Вмiстом многочлена

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0 ∈ Z[x]
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називається найбiльший спiльний дiльник його коефiцiєнтiв

cont(f) = НСД(a0, a1, . . . , an−2, an−1, an).

Зауважимо, що вмiст визначений однозначно з точнiстю до знака.

Приклад 9.3. cont(6x3 − 24x2 + 15) = НСД(6, 24, 15) = 3

Твердження 9.3. f(x) = cont(f) · f1(x), причому cont(f1) = 1

Приклад 9.4. 6x3−24x2+15 = 3 · (2x3−8x2+5), де cont(2x3−8x2+5) =
НСД(2, 8, 5) = 1

Лема 9.2 (Лема Гауса). Для довiльних f, g ∈ Z[x] має мiсце рiвнiсть

cont(f · g) = cont(f) · cont(g).

Доведення. З рiвностi

f · g = cont(f)f1 · cont(g)g1, де cont(f1) = cont(g1) = 1,

випливає, що досить перевiрити твердження леми для многочленiв з
вмiстом 1.

Нехай маємо многочлени з цiлими коефiцiєнтами i вмiстом 1:

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0,

g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b2x
2 + b1x+ b0.

Позначимо h(x) = f(x) · g(x) i нехай

h(x) = cn+mx
n+m + cn+m−1x

n+m−1 + · · ·+ c2x
2 + c1x+ c0.

Позначимо d = conth i припустимо, що d > 1. Тодi d має простi дiльни-
ки. Нехай p — довiльний простий дiльник числа d. Тодi усi коефiцiєнти
многочлена h дiляться на p. В той же час, оскiльки вмiст кожного з по-
чаткових многочленiв рiвний 1, як у многочлена f , так i в многочлена g
знайдуться коефiцiєнти, що не дiляться на p.

Нехай r — найменший такий номер, що коефiцiєнт ar не дiлиться на
p, а s — найменший такий номер, що коефiцiєнт bs не дiлиться на p.
Зокрема, тодi на p дiляться всi коефiцiєнти

ar−1, ar−2, . . . , a1, a0 i bs−1, bs−2, . . . , b1, b0.
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Але тодi в многочлена h також знайдеться коефiцiєнт, котрий не дiли-
ться на p. Справдi, коефiцiєнт

cr+s = arbs + (ar+1bs−1 + ar+2bs−2 + · · · ) + (ar−1bs+1 + ar−2bs+2 + · · · )

не дiлиться на p.
Суперечнiсть. Отже, d = 1, що й потрiбно було довести.

Завжди зручно використовувати теореми критерiї, якi дають необ-
хiдну i достатню умову для перевiрки деякого факту. Так важливий i
красивий результат сформульований Гаусом — це критерiй розкладностi
на множники многочлена з цiлими коефiцiєнтами.

Теорема 9.4. Нехай f(x) ∈ Z[x] — многочлен з цiлими коефiцiєнтами.
Многочлен f(x) можна розкласти у добуток двох многочленiв степенiв
n та m з цiлими коефiцiєнтами тодi i тiльки тодi, коли многочлен
f(x) можна розкласти у добуток двох многочленiв тих самих степенiв
n та m з рацiональними коефiцiєнтами.

Доведення. З незвiдностi многочлена з цiлими коефiцiєнтами над Q ви-
пливає незвiднiсть над Z, оскiльки кожне цiле число є рацiональним.

Доведемо в iнший бiк. А саме, покажемо, що зi звiдностi над Q ви-
пливає звiднiсть над Z. Розглянемо многочлен f(x) ∈ Z[x] додатного
степеня. Нехай f = gh для деяких g(x), h(x) ∈ Q[x]. Без обмеження за-
гальностi можемо вважати, що cont(f) = 1. Зафiксуємо таке натуральне
число m, що mg(x) ∈ Z[x]. Позначимо n = cont(mg), n > 0. Тодi для до-
датного рацiонального числа r = m/n виконуються умови: rg(x) ∈ Z[x]
i cont(rg) = 1. Аналогiчно отримуємо додатне рацiональне число s таке,
що: sh(x) ∈ Z[x] i cont(sh) = 1. Покажемо, що тодi rs = 1. Справдi, за
лемою Гауса, cont(rg) cont(sh) = cont(rgsh), тобто 1 = cont((rs)f). Звiд-
си отримуємо розклад f(x) = (rg(x))(sh(x)), який є розкладом над Z,
що й потрiбно було довести.

Наслiдок 9.1. Нехай f(x) = xn+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0 ∈ Z[x], де a0 ̸= 0.

Якщо f(x) має нуль в Q, тодi f(x) має корiнь b ∈ Z та b дiлить a0.

Доведення. Якщо b є нулем f(x), то (x− b) є лiнiйним дiльником з Q[x].
За теоремою 9.4 многочлен f(x) має лiнiйний дiльник з Z, тобто

f(x) = (αx+ β)g(x).
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Розглянемо старший коефiцiєнт, отриманий з цього запису, i врахуємо,
що старший коефiцiєнт f(x) дорiвнює 1. Бачимо, що α має бути дiльни-
ком 1, тобто α = ±1. Оскiльки можна замiнити g(x) на −g(x) можемо
вважати, що α = 1. Покладемо β = −a, тодi

f(x) = (x− b)g(x).

Тодi a ∈ Z є нулем f(x). Оскiльки вiльним членом f(x) є a0, то з запису
f(x) = (x− b)g(x) бачимо, що b має бути дiльником a0.

Дана ознака узагальнюється на випадок кiлець з одиницею, якi є
факторiальними.

Теорема 9.5. Розглянемо f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 є много-
членом з цiлими коефiцiєнтами. Нехай iснує просте число p таке, що
p дiлить ai, при i ≤ n− 1, p не дiлить an та p2 не дiлить a0. Тодi f(x)
є незвiдним у Q[x].

Доведення. Доведемо вiд супротивного.
Нехай iснує розклад f(x) = g(x)h(x), де g(x) та h(x) є многочленами

з цiлими коефiцiєнтами. Можемо записати

g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0,

h(x) = chx
h + ch−1x

h−1 + . . .+ c1x+ c0.

Враховуючи останнiй запис та рiвнiсть f(x) = g(x)h(x), маємо, що вiль-
ний член f(x) дорiвнює з одного боку a0 а з iншого боку b0c0. Оскiльки
a0 дiлиться на просте число p та a0 = b0c0 хоча б одне з чисел b0 або c0
має дiлитися на p. Не втрачаючи загальностi розглянемо випадок, коли
b0 дiлиться на p. Також з твердження теореми ми маємо, що a0 не дiли-
ться на p2. Тодi оскiльки a0 = b0c0 та p | b0 отримуємо, що c0 не дiлиться
на p.

Якщо б усi коефiцiєнти многочлена g(x) дiлились на p, то усi кое-
фiцiєнти многочлена f(x) також дiлились би на p. Це суперечить твер-
дженню теореми, оскiльки старший коефiцiєнт многочлена f(x), який
дорiвнює an, не дiлиться на p. Тому для виконання умов теореми необ-
хiдно, щоб iснував хоча б один коефiцiєнт, який не дiлиться на p. Тодi
розглянемо такий коефiцiєнт bi, який не дiлиться на p та має мiнiмаль-
ний номер i. Тодi розглянемо коефiцiєнт ai многочлена f(x), зауважимо,
що p | ai. Для даного коефiцiєнта маємо запис

ai = b0ci + b1ci−1 + . . .+ bi−1c1 + bic0
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доданок bic0 не дiлиться на p, проте всi iншi доданки дiляться на p (з
вибору bi, всi коефiцiєнти b0, b1, . . . , bi−1, мають меншi номери, тому
дiляться на p), тодi ai не дiлиться на p. Отримали суперечнiсть.

Тобто наше припущення, про те, що f(x) = g(x)h(x) суперечить умо-
вам теореми, тобто воно не вiрне, та f(x) є незвiдним.

9.3 Многочлени над C i R

Теорема 9.6 (Основна теорема алгебри). Кожен многочлен додатного
степеня з комплексними коефiцiєнтами має комплексний корiнь.

Також основна теорема алгебри може формулюватися наступним
чином

Теорема 9.7 (Основна теорема алгебри, альтернативне формулювання).
Кожен многочлен додатного степеня n з комплексними коефiцiєнтами
має рiвно n коренiв враховуючи їх кратнiсть.

Iснує багато способiв доведення основної теореми алгебри. Далi роз-
глянемо декiлька теореми, якi самi є цiкавими i також можуть бути
використанi для доведення основної теореми алгебри.

Доведемо цю теорему трохи пiзнiше.

Теорема 9.8 (Теорема Руше). Нехай f та g — многочлени та γ — за-
мкнена крива без самоперетинiв на комплекснiй площинi. Якщо

|f(z)− g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|

для всiх точок z ∈ γ, то в серединi γ лежить однакова кiлькiсть ко-
ренiв многочленiв f та g (враховуючи кратнiсть).

Доведення. Розглянемо на комплекснiй площинi векторнi поля v(z) =
f(z) та w(z) = g(z). З умови |f(z) − g(z)| < |f(z)| + |g(z)| випливає, що
в жоднiй точнi кривої γ вектори v i w не є протилежно направленими.
Розглянемо векторне поле vt = tv+(1− t)w, так v0 = w та v1 = v. Заува-
жимо, що у довiльнiй точцi z ∈ γ вектор vt(z) не нульовий. Тодi iндекс
ind(t) кривої γ, який дорiвнює кiлькостi оборотiв вектора vt(z) при пов-
ному обходi точки z вздовж кривої γ, визначений вiдносно поля vt. Цiле
число ind(t) неперервно залежить вiд t, тому ind(t) є константою. Також
iндекси кривої γ вiдносно векторних полiв v та w спiвпадають.
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Також, iндекс кривої γ вiдносно векторного поля v дорiвнює сумi осо-
бливих точок у яких v(z) = 0. Iндекс особливої точки z0 визначається
як iндекс кривої |z − z0| = ε при достатньо малому ε. Для векторного
поля v(z) = f(z) iндекс особливої точки z0 дорiвнює кратностi кореня z0
многочлена f . Оскiльки iндекси кривої γ спiвпадають вiдносно вектор-
них полiв v(z) = f(z) та w(z) = g(z), тодi в серединi кривої γ лежить
однакова кiлькiсть коренiв многочленiв f та g.

Як приклад кривої без самоперетинiв можемо розглянути коло, для
такої кривої маємо наступну теорему, яка дає оцiнку модуля довiльного
кореня многочлена f . Ця теорема також показує справедливiсть основної
теореми алгебри i навiть є ширшою бо дає оцiнку модулiв отриманих
коренiв.

Теорема 9.9. Нехай f(z) = zn + a1z
n−1 + . . .+ an, де ai ∈ C. Тодi у колi

|z| = 1 + max |ai| лежить рiвно n коренiв многочлена f (враховуючи
кратнiсть).

Доведення. Нехай a = max |ai|. Многочлен g(z) = zn має у серединi
даного кола корiнь 0 кратностi n. Тому достатньо перевiрити, що при
|z| = 1 + a маємо |f(z)− g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|.

Доведемо сильнiше твердження: |f(z)− g(z)| < |g(z)|, тобто

|a1zn−1 + . . .+ an| < |z|n.

Враховуючи, що |z| = 1 + a, маємо

|a1zn−1 + . . .+ an| ≤ a(|z|n−1 + . . .+ 1) = a
|z|n − 1

|z| − 1
= |z|n − 1 < |z|n.

Теорема 9.10 (Теорема Кошi). Нехай f(x) = xn− b1xn−1− . . .− bn, де всi
числа bi є невiд’ємними i хоча б одне з них не нульове. Якщо найбiльший
спiльний дiльник iндексiв додатних коефiцiєнтiв bi дорiвнює 1, то f має
єдиний додатний корiнь p, а абсолютнi значення iнших коренiв меншi
за p.

Доведення. Нехай додатними будуть тiльки коефiцiєнти bk1
, bk2

, . . . , bkm
,

та k1 < k2 < · · · < km. Оскiльки найбiльший спiльний дiльник k1, k2,
. . . , km Дорiвнює одиницi, то iснують цiлi числа t1, t2, . . . , tm, для яких
t1k1 + t2k2 + . . .+ tmkm = 1.
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Розглянемо функцiю

F (x) =
bk1

xk1
+ · · ·+ bkm

xkm
− 1.

Рiвняння F (x) = 0 має єдиний додатний розв’язок p. Нехай x є довiль-
ним iншим не нульовим коренем многочлена f . Покладемо q = |x|, тодi

1 =
bk1

xk1
+ · · ·+ bkm

xkm
≤
∣∣∣ bk1

xk1

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣ bkm

xkm

∣∣∣ = bk1

qk1
+ · · ·+ bkm

qkm
,

тобто F (q) ≥ 0.
Зрозумiло, що рiвнiсть F (q) = 0 можлива тiльки якщо

bki

xki
=
∣∣∣ bki

xki

∣∣∣ > 0 для всiх i.

Проте у такому випадку

bt1k1
· . . . · btmkm

x
=
( bk1

xk1

)t1
· . . . ·

( bkm

xkm

)tm
> 0,

тобто x > 0. Це суперечить тому, що x ̸= p та p є єдиним додатним
коренем рiвняння F (x) = 0. Тодi F (q) > 0, та F (x) — монотонна для
додатного x, звiдси випливає q < p.

З даної теореми можемо отримати наближення для абсолютних зна-
чень коренiв многочлена з додатними коефiцiєнтами.

Теорема 9.11 (Енестрома-Какейї). Нехай всi коефiцiєнти многочлена
g(x) = a0x

n−1 + . . . + an−1 є додатними. Тодi для довiльного кореня
χ даного многочлена, справедливi нерiвностi

min
1≤i≤n−1

{ ai
ai−1

}
= δ ≤ |ξ| ≤ γ = max

1≤i≤n−1

{ ai
ai−1

}
.

Доведення. Розглянемо многочлен

(x− γ)g(x) = a0x
n − (γa0 − a1)x

n−1 − . . .− (γan−2 − an−1)x− γan−1.

За означенням γ ≥ ai

ai−1
, тобто γai−1 − ai ≥ 0. Тодi за теоремою Кошi γ

є єдиним додатнiм коренем многочлена (x− γ)g(x), а модулi усiх iнших
коренiв цього многочлена є бiльшими за γ.
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Якщо ξ є коренем многочлена g, то η = ξ−1 є коренем многочлена
an−1y

n−1 + . . .+ a0. Тому

|ξ|−1 = |η| = max
1≤i≤n−1

{ai−1

ai

}
=
(

min
1≤i≤n−1

{ ai
ai−1

})−1

.

Тобто
|ξ| ≥ min

1≤i≤n−1

{ ai
ai−1

}
.

Узагальненням даної теореми є теорема Перрона фробенiуса яка дає
обмеження на власнi значення матриць (якi є конерями характеристи-
чного многочлена матрицi).

Наслiдки з основної теореми алгебри.

Наслiдок 9.2. 1. Кожен многочлен, незвiдний над полем комплексних
чисел, має степiнь 1.

2. Кожен многочлен додатного степеня з комплексними коефiцiєнта-
ми розкладається в добуток многочленiв першого степеня з компле-
ксними коефiцiєнтами.

3. Сума кратностей комплексних коренiв многочлена з комплексними
коефiцiєнтами дорiвнює його степеневi.

Доведення. 1. Випливає з основної теореми алгебри та наслiдка з те-
ореми Безу.

2. Випливає з першого i теореми про розклад многочлена на незвiднi
множники.

3. Випливає з другого.

Звiдси можемо отримати i опис незвiдних над полем дiйсних чисел
многочленiв. Для цього многочлени з дiйсними коефiцiєнтами будемо
розглядати як многочлени над полем комплексних чисел.

9.4 Многочлени Лаґерра

Нехай z1, z2, . . . , zn ∈ C це точки одиничної маси. Точка

ζ =
1

n
(z1 + . . .+ zn)
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називається центром мас точок z1, z2, . . . , zn.
Такий запис можна узагальнити наступним чином. Застосуємо

дробово-лiнiйне перетворення w, яке спрямовує z0 до ∞, тобто

w(z) =
a

z − z0
+ b.

Тепер знайдемо центр мас образiв z1, z2, . . . , zn а потiм застосуємо обер-
нене перетворення w−1. Виконавши перетворення стає зрозумiло, що
результат не залежить вiд a та b, так ми отримуємо точку

ζz0 = z0 + n · 1
1

z1−z0
+ . . .+ 1

zn−z0

яка називається центром мас точок z1, z2, . . . , zn з урахуванням z0.
Очевидно, що центр мас точок z1, z2, . . . , zn лежить в серединi їх

опуклої оболонки.
Це твердження легко можна узагальнити на випадок центру мас з

урахуванням z0. Треба тiльки замiнити лiнiї, що з’єднують zi та zj на
кола, що проходять через zi, zj та z0. Точка z0 вiдповiдає ∞ лежить
зовнi опуклої оболонки.

Теорема 9.12. Нехай f(z) = (z−z1) · . . . · (z−zn). Тодi центр мас коренiв
f з урахуванням довiльної точки z задається формулою

ζz = z − n
f(z)

f ′(z)
.

Доведення. Очевидно

f ′(z)

f(z)
=

1

z − z1
+ . . .+

1

z − zn
.

Тодi твердження теореми вiдразу випливає з формули для ζz0 .

Теорема 9.13 (Лаґерра). Нехай f(z) є многочленом степеня n, а x —
його простий корiнь. Тодi центр мас усiх iнших коренiв многочлена
f(z) з урахуванням x є точка

X = x− 2(n− 1)
f ′(x)

f ′′(x)
.
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Доведення. Нехай f(z) = (z − x)F (z). Тодi f ′(z) = F (z) + (z − x)F ′(z)
та f ′′(z) = 2F ′(z) + (z − x)F ′′(z). Тому f ′(x) = F (x) та f ′′(x) = 2F ′(x).
Застосовуючи попередню теореми до многочлена F степеня n − 1 i по-
кладаючи z = x отримаємо твердження теореми.

Теорема 9.14 (Лаґерра). Нехай f(x) є многочленом степеня n та

X(z) = z − 2(n− 1)
f ′(z)

f ′′(z)
.

Нехай коло (чи лiнiя) C проходить через простий корiнь z1 многочле-
на f , а iншi коренi f належать однiй з областей, на якi C розбиває
площину. Тодi X(z1) належить тiй самiй областi.

Доведення. У звичному випадку центру мас коло C вiдповiдає лiнiї, та-
кiй, що всi коренi f(z), крiм z1, лежать по один бiк вiд неї. Центр мас
цих коренiв лежить по той самий бiк вiд цiєї лiнiї.

Наслiдок 9.3. Нехай z1 є одним з простих коренiв f з максимальним
абсолютним значенням. Тодi |X(z1)| ≤ |z1|, тобто∣∣∣z1 − 2(n− 1)

f ′(z1)

f ′′(z1)

∣∣∣ ≤ |z1|.

Доведення. Усi коренi f лежать у диску {z ∈ C : |z| < |z1|}. Тому X(z1)
також належить цьому диску.

Теорема 9.15. Нехай f є многочленом з дiйсними коефiцiєнтами i
задано

ζz = z − n
f(z)

f ′(z)
.

Усi коренi f є дiйсними тодi i тiльки тодi, коли Im z · Im ζz < 0 для
довiльного z ∈ C \ R.

Доведення. Нехай всi коренi f є дiйсними та Im z = a > 0. Лiнiя, що
складається з точок, з уявною частиною ε, де 0 < ε < a, вiддiляє точку
z вiд усiх коренiв f оскiльки вони належать дiйснiй осi. Тодi Im ζz < ε.
Якщо спрямувати ε до нуля, то Im ζz < 0.

Легко перевiрити, що Im ζz = 0 не досягається. Нехай ζz ∈ R. Роз-
глянемо коло, що проходить через z i дотикається до дiйсної осi у ζz.
Здiйснюючи незначне пересування кола ми можемо отримати коло для
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якого точки z та ζz лежатимуть по один бiк вiд нього, а усi iншi коренi
f лежатимуть по iнший бiк. Для випадку Im ζz = a < 0, мiркування
подiбнi.

Доведемо тепер в iнший бiк. Нехай Im z · Im ζz < 0 для довiльного
z ∈ C \ R. Покладемо z1 коренем f таким, що Im(z1) ̸= 0. Тодi
limz→z1 ζz = z1, а тому Im z · Im ζz > 0.

9.5 Аполярнi многочлени

Нехай f(x) є многочленом степеня n, ζ — фiксоване число або ∞.
Похiдною многочлена f(x) вiдносно точки ζ називають функцiю

Aζf(z) =

{
(ζ − z)f ′(z) + nf(z), при ζ ̸= ∞;

f ′(z), при ζ = ∞.

Для многочлена

f(z) =

n∑
k=0

(
n

k

)
akz

k

маємо вiдповiдну рiвнiсть для похiдної

1

n
f ′(z) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
ak+1z

k.

Тодi похiдна многочлена f(x) вiдносно точки ζ визначається з наступної
рiвностi

1

n
Aζf(z) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(ak + ak+1ζ)z

k.

Нехай z1, . . . , zn є коренями многочлена

f(z) =

n∑
k=0

(
n

k

)
akz

k,

а ζ1, . . . , ζn є коренями многочлена

g(z) =

n∑
k=0

(
n

k

)
bkz

k.
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Вiдповiдно з формули для похiдної многочленiв такого виду вiдносно
точки маємо, що

1

n!
Aζ1Aζ2 . . . Aζnf(z) = a0 + a1σ1 + a2σ2 + . . .+ anσn,

де

σ1 = ζ1 + ζ2 + . . .+ ζn = −
(
n

1

)
bn−1

bn
,

σ2 = ζ1ζ2 + . . .+ ζn−1ζn =

(
n

2

)
bn−2

bn
,

. . . . . . . . .

σn = ζ1 · ζ2 · . . . · ζn = (−1)n
b0
bn
.

Тодi рiвнiсть Aζ1Aζ2 . . . Aζnf(z) = 0 еквiвалентна рiвностi

a0b1 −
(
n

1

)
a1bn−1 +

(
n

2

)
a2bn−2 + . . .+ (−1)nanb0 = 0.

Многочлени f та g коефiцiєнти яких задовольняють останнiй фор-
мулi називають аполярними.

Круговою областю називають внутрiшню або зовнiшню частини кру-
га або напiвплощини.

Лема 9.3. Нехай усi коренi z1, . . . , zn многочлена f(z) лежать всере-
динi кругової областi K, а точка ζ лежить зовнi K. Тодi всi коренi
многочлена Aζf(z) лежать всерединi K.

Теорема 9.16 (Грейс). Нехай f та g є аполярними многочленами. Якщо
усi коренi многочлена f лежать у круговiй областi K, то хоча б один
корiнь g також лежить у областi K.

Доведення. Нехай wi є коренем многочлена Aζf(z). Тодi ζ є центром мас
коренiв многочлена f(z) вiдносно точки wi. Якщо ζ ̸= ∞, то рiвнiсть
Aζf(wi) = 0 можна записати у наступному виглядi

(ζ − wi)f
′(wi) + nf(wi) = 0,

тодi

ζ = wi −
nf(wi)

f ′(wi)
.
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При ζ = ∞, маємо f ′(wi) = Aζf(wi) = 0, тому

n∑
j=1

1

zi − wi
=
f ′(wi)

f(wi)
= 0.

Тодi центр мас точок z1, . . . , zn вiдносно точки wi лежить у точцi

wi +

(∑ 1

zj − wi

)−1

= ∞.

З таких мiркувань бачимо, що точка wi не може лежати зовнi K.
Дiйсно, якщо б точка wi лежала зовнi K, то центр мас точок z1, . . . , zn
вiдносно точки wi лежав би у серединi K, але це суперечить тому, що
точка ζ лежить зовнi K.

Нехай

f(z) =

n∑
i=1

(
n

i

)
aiz

i та g(z) =

n∑
i=1

(
n

i

)
biz

i.

Тодi многочлен

h(z) =

n∑
i=1

(
n

i

)
aibiz

i

називається композицiєю многочленiв f та g.

Теорема 9.17 (Сегьо). Для многочленiв f та g степеня n. Нехай всi ко-
ренi многочлена f лежать у круговiй областi K. Тодi довiльний корiнь
композицiї h многочленiв f та g має вигляд −ζik, де ζi — деякий корiнь
многочлена g та k ∈ K.

Доведення. Нехай γ є коренем многочлена h, тодi
n∑

i=1

(
n

i

)
aibiγ

i = 0.

Тодi многочлени f(z) та G(z) = zng(−γz−1) є аполярними. Тому за тео-
ремою Грейса один з коренiв G(z) лежить у K. Нехай g(−γk−1) = 0, де
k ∈ K. Тодi −γk−1 = ζi, де ζi є коренем многочлена g.

Аналог теореми Грейса для многочленiв з можливо рiзними степеня-
ми дає наступна теорема.
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Теорема 9.18. Нехай

f(z) =

n∑
i=1

(
n

i

)
aiz

i та g(z) =

m∑
i=1

(
m

i

)
biz

i.

многочлени степенiв n та m вiдповiдно, також m ≤ n. Припустимо,
що їх коефiцiєнти пов’язанi наступним спiввiдношенням(

m

0

)
a0bm −

(
m

1

)
a1bm−1 + . . .+ (−1)m

(
m

m

)
amb0 = 0.

Тодi справедливi наступнi твердження:

1. якщо коренi многочлена g(z) лежать у крузi |z| ≤ r, то хоча б один
корiнь многочлена f(z) лежить у цьому крузi;

2. якщо всi коренi многочлена f(z) лежать зовнi круга |z| ≤ r, то хоча
б один корiнь многочлена g(z) лежить зовнi цього круга.

9.6 Розклад многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами

Лема 9.4. Нехай комплексне число c є коренем многочлена f(x) з дiй-
сними коефiцiєнтами. Тодi число c̄ також коренем цього многочлена.

Доведення. Нехай f(x) = a0x
n+a1x

n−1+ . . .+an−1x+an ∈ R[x], c ∈ C i
f(c) = 0. Використовуючи властивостi операцiї переходу до спряженого
комплексного числа, маємо рiвностi

f(c̄) = a0c̄
n + a1c̄

n−1 + . . .+ an−1c̄+ an =

= a0cn + a1cn−1 + . . .+ an−1c̄+ an = a0cn + ā1cn−1 + . . .+ ān−1c̄+ ān =

= a0cn + a1cn−1 + . . .+ an−1c+ an = f(c) = 0̄ = 0,

тобто число c̄ також є коренем многочлена f(x).

Теорема 9.19. Кожен многочлен додатного степеня з дiйсними коефiцi-
єнтами розкладається в добуток многочленiв з дiйсними коефiцiєнта-
ми першого степеня та другого степеня з вiд’ємним дискримiнантом.

Доведення. Проведемо iндукцiю за степенем многочлена.
Базою iндукцiї є випадок степеня 1, для якого твердження теореми

виконується.
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Нехай твердження теореми доведено для усiх многочленiв, степiнь
яких менший за n > 1. Розглянемо многочлен f(x) степеня n з дiйсними
коефiцiєнтами. Як многочлен з комплексними коефiцiєнтами за основ-
ною теоремою алгебри вiн має комплексний корiнь c.

Якщо c ∈ R, то за наслiдком з теореми Безу f(x) = (x− c)f1(x) для
деякого многочлена f1(x) з дiйсними коефiцiєнтами степеня n−1. В цьо-
му випадку залишається до многочлена f1(x) застосувати припущення
iндукцiї.

Якщо ж число c не є дiйсним, то за лемою спряжене з ним число
c̄ ̸= c також є коренем многочлена f(x). Тодi f(x), як многочлен над
полем комплексних чисел, дiлиться як на x − c, так i на x − c̄, а отже i
на їх добуток

g(x) = (x− c)(x− c̄) = x2 − (c+ c̄)x+ cc̄ = x2 − 2Re c x+ |c|2,

який є многочленом з дiйсними коефiцiєнтами. Тобто f(x) = g(x)f1(x)
для деякого f1(x) ∈ C[x]. Подiливши f(x) на g(x) з остачею, як много-
члени над полем дiйсних чисел, i скориставшись єдинiстю частки i оста-
чi, отримуємо, що всi коефiцiєнти многочлена f1(x) дiйснi. Якщо його
степiнь додатний, то застосуємо до нього припущення iндукцiї. Iнакше
многочлени f(x) i g(x) асоцiйованi.

Зауважимо також, що для дискримiнанта многочлена g(x) маємо:

D = (−2Re c)2 − 4|c|2 = 4(Re c)2 − 4((Re c)2 + (Im c)2) = −4(Im c)2 < 0,

бо число c не є дiйсним. Тому многочлен g(x) незвiдний.
Теорему доведено.

Наслiдок 9.4. Кожен многочлен, незвiдний над полем дiйсних чисел, або
має степiнь 1, або має степiнь 2 i вiд’ємний дискримiнант.

9.7 Теорема Гаусса-Люка

Теорема 9.20. Коренi похiдної многочлена f належать опуклiй оболонцi
коренiв самого многочлена f .

Доведення. Нехай f(z) = (z − z1) · . . . · (z − zn). Легко бачити, що

f ′(z)

f(z)
=

1

z − z1
+ . . .+

1

z − zn
.
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Нехай f ′(w) = 0, f(w) ̸= 0 та w не належить опуклiй оболонцi точек
z1, . . . , zn. Тодi через точку w можна провести пряму, яка не перетинає
опуклу оболонку точек z1, . . . , zn. Тому вектори w − z1, . . . , w − zn ле-
жать в однiй пiвплощинi, що задана данною прямою. Звiдси маємо, що
вектори

1

w − z1
, . . . ,

1

w − zn

також лежать в однiй пiвплощинi, оскiльки 1
z = z

|z|2 . Тодi

f ′(w)

f(w)
=

1

w − z1
+ . . .+

1

w − zn
̸= 0.

Отримали суперечнiсть. Тому w належить опуклiй оболонцi коренiв мно-
гочлена f .

Теорема 9.21. Нехай f(z) = (z − x1) · . . . · (z − xn), де x1 < . . . < xn.
Тодi, якщо деякий корiнь xi замiнити на x′i ∈ (xi, xi+1), то усi коренi
похiдної многочлена f збiльшаться.

Доведення. Нехай z1 < . . . < zn−1 — коренi похiдної многочлена з ко-
ренями x1, . . . , xn, а z′1 < . . . < z′n−1 — коренi похiдної многочлена з
коренями x1, . . . , x′i, . . . , xn. Для коренiв zk та z′k спiввiдношення

f ′(z)

f(z)
=

1

z − z1
+ . . .+

1

z − zn

з доведення попередньої теореми набуває вигляду
n∑

i=1

1

zk − xi
= 0,

n∑
i=1

1

z′k − x′i
= 0.

Припустимо, що твердження теореми неправильне, тобто iснує деяке
k, для якого z′k < zk. Тодi z′k − xi < zk − xi, зауважимо, що числа z′k − xi
та zk − xi одного знаку. Дiйсно zj < xi, z′j < x′i при j ≤ i− 1 та zj > xi,
z′j > x′i при j ≥ i. Звiдси

1

zk − xi
<

1

z′k − x′i

для всiх i = 1, . . . , n. Але тодi рiвностi
n∑

i=1

1

zk − xi
= 0 та

n∑
i=1

1

z′k − x′i
= 0

не можуть справджуватися одночасно.
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9.8 Коренi похiдної та фокуси елiпса

Для коренiв похiдної кубiчного многочлена справедлива наступна
геометрична iнтерпретацiя.

Теорема 9.22 (ван дер Берг). Нехай коренi кубiчного многочлена роз-
ташованi у вершинах трикутника ABC на комплекснiй площинi. Тодi
коренi похiдної цього многочлена розташованi у фокусах елiпса, що до-
тикається сторiн трикутника ABC у їх серединах.

Доведення. Зауважимо, що при g(z) = f(z − z0) виконується g′(z) =
f ′(z − z0). Тому як початок координат можна обрати довiльну точку.

Довiльне афiнне перетворення площини можна подати у виглядi ком-
позицiї руху, гомотетiї та перетворення, яке має у деякiй прямокутнiй
системi координат вигляд (x, y) 7→ (x, y cosα). Тодi можемо вважати, що
три кутник ABC отримано перетворенням

ψ : z 7→ z + z

2
+
z − z

2
cosα = z cos2

α

2
+ z sin2

α

2

з правильного трикутника з вершинами w, εw та ε2w, де |w| = 1 i
ε = exp(2πi/3). Тодi напiвосi a i b елiпса дорiвнюють 1

2 i cosα
2 . Вiдстань

мiж його фокусами F1 i F2 дорiвнює
√
a2 − b2 = 1

2 sinα. Точки F1 i F2

переходять у точки (±1, 0) при розтягненнi з коефiцiєнтом(1
2
sinα

)−1

=
(
sin

α

2
cos

α

2

)−1

.

Застосовуючи перетворення ψ i дане розтягнення отримуємо пере-
творення

z 7→ z ctg
α

2
+ z tg

α

2
.

Покладемо a = w ctg α
2 . Тодi многочлен з коренями A, B та C має

вигляд

f(x) =
(
x− a− 1

a

)(
x− aε− 1

aε

)(
x− aε2 − 1

aε2

)
.

Тодi f ′(x) = 3x2 + 3ε + 3ε = 3x2 − 3, тому коренi многочлена f ′

дорiвнюють ±1.
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9.9 Локалiзацiя коренiв похiдної

Нехай f є многочленом з дiйсними коефiцiєнтами. Для кожної пари
спряжених коренiв z та z даного многочлена розглянемо вiдрiзок з кiн-
цями z та z i побудуємо на даному вiдрiзку як на дiаметрi коло, такi
кола називають колами Єнсена многочлена f .

Теорема 9.23 (Єнсен). Довiльний не дiйсний корiнь похiдної многочлена
f лежить всерединi чи на границi одного з кiл Єнсена.

Доведення. Нехай z1, . . . , zn є коренями многочлена f . Тодi

f ′(z)

f(z)
=

n∑
j=1

1

z − zj
.

Покажемо, що якщо точка z лежить зовнi кола Єнсена з дiаметром
zpzq, то

sign Im
( 1

z − zp
+

1

z − zq

)
= − sign Im z.

Дiйсно
1

z − a− bi
+

1

z − a+ bi
=

2(z − a)((z − a)2 + b2)

|(z − a)2 + b2|2
та

Im
(
(z − a)|z − a|2 + (z − a)b2

)
=
(
b2 − |z − a|2

)
Im z.

Покажемо, що якщо z /∈ R i zi = a ∈ R, то

sign Im
( 1

z − zj

)
= − sign Im z.

Дiйсно, виконуються рiвностi

1

z − a
− 1

z − a
=

z − z

|z − a|2
=

−2 Im z

|z − a|2
.

Тодi, якщо точка z /∈ R розташована зовнi усiх кiл Єнсена, то

sign Im
f ′(z)

f(z)
= − sign Im z ̸= 0.

Тому f ′(z) ̸= 0, тобто z не корiнь похiдної.
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Для кiлькостi коренiв похiдної, дiйсна частина яких належить дано-
му вiдрiзку справедлива наступна теорема, сформульована Уолшем, яка
дає оцiнку, що уточнює теорему Єнсена.

Теорема 9.24. Нехай I = [α, β], K — об’єднання I та кiл (кругiв) Єнсена,
якi перетинаються з I. Тодi, якщо K мiстить k коренiв многочлена
f(z), то кiлькiсть коренiв многочлена f ′(z), якi лежать у K, мiсти-
ться у промiжку мiж k − 1 та k + 1.

Доведення. Нехай C межа найменшого прямокутника, сторони якого па-
ралельнi осям координат i який мiстить K. Розглянемо обмеження на C
вiдображення z 7→ eiφ, де φ = arg(f ′(z)/f(z)). З рiвностей отриманих у
попереднiй теоремi випливає, що образ частини C, що лежить у верхнiй
пiвплощинi, лежить на напiвколi |z| = 1, Im z ≤ 0. Образ частини C, яка
лежить в нижнiй частинi напiвплощини лежить на напiвколi |z| = 1,
Im z ≥ 0. Тому кiлькiсть обертiв образа кривої C навколо початку ко-
ординат дорiвнює 0 або ±1. Тодi iндекси кривої C вiдносно векторних
полiв f(z) та f ′(z) спiвпадають або вiдрiзняються на ±1. Тобто кiлькостi
нулiв функцiй f та f ′, якi лежать всерединi кривої C спiвпадають або
вiдрiзняються на ±1.

Теорема 9.25 (Уолш). Нехай коренi многочленiв f1 i f2 лежать у колах
K1 i K2, радiуси яких дорiвнюють r1 i r2, а центри знаходяться у
c1 i c2. Тодi усi коренi похiдної многочлена f = f1f2 лежать або у K1,
або у K2, або у колi радiуса n2r1+n1r2

n1+n2
з центром у точцi n2c1+n1c2

n1+n2
, де

n1 = deg(f1) та n2 = deg(f2).

Доведення. Нехай z є коренем похiдної многочлена f , який лежить зовнi
K1 i K2. Тодi f ′1(z)f2(z) + f1(z)f

′
2(z) = 0, де f1(z), f2(z), f ′1, f ′2(z) не

дорiвнюють нулю.
Розглянемо точки ζ1 i ζ2, якi є центрами мас коренiв многочленiв f1

i f2 вiдносно точки z. За теоремою 9.12

ζ1 = z − n1
f1(z)

f ′1(z)
, ζ2 = z − n2

f2(z)

f ′2(z)
.

Тому

n2ζ1 + n1ζ2 = (n1 + n2)z − n1n2

(f1(z)
f ′1(z)

+
f2(z)

f ′2(z)

)
= (n1 + n2)z,
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тобто z = n2ζ1+n1ζ2
n1+n2

. Оскiльки всi коренi многочлена fi лежать у Ki, то
ζi ∈ Ki. Помiтимо, що якщо точки ζ1 i ζ2 з масами n1 i n2 лежать у
колах K1 i K2, то центр їх мас z лежить в колi K.

Теорема 9.26 (Грейс-Хивуд). Якщо z1 i z2 рiзнi коренi многочлена f
степеня n, то у колi |z − c| ≤ r, де

c = (z1 + z2)/2 та r = (|z1 − z2|/2) ctg(π/n),

знаходиться хоча б один корiнь многочлена f ′.

Доведення. Нехай

f ′(z) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
akz

k.

Тодi

0 = f(z2)− f(z1) =

z2∫
z1

f ′(z) dz =

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
akbn−1−k,

де коефiцiєнти b0, . . . , bn−1 залежать тiльки вiд z1 та z2, а вiд коефiцi-
єнтiв a0, . . . , an−1 вони не залежать. Таким чином, за даними z1 та z2
можна побудувати многочлен

g(z) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
bkz

k

є аполярним до многочлена f ′(z).
Щоб отримати явний вираз для многочлена g, покладемо

ak = (−1)kxn−1−k,

тобто розглянемо многочлен h(z) = (x− z)n−1. У такому випадку

g(x) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xn−1−kbn−1−k =

=

z2∫
z1

(x− 1)n−1 dz =
(x− z1)

n − (x− z2)
n

n
.
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Коренi многочлена g мають вигляд ζk = z1+z2
2 + i z1−z2

2 ctg kπ
n , де

k = 1, 2, . . . , n − 1. Всi вони лежать на межi круга |z − c| ≤ r. Тодi
за теоремою 9.16 у крузi |z − c| ≤ r знаходиться хоча б один корiнь
многочлена f ′.

9.10 Результант

Розглянемо многочлени

f(x) =

n∑
i=0

aix
n−i та g(x) =

m∑
i=0

bix
m−i,

де a0 ̸= 0 та b0 ̸= 0. Над алгебраїчно замкнутим полем многочлени f
та g мають спiльний дiльник тодi i тiльки тодi, коли вони мають спiль-
ний корiнь. Якщо поле не є алгебраїчно замкненим, то спiльний дiльник
може бути многочленом, що не має коренiв.

Наявнiсть у многочленiв f i g спiльного дiльника еквiвалентно тому,
що iснують такi многочлени p i q, що fq = gp, де deg p ≤ n − 1 та
deg q ≤ m− 1. Нехай q = u0x

m−1 + . . .+ um−1 та p = v0x
n−1 + . . .+ vn−1.

Рiвнiсть fq = gp можна записати у виглядi системи рiвнянь

a0u0 = b0v0,

a1u0 + a0u1 = b1v0 + b0v1,

a2u0 + a1u1 + a0u2 = b2v0 + b1v1 + b0v2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Многочлени f та g мають спiльний корiнь тодi i тiльки тодi, коли ця
система має ненульовий розв’язок (u0, u1, . . . , v0, v1, . . .). Матриця кое-
фiцiєнтiв даної системи має вигляд

a0 0 0 . . . 0 . . . −b0 0 0
a1 a0 0 . . . 0 . . . −b1 −b0 0
a2 a1 a0 . . . 0 . . . −b2 −b1 −b0
...

...
...

... . . .
. . .

...
...

...
0 0 0 . . . an . . . 0 0 −bm

 .

Якщо у такiй матрицi вiдкинути знаки при bi та транспонувати її, то
отримаємо матрицю Сильвестра многочленiв f i g, позначимо її S(f, g).
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Визначник detS(f, g) називають результантом многочленiв f i g, позна-
чимо його R(f, g).

Наприклад, при m = 3 та n = 2 визначник матрицi, яка записана
вище набуватиме вигляд∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 0 0 −b0 0
a1 a0 0 −b1 −b0
a2 a1 a0 −b2 −b1
0 a2 a1 −b3 −b2
0 0 a2 0 −b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 0 0
0 a0 a1 a2 0
0 0 a0 a1 a2
b0 b1 b2 b3 0
0 b0 b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= ±detS(f, g) = ±R(f, g).

Зрозумiло, що R(f, g) є однорiдним многочленом степеня m за змiн-
ними ai та степеня n за змiнними bj . Многочлени f i g мають спiльний
дiльник тодi i тiльки тодi, коли визначник системи дорiвнює нулю, тобто
R(f, g) = 0.

Результант має багато застосувань. Наприклад, коли задано полi-
номiальнi спiввiдношення P (x, z) = 0 i Q(y, z) = 0, то за допомогою
результанта можна отримати полiномiальне спiввiдношення R(x, y) = 0.
Дiйсно, розглянемо многочлени P (x, z) i Q(y, z) як многочлени вiд z,
вважаючи x та y постiйними. Тодi результант R(x, y) цих многочленiв
дає необхiдне спiввiдношення R(x, y) = 0.

Результант також дозволяє зводити розв’язання системи алгебраї-
чних рiвнянь до знаходження коренiв многочленiв. Нехай P (x0, y0) = 0
та Q(x0, y0) = 0. Розглянемо P (x, z) i Q(x, y) як многочлени вiд y. При
x = x0 вони мають спiльний корiнь y0. Тодi їх результант R(x) дорiвнює
нулю при x = x0.

Теорема 9.27. Нехай xi — коренi многочлена f , а yj — коренi многочле-
на g. Тодi

R(f, g) = am0 b
n
0

∏
(xi − yj) = am0

∏
g(xi) = bn0

∏
f(yj).

Доведення. Оскiльки f(x) = a0(x− x0) · . . . · (x− xn), то

ak = ±a0σk(x1, . . . , xn),

де σk — елементарна симетрична функцiя. Аналогiчно

bk = ±b0σk(y1, . . . , ym).
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Результант є однорiдним многочленом степеня m за змiнними ai та сте-
пеня n за змiнними bj , тому

R(f, g) = am0 b
n
0P (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym),

де P — симетричний многочлен вiд x1, . . . , xn та y1, . . . , ym, який пере-
творюється у нуль при xi = yj . Формула

xki = (xi − yj)x
k−1
i + yjx

k−1
i

показує, що

P (x1, . . . , ym) = (xi − yj)Q(x1, . . . , ym) + r(x1, . . . , x̂i, . . . , ym).

Пiдставимо у цю рiвнiсть xi = yj , отримуємо, що r є нульовим много-
членом.

Аналогiчнi мiркування доводять, що многочлен P дiлиться на

S = am0 b
n
0

∏
(xi − yj).

Оскiльки

g(x) = b0

m∏
j=1

(x− yj),

то
n∏

i=1

g(xi) = bn0
∏
i,j

(xi − yj),

а тодi

S = am0

n∏
i=1

g(xi) = am0

n∏
i=1

(b0x
m
i + b1x

m−1
i + . . .+ bm)

є однорiдним многочленом степеня n за змiнними b0, . . . , bm. Для змiн-
ним a0, . . . , an мiркування аналогiчнi.

Симетричний многочлен

am0

n∏
i=1

(b0x
m
i + b1x

m−1
i + . . .+ bm)

є многочленом вiд a0, . . . , an, b0, . . . , bm. Тодi R(f, g) = R(a0, . . . , bm) =
λS, де λ — деяке число. З iншого боку коефiцiєнт при

∏
xmi многочленiв

am0 b
n
0P (x1, . . . , ym) i S дорiвнює am0 bn0 , тому λ = 1.
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Наслiдок 9.5. R(g, f) = (−1)deg f ·deg gR(f, g).

Наслiдок 9.6. Якщо f = gq + r, то

R(f, g) = bdeg f−deg r
0 R(r, g),

де b0 — старший коефiцiєнт многочлена g.

Доведення. Нехай yj — коренi многочлена g. Тодi f(yj) = r(yj). Зали-
шається скористатися тим, що

R(f, g) = bdeg f
0

∏
f(yj) та R(r, g) = bdeg r

0

∏
f(yj).

Наслiдок 9.7. R(f, gh) = R(f, g)R(f, h).

Доведення. Нехай xi — коренi многочлена f , а коефiцiєнт a0 — його
старший коефiцiєнт. Тодi

R(f, gh) = adeg g+deg h
0

∏
g(xi)h(xi),

R(f, g) = adeg g
0

∏
g(xi),

R(f, h) = adeg h
0

∏
h(xi).

Теорема 9.28. Нехай

f(x) =

n∑
i=0

aix
n−i i g(x) =

m∑
i=0

bix
m−i.

Тодi iснують многочлени φ i ψ з цiлими коефiцiєнтами вiд змiнних
x, a0, . . . , an, b0, . . . , bm, для яких виконується рiвнiсть

φ(x, a, b)f(x) + ψ(x, a, b)g(x) = R(f, g).

Доведення. Нехай c0, . . . , cn+m−1 — стовпцi матрицi Сильвестра S(f, g)
i yk = xm+n−k−1. Тодi z0c0 + . . . + yn+m−1cn+m−1 = c, де c — стов-
пець (xm−1f(x), . . . , f(x), xn−1g(x), . . . , g(x)). Розглянемо цю рiвнiсть як
систему лiнiйних рiвнянь вiдносно y0, . . . , yn+m−1 та скористаємося пра-
вилом Крамера щоб знайти yn+m−1. В результатi отримуємо

yn+m−1 det(c0, . . . , cn+m−1) = det(c0, . . . , cn+m−2, c).

Зазначимо, що yn+m−1 = 1, det(c0, . . . , cn+m−1) = R(f, g), а визначник
det(c0, . . . , cn+m−2, c) можна подати у потрiбному виглядi.
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9.11 Дискримiнант

Нехай x1, . . . , xn — коренi многочлена f(x) = a0x
n+. . .+an, де a0 ̸= 0.

Величину
D(f) = a2n−2

0

∏
i<j

(xi − xj)
2

називають дискримiнантом многочлена f .

Теорема 9.29. R(f, f ′) = ±a0D(f).

Доведення. За теоремою 9.27

R(f, f ′) = an−1
0

∏
i

f ′(xi),

де xi коренi многочлена f . Можна показати, що

f ′(xi) = a0
∏
i̸=j

(xj − xi).

Тодi
R(f, f ′) = a2n−1

0

∏
i̸=j

(xj − xi) = ±a2n−1
0

∏
i<j

(xi − xj)
2.

Очевидно, що вираз для результанта можемо переписати наступним
чином пов’язавши його з дискримiнантом

R(f, f ′) = −R(f, f ′) = (−1)n(n−1)/2a0D(f).

Наслiдок 9.8. Дискримiнант є многочленом з цiлими коефiцiєнтами
вiд коефiцiєнтiв многочлена f .

Теорема 9.30. Нехай f , g та h — многочлени зi старшим коефiцiєн-
том 1. Тодi

D(fg) = D(f)D(g)R2(f, g),

D(fgh) = D(f)D(g)D(h)R2(f, g)R2(g, h)R2(h, f).

Доведення. Нехай x1, . . . , xn — коренi многочлена f , а y1, . . . , ym — ко-
ренi многочлена g. Тодi

D(fg) =
∏

(xi − xj)
2
∏

(yi − yj)
2
∏

(xi − yj)
2 = D(f)D(g)R2(f, g).

Друга формула доводиться аналогiчно.
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Теорема 9.31. Нехай f — многочлен з дiйсними коефiцiєнтами степеня
n, який не має дiйсних коренiв. Тодi signD(f) = (−1)n/2.

Доведення. Використавши розклад

f(x) = a0(x− x1) · . . . · (x− xn),

випливає, що
D((x− a)f(x)) = D(f(x))(f(a))2.

Нехай a i a — пара спряжених коренiв многочлена f , тобто f(x) =
(x− a)(x− a)g(x). Тодi

D(f(x)) = D(g(x))(a− a)2(f(a)f(a))2.

Очевидно, що sign(a − a)2 = −1 i (f(a)f(a))2 = |f(a)|4 > 0. Тому
signD(f) = − signD(g). Далi твердження теореми випливає з мiркувань
iндукцiї по n.

Теорема 9.32. Нехай f(x) = xn+a1x
n−1+ . . .+an — многочлен з цiлими

коефiцiєнтами. Тодi його дискримiнант D(f) має вигляд 4k або 4k+1,
де k — цiле число.

Доведення. Нехай x1, . . . , xn — коренi многочлена f . Тодi D(f) = δ2(f),
де

δ(f) =
∏
i<j

(xi − xj).

Розглянемо додатково

δ1(f) =
∏
i<j

(xi + xj).

Оскiльки δ1(f) є симетричною функцiєю вiд коренiв многочлена f , то
δ1(f) є цiлим числом. Також

δ21(f)− δ2(f) =
∏
i<j

((xi − xj)
2 + 4xixj)−

∏
i<j

(xi − xj)
2 = 4U(x1, . . . , xn),

де U — симетричний многочлен вiд x1, . . . , xn з цiлими коефiцiєнтами.
Тому D(f) = δ21(f) + 4k1, де k1 — цiле число. Також зрозумiло, що
δ21(f) = 4k2 або δ21(f) = 4k2 + 1.
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Приклад 9.5. Довести, що D(xn + a) = (−1)n(n−1)/2nnan−1.

Доведення. Справедливою є формула

D(f) = (−1)n(n−1)/2R(f, f ′) = (−1)n(n−1)/2
n∏

i=1

f ′(xi),

де x1, . . . , xn — коренi многочлена f . За умовою маємо f(x) = xn+a, тодi
f ′ = nxn−1 та

∏
xi = (−1)na. Тодi

∏
xn−1
i = (−1)n(n−1)an−1 = an−1.

Приклад 9.6. Довести, щоD(xn−1+xn−2+. . .+1) = (−1)(n−1)(n−2)/2nn−2.

Доведення. Для даного в умовi многочлена f(x) = xn−1 + xn−2 + . . .+1
виконується спiввiдношення (x− 1)f(x) = xn − 1. Тому

D(f)(f(1))2 = D((x− 1)f(x)) = D(xn − 1) = (−1)(n−1)(n−2)/2nn.

Оскiльки f(1) = n, то пiдставивши це значення у попередню формулу
отримуємо те, що й треба було довести.

9.12 Вправи

1. Довести, що у многочлена f(x) = 1 − z + czn, де c ∈ C, є корiнь в
колi |z − 1| ≤ 1.

2. Довести, що многочлен

1− z + c1z
n1 + . . .+ ckz

nk ,

де 1 < n1 < n2 < . . . < nk, має принаймнi один корiнь у колi

|z| ≤
((

1− 1

n1

)
· . . . ·

(
1− 1

nk

))−1

.

3. Припустимо, що коренi кубiчного многочлена розташованi у вер-
шинах трикутника ABC на комплекснiй площинi. Довести, що ко-
ренi похiдної такого многочлена розташованi у фокусах елiпса,
який дотикається сторiн трикутника ABC у його серединах.

4. Нехай fn(x) = 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! . Довести, що

D(n!fn) = (−1)n(n−1)/2(n!)n.
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5. Нехай d = НСД(r, s), r1 = r/d та s1 = s/d. Доведiть, що

R(xr − a, xs − b) = (−1)s(as−1 − br1)d.

6. Нехай n > k > 0, d = НСД(n, k), n1 = n/d та k1 = k/d.

D(xn + axk + b) = (−1)n(n−1)/2bk−1 ×
× (nn1bn1−k1 + (−1)n1+1(n− k)n1−k1kk1an1)d.

7. Для яких дiйсних значень параметра a всi коренi рiвняння
z3 − z2 + a = 0 задовольняють нерiвнiсть |z| ≤ 1?

8. Довести, що многочлен f(x) дiлиться на f ′(x) тодi i тiльки тодi,
коли f(x) = a0(x− x0)

n.

9. Нехай n1 < n2 < . . . < nk — натуральнi числа. Доведiть, що мно-
гочлен 1 + zn1 + zn2 + . . . + znk не має коренiв у серединi кола
|z| < 1

2 (
√
5− 1).

10. Розглянемо многочлен p(t), який має n рiзних дiйсних нулiв бiль-
ших одиницi. Доведiть, що

q(t) = (t2 + 1)p(t)p′(t) + t((p(t))2 + (p′(t))2)

має хоча б 2n− 1 рiзних дiйсних нулiв.

11. Нехай p(x) многочлен з дiйсними коефiцiєнтами, який має тiльки
дiйснi коренi. Доведiть, що

(n− 1)(p′(x))2 − np(x)p′′(x) ≥ 0.

12. Доведiть, що многочлен a1x
n1 + a2x

n2 + . . . + amx
nm не має нену-

льових коренiв кратностi бiльшої нiж m− 1.

13. Знайти кiлькiсть дiйсних коренiв многочленiв:

а) 1 + x+ x2

2 + . . .+ xn

n ;
б) nxn − xn−1 − . . .− 1.

14. Нехай 0 = m0 < m1 < . . . < mn та mi ≡ i (mod 2). Довести, що
многочлен

a0 + a1x
n1 + a2x

n2 + . . .+ amx
nm

має не бiльше m дiйсних коренiв.
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15. Нехай числа a1, . . . , an — попарно рiзнi, а числа b1, . . . , bn — додатнi
числа. Доведiть, що тодi усi коренi рiвняння∑ bk

x− ak
= x− c, c ∈ R

є дiйсними.

16. Скiльки iснує коренiв многочлена xn + xm − 1 за модулем менших
одиницi?



Роздiл 10

Ознаки незвiдностi многочленiв

Однiєю з найбiльш вiдомих ознак незвiдностi многочленiв є ознака
Айзенштайна, яка вже розглядалася у попереднiх роздiлах. Далi роз-
глянемо iншi ознаки незвiдностi многочленiв.

10.1 Незвiднiсть у полях лишкiв

Позначимо Zp = {0, 1, . . . , p − 1} поле лишкiв за модулем p, де p є
простим числом. Многочлени з цiлими коефiцiєнтами можна розгляда-
ти, як многочлени з коефiцiєнтами з поля Zp. У такому випадку много-
член, який над Z є незвiдним може виявитися звiдним над полем Zp для
всiх p.

Теорема 10.1. Многочлен P (x) = x4 + ax2 + b2, де a, b ∈ Z є звiдним над
полем Zp для всiх простих p.

Доведення. При p = 2 iснує чотири многочлени виду P (x) з коефiцi-
єнтами 0 та 1. Тобто це наступнi многочлени x4, x4 + x2 = x2(x2 + 1),
x4 + 1 = (x+ 1)4, x4 + x2 + 1 = (x2 + x+ 1)2, якi очевидно є звiдними.

Нехай p — непарне просте число. Тодi iснує цiле число s таке, що
a ≡ 2s (mod p). Тодi P (x) = x4 + ax2 + b2 ≡ (x2 + s)2 − (s2 − b2) ≡
(x2+ b)2− (2b−2s)x2 ≡ (x2− b)2− (−2b−2s)x2 (mod p). Тому достатньо
довести, що одне з чисел s2−b2, 2b−2s, −2b−2s є квадратичним лишком
за модулем p.

З властивостей квадратичних лишкiв вiдомо, що добуток двох чисел,
якi не є квадратами за модулем p, є квадратом за модулем p. Якщо 2b−2s

219
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та −2b− 2s не є квадратами за модулем p, то їх добуток 4(s2 − b2) буде
квадратом за модулем p. Тодi s2 − b2 теж є квадратом за модулем p.

10.2 Ознака Дюма

Нехай p — фiксоване просте число,

f(x) =

n∑
i=1

Aix
i

— многочлен з цiлими коефiцiєнтами та A0An ̸= 0. Запишемо ненульовi
коефiцiєнти многочлена f у виглядi Ai = aip

αi , де ai — цiле число, яке
не дiлиться на p. Кожному ненульовому коефiцiєнту aip

αi поставимо у
вiдповiднiсть точку на площинi з координатами (i, αi). За цими точка-
ми можна побудувати дiаграму Ньютона многочлена f , що вiдповiдає
простому числу p.

Побудова вiдбувається наступним чином. Нехай P0 = (0, α0) та P1 =
(i1, αi1), де i1 — найбiльше цiле число, для якого нижче прямої P0P1

немає даних точок. Далi, нехай, P2 = (i2, αi2), де i2 — найбiльше цiле
число, для якого нижче прямої P1P2 немає даних точок i т.д. Остан-
нiй вiдрiзок має вигляд Pr−1Pr, де Pr = (n, αn). Якщо вiдрiзки ламаної
P0 . . . Pr проходять через точки з координатами, якi є цiлими числами,
то всi цi точки також вважаємо вершинами ламаної. Тодi до вершин
P0, . . . , Pr додамо ще s ≥ 0 вершин. Отриману в результатi ламану
Q0 . . . Qr+s, де Q0 = P0 та Qr+s = Pr, називають дiаграмою Ньютона.
Вiдрiзки PlPl+1 та QiQi+1 називають вiдповiдно сторонами та ланка-
ми дiаграми Ньоютона, а вектори QiQi+1 називають векторами ланок
дiаграми Ньютона.

Розглянемо систему векторiв ланок дiаграми Ньотона, розглядаючи
кожен вектор з урахуванням його кратностi, тобто стiльки, скiльки вiн
входить у кiлькiсть векторiв ланок.

Теорема 10.2 (Дюм). Нехай f = gh, де f , g та h — многочлени з цi-
лими коефiцiєнтами. Тодi система векторiв ланок для многочлена f
є об’єднанням систем векторiв ланок для g та h. Просте число p для
всiх многочленiв обрано одне й те саме.

Доведення. Нехай

f(x) =

n∑
i=0

aip
αixi, g(x) =

m∑
j=0

bjp
αjxj та h(x) =

n∑
k=0

aip
αixi,
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де числа ai, bj , ck не дiляться на p. Розглянемо деяку сторону PlPl+1 дiа-
грами Ньютона многочлена f , сторона PlPl+1 може складатися з декiль-
кох ланок дiаграми Ньютона. Нехай точки Pl та Pl+1 мають вiдповiдно
координати i−, αi− та i+, αi+ . Нахил сторони PlPl+1 дорiвнює

M =
αi+ − αi−

i+ − i−
.

Нехай αi+ − αi− = At та i+ − i− = It, де t ≥ 0 дорiвнює найбiль-
шому спiльному дiльнику чисел αi+ − αi− та i+ − i−. Тодi M = A/I та
НСД(A, I) = 1.

Дана сторона PlPl+1 дiаграми Ньютона лежить на прямiй Iα−Ai =
F , де F = Iαi+ − Ai+ = Aαi− − Ai−. За умовою усi точки (i, αi),
i = 0, 1, . . . , n, лежать не нижче цiєї прямої, тобто Iαi−Ai ≥ F . Остання
нерiвнiсть є строгою при i < i− та при i > i+ Назвемо число Iαi−Ai ва-
гою монома apαxi, де НСД(a, p) = 1. Числа i− та i+ однозначно визнача-
ють найменший та найбiльший показники степеня x мономiв многочлена
f з мiнiмальною вагою.

Для многочлена g розглянемо

G = min
j=0,...,m

{Iβj −Aj}

та покладемо i− та i+ як найменший та найбiльший iндекси для яких
G = Iβj− −Aj− = Iβj+ −Aj+.

Аналогiчно для многочлена h розглянемо

H = min
k=0,...,n−m

{Iγk −Ak}

та покладемо k− та k+ як найменший та найбiльший iндекси для яких
H = Iγk− −Ak− = Iγk+

−Ak+.
Тодi

aj−+k−p
αj−+k− =

∑
j+k=j−+k−

(bjp
βjxj)(ckp

γkxk).

Вага добутку двох членiв дорiвнює сумi їх ваг, тому вага доданку з
j = j− та k = k− дорiвнює G + H. Ваги усiх iнших доданкiв строго
бiльшi за G+H, оскiльки для них j < j− або k < k−. Якщо, наприклад,
j < j−, то вага члена bjpβjxj строго бiльша за G, а вага члена ckpγkxk

не менша за H.
Вага члена (bjp

βjxj)(ckp
γkxk) при j + k = const монотонно зростає зi

зростанням βj + γk, оскiльки I > 0. У нашому випадку j + k = j− + k−,
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тому сума βj + γk є мiнiмальною при j = j− та k = k−. Тодi вага члена
aj−+k−p

αj−+k− дорiвнює G + H. Також зрозумiло, що при i < j− + k−
вага члена aip

αixi строго бiльша за G + H, а при i ≥ j− + k− вага
члена aip

αixi не менша за G + H. Тодi G + H = F та j− + k− = i−.
Доведення того, шо j+ + k+ = i+ є аналогiчним. Тобто показано, що
i+ − i− = (j+ − j−)+ (k+ − k−). Зокрема одне з чисел j+ − j− та k+ − k−
є вiдмiнним вiд нуля.

Якщо обидва числа j+−j− та k+−k− вiдмiннi вiд нуля, то вiдрiзок з
кiнцями (j−, βj−) та (j+, βj+) є стороною дiаграми Ньютона многочлена
g, а вiдрiзок з кiнцями (k−, γk−) та (k+, γk+

) є стороною дiаграми Нью-
тона многочлена h. Нахил сторiн в обох випадках дорiвнює M = A/I,
оскiльки

βj+ − βj−
j+ − j−

=
A

I
=
γk+

− γk−

k+ − k−

Зi спiввiдношення i+ − i− = (j+ − j−) + (k+ − k−) бачимо, що су-
ма довжин сторiн з нахилом M дiаграми Ньютона многочленiв g та h
дорiвнюють довжинi сторони дiаграми Ньютона многочлена f з таким
самим нахилом.

Якщо одне з чисел j+ − j− та k+ − k− дорiвнює нулю, то у дiаграми
Ньютона одного з многочленiв g та h є сторона з нахилом M , її довжина
дорiвнює довжинi сторони дiаграми Ньютона многочлена f , а у дiаграми
Ньютона другого многочлена сторiн з нахилом M немає.

Тобто, вектор сторони з нахилом M дiаграми Ньютона многочлена f
дорiвнює сумi векторiв сторiн з тим самим нахилом M дiаграм Ньютона
многочленiв g та h. Зi спiввiдношення i+ − i− = (j+ − j−) + (k+ − k−),
бачимо, що якщо у однiєї з дiаграм Ньютона многочленiв g та h є сторона
з деяким нахилом M , то у дiаграми Ньютона многочлена f теж буде
сторона з таким нахилом.

Наслiдок 10.1 (Ознака Дюма). Якщо для деякого простого числа p дi-
аграма Ньютона многочлена f складається рiвно з однiєї ланки, то
многочлен f є незвiдним.

Тобто дiаграма Ньютона з ознаки Дюма складається з одного вiдрiз-
ка, у серединi якого немає точок з цiлими координатами.

Зауважимо, що ознака Айзенштайна випливає з ознаки Дюма.
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10.3 Многочлени з домiнуючими коефiцiєнтами

У деяких випадках можна стверджувати, що при достатньо великих
коефiцiєнтах многочлен буде звiдним. Однi з кращих умов такого типу
є критерiй Перрона.

Теорема 10.3. Нехай f(x) = xn+a1x
n−1+. . .+an є многочленом з цiлими

коефiцiєнтами таким, що an ̸= 0.

1. Якщо |a1| > 1 + |a2|+ . . .+ |an|, то f незвiдний.

2. Якщо |a1| ≥ 1 + |a2|+ . . .+ |an| та f(±1) ̸= 0, то f незвiдний.

Доведення. 1. Доведемо, що всi крiм одного коренi f лежать у одини-
чному диску |z| ≤ 1. Очевидно, що многчлен g(x) = xn + a1xn−1

задовольняє дану властивiсть, тобто всi коренi g крiм одного лежать
у одиничному диску |z| ≤ 1. Тодi за теоремою 9.8 (Руше) достатньо
довести, що для |z| = 1 виконується

|f(z)− g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|.

Але для |z| = 1 ми з одного боку маємо, що

|f(z)− g(z)| = |a2zn−2 + . . .+ an| ≤ |a2|+ . . .+ |an| ≤ |a1| − 1,

а з iншого боку

|f(z)|+ |g(z)| ≥ |g(z)| = |zn + a1z
n−1| = |z + a1| ≥ |a1| − 1.

Доведемо в iнший бiк. Нехай многочлен f розкладається у добуток
многочленiв f1 та f2 додатного степеня з цiлими коефiцiєнтами. До-
буток коренiв кожного з многочленiв f1 та f2 є не нульовим цiлим
числом. Тому кожен з цих многочленiв має корiнь абсолютне значе-
ння якого не менше одиницi. Але многочлен f має лише один такий
корiнь. Прийшли до суперечностi.

2. За умови досягнення рiвностi |a1| = 1 + |a2| + . . . + |an|, маємо не
строгу нерiвнiсть |f(z) − g(z)| ≤ |a1| − 1. Та за умови f(±1) ̸= 0
маємо строгу нерiвнiсть |f(z)|+ |g(z)| > |a1| − 1. Для |z| = 1 рiвнiсть
|f(z)|+ |g(z)| = |a1| − 1 може виконуватися тiльки якщо |f(z)| = 0 та
одночасно |z+a1| = |a1|−1. Остання рiвнiсть виконується тiльки при
z ∈ R. Оскiльки |z| = 1, звiдси випливає, що z = ±1.
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Теорема 10.4. Нехай a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an є натуральними та n ≥ 2. Тодi
многочлен p(x) = xn − a1x

n−1 − a2x
n−2 − . . .− an незвiдний над Z.

Доведення. Розглянемо многочлен f(x) = (x − 1)p(x). Очевидно маємо
f(x) = xn+1 − b1x

n − b2x
n−1 − . . . − bn+1, де b1 = a1 + 1, b2 = a1 − a2,

. . . , bn = an−1−an, bn+1 = an. Числа b1, b2, . . . , bn, bn+1 є натуральними
та b1 = 1 + b2 + . . . + bn + bn+1. Тому f(x) задовольняє одну з умов
критерiя Перрона. Але не задовольняє iншу умову, оскiльки f(1) = 0.
Тому необхiднi додатковi мiркування.

Нехай h(z) = b1z
n − b2z

n−1 − . . . − bn+1. Покажемо, що для всiх до-
статньо малих ε > 0 справедлива нерiвнiсть

|h(z)| > |zn+1| = |f(z) + h(z)|

скрiзь на колi |z| = 1 + ε. Тому, якщо |z| = 1 + ε, тодi

|h(z)| − |zn+1| ≥ b1(1 + ε)n − b2(1 + ε)n−1 − . . .− bn+1 − (1 + ε)n+1 =

= ε(nb1 − (n− 1)b2 − . . .− 2bn−1 − bn − (n+ 1)) + . . . =

= ε(b2 + 2b3 + . . .+ (n− 1)bn + nbn+1 − 1) + . . .

Коефiцiєнт ε є додатнiм, тодi для достатньо малого ε > 0 маємо, що
|h(z)| − |zn+1| > 0. У такому випадку

|f(z) + h(z)| = |zn+1| < |h(z)| ≤ |f(z)|+ |h(z)|.

Тодi за теоремою Руше многочлен f(z) має стiльки ж коренiв у серединi
диску |z| ≤ 1 + ε як i многочлен h(z). Проте усi куренi h(z) лежать
строго у серединi одиничного диску |z| ≤ 1. Тодi, при |z| ≥ 1 справедливi
наступнi нерiвностi

|h(z)| ≥ b1|z|n− b2|z|n−1− . . .− bn+1 ≥ |z|n(b1− b2− . . .− bn+1) = |z|n > 0.

Поклавши ε → 0 бачимо, що в серединi та на межi одиничного диску
є рiвно n коренiв многочлена f(x) = (x − 1)p(x). Тодi рiвно n − 1 ко-
рiнь многочлена p(x) лежить в серединi одиничного диску i хоча б один
корiнь лежить зовнi. Тобто p є незвiдним.

Ознака аналогiчна ознацi Перрона, але з умовою не на коефiцiєнт
при xn−1, а на вiльний член, справедлива лише в тому випадку, коли
вiльний член є простим числом.



10.4. Ознака Пойя 225

Теорема 10.5. Нехай f(x) = xn+ a1x
n−1+ . . .+ an−1x± p є многочленом

з цiлими коефiцiєнтами та p є простим числом.

1. Якщо p > 1 + |a1|+ . . .+ |an−1|, то многочлен f є незвiдним.

2. Якщо p ≥ 1+|a1|+. . .+|an−1| та серед коренiв многочлена f немає
коренiв з одиницi, то многочлен f є незвiдним.

Доведення. Нехай f(x) = g(x)h(x), де g та h є многочленами додатнього
степеня з цiлими коефiцiєнтами. Добуток вiльних членiв многочленiв
g та h дорiвнює ±p. Оскiльки число p просте, то один з цих вiльних
членiв дорiвнює ±1. Тому добуток абсолютних величин коренiв одного
з многочленiв g та h дорiвнює 1. У цього многочлена має бути такний
корiнь α, що |α| ≤ 1. Водночас α має бути також i коренем многочлена
f . З рiвностi f(α) = 0 випливає, що p = |αn + a1α

n−1 + . . . + an−1α| ≤
1 + |a1|+ . . .+ |an−1|.

У першому випадку прийдемо до суперечностi. У другому випадку,
тобто коли серед коренiв многочлена f немає коренiв з одиницi, вико-
нується нерiвнiсть |α| < 1, тому p < 1 + |a1| + . . . + |an−1|. Тобто i тут
отримано суперечнiсть.

10.4 Ознака Пойя

Лема 10.1. Нехай g — многочлен степеня k з цiлими коефiцiєнтами,
d0 < d1 < . . . < dk — цiлi числа. Тодi |g(di)| ≥ k!2−k для деякого i.

Доведення. Розглянемо многочлен

G(x) = (x− d0) · . . . · (x− dk)

k∑
i=0

g(di)

x− di

∏
i̸=j

1

di − dj
.

Можна показати, що G(di) = g(di) при i = 0, . . . , k та degG ≤ k. Тодi
маємо рiвнiсть G(x) = g(x).

Старший коефiцiєнт многочлена G дорiвнює

k∑
i=0

g(di)
∏
i̸=j

1

di − dj
.
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За умовою вiн є ненульовим цiлим числом, тому його абсолютна вели-
чина не менша за одиницю. Тодi одне з чисел |g(di)| не менше за

∣∣∣ k∑
i=0

∏
i̸=j

1

|di − dj |

∣∣∣−1

≥
∣∣∣ k∑
i=0

∏
i̸=j

1

|i− j|

∣∣∣−1

=

=
( k∑
i=0

1

i!(k − i)!

)−1

= k!
( k∑
i=0

(
k

i

))−1

= k!2−k.

Теорема 10.6 (Ознака Пойя). Нехай f є многочленом степеня n з цiли-
ми коефiцiєнтами та m = [n+1

2 ]. Якщо для попарно рiзних цiлих чисел
a1, . . . , an виконуються нерiвностi |f(ai)| < 2−mm! i числа a1, . . . , an не
є коренями многочлена f . Тодi многочлен f є незвiдним.

Доведення. Нехай f = gh, де g та h є многочленами з цiлими коефiцiєн-
тами. Можемо вважати, що deg h ≤ deg g = k. Тодi m ≤ k < n. Зрозумi-
ло, що g(ai) ̸= 0 та g(ai) дiлить f(ai). Тодi |g(ai)| ≤ |f(ai)| < 2−mm!.

З iншого боку, за попередньою лемою для одного з членiв ai викону-
ється нерiвнiсть |g(ai)| ≥ 2−kk!, якщо застосовуємо лему до di = ai−1.
Оскiльки k ≥ m, то 2−kk! ≥ 2−mm!. Тодi при m = k + r маємо m!

k! =

(k + 1) · (k + 2) · . . . · (k + r) ≤ 2r = 2m

2k
.

Можна сформулювати властивостi для незвiдностi деяких тричленiв
специфiчного виду xn ± xm ± 1.

Теорема 10.7. Нехай n ≥ 2m, d = НСД(n, m), n1 = n/d та m1 = m/d.
Тодi тричлен g(x) = xn + εxm + ε′, де ε = ±1 та ε′ = ±1, є незвiдним
за виключенням трьох випадкiв у яких n1 +m1 ≡ 0 (mod 3):

1. n1 та m1 є непарними та ε = 1.

2. n1 є парними та ε′ = 1.

3. m1 є парними та ε′ = ε.

У цих випадках многочлен g(x) є добутком x2d + εmε′nxd + 1 та
незвiдного многочлена.
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10.5 Вправи

1. Розглянемо многочлен f ∈ Z[x] має коренi a1, . . . , an та

M = max
i

|ai|.

Нехай f(x0) є простим числом для деякого цiлого числа x0, такого,
що |x0| > M + 1. Доведiть, що тодi f є незвiдним.

2. Нехай p є простим числом. Доведiть, що многочлен xp − x− a, де
a — натуральне число, яке не дiлиться на p, є незвiдним.

3. Нехай для многочлена f ∈ Z[x] iснує таке цiле число n, що:

1) усi коренi многочлена f лежать в площинi Re z < n− 1
2 ;

2) f(n− 1) ̸= 0;
3) f(n) є простим числом.

Доведiть, що многочлен f незвiдний.

4. Нехай f(x) = xn+a1x
n−1+ . . .+an−1x+pan — многочлен з цiлими

коефiцiєнтами та p — просте число. Довести, що якщо

p >

n−1∑
i=0

|an|n−1−i|ai|,

то многочлен f є незвiдним.

5. Нехай f(x) = xp−1+xp−2+ . . .+x+1 та p — просте число. Довести,
що f є незвiдним над полем рацiональних чисел.

6. Нехай a1, . . . , an — попарно рiзнi цiлi числа Довести, що наступнi
многочлени є незвiдними:

1) (x− a1) · (x− a2) · . . . · (x− an)− 1;
2) (x− a1)

2 · (x− a2)
2 · . . . · (x− an)

2 + 1.

7. Довести, що довiльний многочлен з цiлими коефiцiєнтами розкла-
дається у суму двох незвiдних многочленiв.

8. Нехай F (x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn] та f(x) = F (x, . . . , x). Доведiть,
що якщо многочлен f незвiдний, то многочлен F теж є незвiдним.
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9. Нехай p > 3 — просте число, n < 2p. Доведiть, що многочлен
x2p + pxn − 1 є незвiдним.

10. Нехай p > 3 — просте число, n < 2p та a1 + . . .+ ap = 2p. Доведiть,
що незвiдним буде многочлен

xa1
1 · . . . · xap

p + xn1 + . . .+ xnp − 1.
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