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ПЕРЕДМОВА

У цьому методичному посiбнику наведенi теми практичних занять з
математичного аналiзу, умови задач, рекомендованих для розв’язання в
аудиторiї, а також задачi для домашньої роботи

Головна мета практичних занять — активне засвоєння студентами
основних понять i положень курсу, набуття навичок їх застосування до
розв’язання стандартних задач, опанування деяких спецiальних методiв.
Умовам задач в кожному заняттi передують кiлька контрольних запитань,
вiдповiдi на якi студенти мають пiдготувати вдома.

У кожному заняттi група задач А — задачi для аудиторної роботи, група
Б — для домашнього завдання. Кiлькiсть i якiсть задач, що розв’язуються
в аудиторiї i задаються додому, залежить вiд рiвня пiдготовки cтудентiв. Цi
задачi пiдбираються викладачем з набору задач, наведених в методичцi.

Пропонуються також завдання пiдвищеної складностi для студентiв з
високим рiвнем пiдготовки за умови успiшного виконання обов’язкової ча-
стини. Задачi пiдвищеної складностi позначенi лiтерою Д.

У першому семестрi, як правило, проводяться три контрольнi роботи,
зразки умов та розв’язання (частково) яких наведено в текстi.

При пiдборi задач використано такi збiрники задач:
Частина задач складена упорядниками. При пiдготовцi цього учбового

посiбника автори суттєво використали методичнi розробки
Навчальнi завдання до практичних занять з математичного аналiзу

для студентiв механiко-математичного факультету (1 семестр першого кур-
су) // Упорядн. А.Я.Дороговцев, О.О.Курченко, М.О.Денисьєвський. –
К.,1994,

Навчальнi завдання до практичних занять з математичного аналiзу для
студентiв механiко–математичного факультету (1 семестр першого кур-
су) / Упорядн. М. О. Денисьєвський, О. О. Курченко, В. Н. Нагорний,
А. В. Чайковський. – К.: ВПЦ "Київський унiверситет 2002.

Навчальнi завдання до практичних занять з математичного аналiзу для
студентiв механiко--математичного факультету (2 семестр першого курсу) // Упо-
рядн. М. О. Денисьєвський, О. О. Курченко, В. Н. Нагорний, А. В. Чай-
ковський, О.Н. Нестеренко. – К.: ВПЦ "Київський унiверситет 2004.
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ЗАНЯТТЯ 1
СПРОЩЕННЯ ВИРАЗIВ.

АЛГЕБРАЇЧНI ТА IРРАЦIОНАЛЬНI РIВНЯННЯ. ПРОГРЕСIЇ

Контрольнi запитання
1. Формули скороченого множення.
2. Властивостi дiй над степенями.
3. Властивостi дiй з коренями.

А1

1. Спростити вираз:

1) a2+3a
ax−5x+8a−40 − a

x+8 ;

2)

√
13 + 30

√
2 +

√
9 + 4

√
2;

3)

(
x1/2 + y1/2

(x+ y)1/2
− (x+ y)1/2

x1/2 + y1/2

)−2

− x+ y

2
√
xy

.

2. Коли правильнi формули:
а)

√
a2 = (

√
a)2; б)

√
x · √y =

√
xy;

в)
√
x√
y =

√
x
y ; г) a

√
b = −

√
a2b?

3. Видiлити повний квадрат:
1) x2 − 6x2 − 13;
2) 1− x2 − 5x;
3) 2x2 − 5x+ 7;
4) −4x− 2x2.

4. Розв’язати рiвняння:
1) 8x4 − 5x2 − 3 = 0;
2) (x2 + x+ 1)(x2 + x+ 2) = 12;
3) 2x3 − 5x2 + 7x− 10 = 0;
4) |x|+ |x− 1| = 1;
5) |x2 − 3x+ 2|+ 2x = 0.

5. Розв’язати системи рiвнянь:
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1)

{
x−1 + y−1 = 5,

x−2 + y−2 = 13;
2)

{
y2 − xy = −12,

x2 − xy = 28.

6. Розв’язати рiвняння з iррацiональностями:
1)

√
x+ 1 +

√
x = 1;

2)
√
3x+ 4 +

√
x− 4 = 2

√
x.

7. Знайдiть суму дванадцяти перших членiв арифметичної прогресiї, якщо
a1 = −40, d = 6.
8. Знайдiть 10-й член геометричної прогресiї, якщо b1 = −128 i q = 1

2 .
9. Знайти натуральне число n таке, що:

1) 2 + 5 + ...+ (3n+ 2) = 7n+ 5;
2) 3 + 6 + 12 + ...+ 3 · 2n = 4n − 7 · 2n+2 + 2n+1 − 3.

Д1. Спростити вираз:

1) 4
√

(1− 2a+ a2)(a2 − 1)(a− 1) : a2+2a−3
4√a+1

;

2) x4−x3−x+1
x3−5x2+7x−3

· |x− 3|;
3)

√
4x+4+x−1√
x·|2x2−x−1| ;

4)
√√

5−2· 4
√

9+4
√
5+

3√
a2− 3√a√√

5+2· 4
√

9+4
√
5+a

.

Д2. Розв’язати рiвняння:
1) x

x2+3x+2
− x

x2+5x+2
= 1

24 ;

2) 3
√

9−
√
x+ 1 + 3

√
7 +

√
x+ 1 = 4;

3) 3
√

1 +
√
x+ 3

√
1−

√
x = 2;

4) 3
√

9−
√
x+ 1 + 3

√
7 +

√
x+ 1 = 4;

5) 3
√

24 +
√
x− 3

√
5 +

√
x = 1.

Д3. Розв’язати системи рiвнянь:

1)

{
x3 + x3y3 + y3 = 17,

x+ xy + y = 5;

2)

{
x
y + x2

y2
+ x3

y3
= 14,

x+ y = 3;

3)

{
x2 + 2y2 = 17,

x2 − 2xy = −3;

4)

{
x3 + y3 = 2,

x2 + y2 = 2.

7



Д4. Чи правильно, що для всiх x ∈ (−2, 2) виконується нерiвнiсть
x4 + x ≤ 20.
Д5. Скiльки членiв арифметичної прогресiї 4, 10, ... знаходиться мiж чи-
слами 110 i 340?
Д6. При яких значеннях параметра a коренi рiвняння x2 + 2(a − 7)x +
a2 − 9 = 0 рiзнi i обидва додатнi?
Д7. Знайти всi значення параметра a, при яких рiвняння (a−2)x2−2(a+
3)x+4a = 0 має два коренi, якi задовольняють умову: а) x1 < 2, x2 > 3;
б) x1 < 3, x2 > 2.
Д8. При яких значеннях параметра a рiвняння x2+4x−2|x−a|+2−a = 0
має чотири коренi?

Б1

1. Розкласти на множники:
1) a2(x− 1)− y(1− x);
2) 3(x+ y) + (x+ y)2;
3) ax + ax+1;
4) acx2c + acxc;
5) ax2 − cx2 − cx+ ax− a+ c;
6) 12a2y2 − 6ayc+ 3ac2 − 6a2yc− c+ 2ay;
7) (x+ y)(x2 + y2)− x3 − y3;
8) a2b2(b− a) + b2c2(c− b) + c2a2(a− c);
9) x3 + 9x2 + 11x− 21;

10) x4 + y4 + z4 − 2x2y2 − 2x2z2 − 2y2z2;
11) x2y + xy2 + x2z + xz2 + y2z + yz2 + 3xyz.

2. Позбавитися iррацiональностi в знаменнику:

1) b
√
b

4√
b5
; 2) 2√

5+
√
6
; 3) 47

2
√
3− 4√3

.

3. Спростити вираз:

1) a+ x− a2+x2

a−x ;

2) y
3x−2 − 3y

6xy+9x−4y−6 ;

3)
(

x
x+1 + 1

)
· 1−x2

4x2−1
;

4)
(

2
2x+y − 1

2x−y − 3y
y2−4x2

)
·
(

y2

8x2 − 1
2

)
;

5) a2

(a−b)(a−c) +
b2

(b−a)(b−c) +
c2

(c−a)(c−b) ;
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6)
√

3− 2
√
2;

7)
√

9− 4
√
5;

8) a7/12 · x5/6 : a2/3 · x3/4 · 60;
9) (a0.5 + (ax)0.25 + x0.5) · (a0.5 − (ax)0.25 + x0.5);

10)
(
a·a0.5+x·x0.5

a0.5+x0.5 − (ax)0.5
)
·
(
a0.5+x0.5

a−x

)2
;

11) a4/3−8a1/3b

a2/3+2
3√
ab+4b2/3

: (1− 2 3

√
b
a)− a2/3;

12)

(
x+ (x2 − 1)1/2

x−
√
x2 − 1

+
1− x√

x2−1

x(x2 − 1)−1/2 + 1

)
:

√
x

(x− 1
x)

−1/2
.

4. Спростити вираз:

1)
( 4
√
m+ 4

√
n)2 + ( 4

√
m− 4

√
n)2

2(m− n)
:

1√
m3 −

√
n3

− 3
√
mn;

2)
x− y

x3/4 + x1/2y1/4
· x

1/2y1/4 + x1/4y1/2

x1/2 + y1/2
· x1/4y−1/4

x1/2 − 2x1/4y1/4 + y1/2
.

5. Нехай D = b2

4 + a3

27 ≥ 0, x = 3

√
− b

2 +
√
D+ 3

√
− b

2 −
√
D. Обчислити

x3 + ax+ b.
6. Розв’язати рiвняння:

1) 5x2 − 4x− 1 = 0;
2) 2x2 + 3x+ 7 = 0;
3) 3x2 + 9x+ 1 = 0;
4) 2x4 + x2 − 3 = 0;
5) (x+ 1)(x+ 3)(x+ 5)(x+ 7) = 9;
6) (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) = 3;
7) 3x3 − 2x2 − 4x+ 1 = 0;

8) x2+1
x+1 + x2+2

x−2 = −2;

9) 20(x−2
x+1)

2 − 5(x+2
x−1)

2 + 48x2−4
x2−1

= 0;

10) 2x
3x2−x+2

− 7x
3x2+5x+2

= 1;

11) |2x− 1|+ |x+ 1| = 1;
12) |1− x|+ |3x− 1| = 2;
13) |x2 − 3|+ 2 = 0;
14) |5− 4x− x2|+ x− 5 = 0.

7. Розв’язати системи рiвнянь:
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1)

{
x4 + y4 = 82,

xy = 3;

2)

{
x
y − y

x = 5
6 ,

x2 − y2 = 5;

3)


2x+ y + z = 7,

x+ 2y + z = 8,

x+ y + 2z = 9;

4)

{
2x2 − 3xy + y2 = 3,

x2 + 2xy − 2y2 = 6;

5)

{
x3 + y3 = 9,

x+ y = 3;

6)

{
x2 + y2 = 5,

xy = 2.
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8. Розв’язати рiвняння з iррацiональностями:
1)

√
3x+ 7−

√
x+ 1 = 2;

2)
√

x+
√
x+ 11 +

√
x−

√
x+ 11 = 4;

3)
√
x+ 1−

√
9− x =

√
2x− 12;

4)
√
x2 + 9−

√
x2 − 7 = 2;

5) 3
√
5x+ 7− 3

√
5x− 12 = 1;

6)
√
x+ 1 +

√
4x+ 13 =

√
3x+ 12.

9. Знайдiть 24-й член арифметичної прогресiї, якщо a1 = 13, 5 i
d = −0, 8.
10. Скiльки членiв арифметичної прогресiї 88, 80, ... знаходиться мiж чи-
слами -40 i 10?
11. Шостий член арифметичної прогресiї дорiвнює 70, а 12-й член 10.
Знайдiть суму двадцяти чотирьох перших членiв цiєї прогресiї.
12. Знайдiть 8-й член геометричної прогресiї, якщо b1 = −0, 0001 i q =
10.
13. У геометричнiй прогресiї b9 = 1

2 , q = 1
2 . Знайдiть перший член i суму

дев’яти перших членiв прогресiї.
14. Знайти n натуральне таке, що:

1) 7 + 11 + ...+ (4n− 1) = 20n− 38;

2) 4 + 22 + 23 + ...+ 2n−1 = 2n
2− 29

2
n+ 65

2 .
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ЗАНЯТТЯ 2
ГРАФIКИ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ФУНКЦIЙ

Контрольнi запитання
1. Область визначення та область значень функцiї.
2. Функцiї непарнi, парнi, монотоннi та перiодичнi. Вiдповiднi вла-

стивостi графiкiв.
3. Елементарнi перетворення графiкiв.

А2

1. Знайти множини визначення функцiй. Чи є вони парними? непарними?
перiодичними?

1) y =
√
4− x;

2) y = x
x2−3x+2

;
3) y = cos 3x;
4) y = x5.

2. Побудувати графiки функцiй:

1) y = 2x+ 3;
2) y = −1;
3) y = 5− x2;

4) y = −x2 + 4x− 1;

5) y = x2 + 4x+ 5.

3. Побудувати графiки функцiй:

1) y = − log2 x;
2) y = log2(−x);

3) y = 2 + log2(x+ 1);
4) y = 2x−2.

4. Побудувати графiки дробово-лiнiйних функцiй:

1) y =
2x− 3

x− 2
; 2) y =

3x+ 1

x+ 1
.

5. Побудувати графiки функцiй:

1) y = sin(3x)− 4;

2) y = 4− log2(x− 2);

3) y = cos(2x+ π
3 );

4) y = sin |x|;
5) y = | sinx|;

6) y = 2−|x|
3+|x| ;

7) y = |x2 − 4x+ 3|;
8) y = x2 − 4|x|+ 3;
9) y = |x2 − 4|x|+ 3|;

10) y = |x2 − 4x|+ 3.

12



Д1. Спростити вираз:
1) ((log4b a+ log4a b+ 2)1/2 + 2)1/2 − logb a− loga b;

2)

(
x
1+ 1

2 log4 x + 8
1

3 log
x2

2 + 1

)1/2

;

3)

((
log2a b+1
2 loga b − 1

)1/2
−
(
log2a b+1
2 loga b + 1

)1/2)√
2 log

1/2
a b(a > 1);

4)
√

(x
2−4
2x )2 + 4 +

√
1 + 4

x2 + 4
x ;

5)
(
x8+x4−x2

√
2+2

x4−x2
√
2+1

+ x2
√
2
)1/2

;

6)
√
x2 − 12x+ 36−

√
x2;

7)
(lg b · 2log2 lg b)1/2 · lg−1/2 b2√

lg2 b+1
2 lg b + 1− 100,5 lg lg b

1/2
;

8)

√
a− 8

6
√
a3b2 + 4

3
√
b2

√
a− 2 3

√
b+ 2

12
√
a3b2

+ 3
3
√
b.

Д2. Без електронних засобiв дiзнатися, яке з чисел бiльше: log135 675 чи
log45 75.

Д3. Знайти множину визначення та множину значень функцiї y =
√
2 + x− x2.

Б2

1. Побудувати графiки функцiй:

1) y = cos(π4 − x);
2) y = 3 + 2 sin 2x;
3) y = 1− cos x

2 ;
4) y = | tg 2x|;
5) y = tg |2x|;
6) y = −2 arcctg x;
7) y = 1

|x−3| ;

8) y = |x|−1
|x|+4 ;

9) y =
∣∣∣x−1
x+4

∣∣∣ ;
10) y = (|x|+ 1)3;

11) y = |x2 + 2x− 3|;
12) y = x2 + 2|x| − 3;

13) y = |x2 + 2|x| − 3|;
14) y = |x2 + 2x| − 3.

2. Знайти lg 56, якщо lg 2 = a i log2 7 = b.
3. Знайти помилку в доведеннi:

1) 8 < 32 ⇒ 23 < 25 ⇒ log0.1(2
3) < log0.1(2

5) ⇒
3 log0.1 2 < 5 log0.1 2 ⇒ 3 > 5;

13



2) 1
25 < 1

5 ⇒ log2
1
25 < log2

1
5 ⇒ 2log2

1
25 < 2log2

1
5 ⇒

22 log2
1
5 < 2log2

1
5 ⇒ 4log2

1
5 < 2log2

1
5 ⇒ 4 < 2.

4. Розв’язати показниковi рiвняння:

1) 25x = 1
5 ;

2) 9−x = 27;

3)
√
2x
√
3x = 36;

4) 5x+1 = 8;
5) 7x − 7x−1 = 6;

6) 3x−1 + 3x−2 + 3x−3 = 13;

7) 4
√
x+1 = 64 · 2

√
x+1;

8) 4x + 2x − 6 = 0;

9) 32
√
x − 4 · 3

√
x + 3 = 0;

10) 7 · 2x = 5 · 3x;
5. Розв’язати логарифмiчнi рiвняння:

1) lg x = 3− lg 5;

2) lg(lg x) = 0;

3) logx 36 = 2;

4) log2(x− 1) = log2(x
2 − x− 16);

5) log23 x− 3 log3 x− 10 = 0;
6) log9 x+ logx2 3 = 1;
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ЗАНЯТТЯ 3
ТРИГОНОМЕТРIЯ. НЕРIВНОСТI

Контрольнi запитання
1. Основнi тригонометричнi формули.
2. Властивостi нерiвностей.

А3

1. Знаючи, що 3π
2 < α < 2π, знайдiть: sinα, tgα, ctgα, якщо

cosα = 2
5 .

2. Спростiть вираз

1) sinα cosα(tgα+ ctgα); 2) sinα+sin 5α
cosα+cos 5α .

3. Розв’язати рiвняння

1) sin 2x+ cos 7x = 0; 2) cos 3x+ cos 5x
2 = 2.

4. Розв’язати нерiвностi:

1) x−1
x−3 ≥ 2x− 3;

2) x2−5x+4
x2−4

≤ 1;

3) x4 < 5;

4) x7 ≥ 2;

5) |x+ 2| < 0, 03;

6) |2x− 1| < |x− 1|.
5. Розв’язати нерiвностi з iррацiональностями:

1)
√
x+ 1 < 3;

2)
√
x+ x > 4;

3)
√
x2 + x− 2 > x− 2;

4)
√
x2 − x− 12 < x;

5)
√
x2 − 4x > x− 3.

6. Розв’язати логарифмiчнi нерiвностi:

1) log0,3(3x− 8) > log0,3(x
2 + 4); 2) log3

3x−5
x+1 ≤ 1.

7. Розв’язати показниковi та степенево-показниковi нерiвностi:
1) 1 < 3x ≤ 27;
2) −3 ≤ 25x − 4 · 5x < 5;

3) (x− 3)x
2+x < (x− 3)7x−5;

4) |x+ 2|
1

x2+x−6 ≥ |x+ 2|
3

x+3 .
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8. Розв’язати нерiвностi:

1) sin 2x ≤ 0;
2) cosx ≥ 1;
3) cos 3x ≥ −1

2 ;
4) tg 3x ≥ 1;

5) tg x ≥ 0;
6) sinx cosx > 0;
7) sinx ≤ cosx;
8) 7 tg2 x− 8 tg x+ 1 < 0.

Б3

1. 1) Знаючи, що 3π
2 < α < 2π, знайдiть: cosα, tgα, ctgα, якщо

sinα = −12
13 .

2) Знаючи, що π
2 < α < π, знайдiть: cosα, tgα, ctgα, якщо

sinα = 2
5 .

3) Знайдiть tgα + ctgα, якщо sinα + cosα = 1, 4, де α –
гострий кут.

4) Знайдiть sin4 α+ cos4 α, якщо sinα cosα = 3
5 .

5) Знайдiть sin4 α− cos4 α, якщо sin2 α− cos2 α = 1
2 .

6) Знайдiть tg2 α+ ctg2 α, якщо tgα+ ctgα = 2.
7) Знайдiть cos(α + β), якщо cosα = 4

5 , sinβ = 5
13 , причому

0 < α < π
2 , 0 < β < π

2 .
8) Знайдiть sin 2α, cos 2α, tg 2α, якщо cosα = 0, 8 i α – кут 4 чвертi.

2. Знайдiть найбiльше i найменше значення виразу
1) 1 + 4 cos2 α+ 3 sin2 α;
2) 5 tgα ctgα− (sin2 α− cos2 α).

3. Обчислiть
sin 5π

6
+sin 7π

6
+sin 11π

6

cos 2π
3
+cos 4π

3
+cos 5π

3

.

4. Спростiть вираз

1) sin 3β
cos 3β−sin 3β + sin 3β

cos 3β+sin 3β ;

2) 2 sin2 α+ 2 cos2 α+ tg2 α+ ctg2 α;
3) 4 sinα cosα(cos2 α− sin2 α).

5. Розв’язати рiвняння

1) cos(3x+ π
6 ) = −1;

2) tg(x− π
8 ) = 0;

3)
√
3 ctg(x+ π

4 ) = 1;
4) sinx− sin 3x = 0;
5) sin 5x+ cos 5x = 1;
6) cos 3x− cos 5x = 0;

7) sin4 x+ cos4 x = 5
8 ;

8) 6 ctg2 x− 2 cos2 x = 3;
9) ctg4 x = cos2 2x− 1;

10) 4 cosx− ctg x− 1 = 1
sinx ;

11) sin4 x+ cos4 x = sin 2x− 0, 5;
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6. Розв’язати нерiвностi:

1) 2
x−2 − 2

x−1 < 3
(x−2)2

;

2) 1
3x−2−x2 − 3

7x−4−3x2 > 0;

3) 15
4+3x−x2 > 1;

4) 2x6 ≤ 3;
5) 3x3 ≥ −1;
6) |x− 5| ≥ 12;
7) |x| > |x+ 1|.

7. Розв’язати нерiвностi з iррацiональностями:

1)
√
2− x < 3;

2)
√
x2 + 3x+ 2 < 2x+ 5;

3)
√
9x− 20 < x;

4)
√
x+ 3 > x.

8. Розв’язати логарифмiчнi нерiвностi:
1) log1/2(x− 7) > 4;

2) lg(x+ 1) > lg(5− x);

3) log1/3
3x−1
x+2 < 1;

4)
√

log3
2x−3
1−x < 1;

5)
√

1− log5(x
2 − 2x+ 2) < 2 log25(5x

2 − 10x+ 10);

6) logx+1(x
2 − x+ 1) < 1;

7) log1−x(x
2 + x− 2) ≥ 1;

8) log4−x(x
2 − x− 2) < log4−x(x+ 6);

9) log3(3
x − 1) log3(3

x+2 − 9) > 3;
10) logx2+3x(x+ 3) ≤ 1.

9. Розв’язати показниковi та степенево-показниковi нерiвностi:

1) 10x
2 ≤ 1;

2)
(
1
3

)x2−x
< 1

9 ;

3) 0 ≤ 4x − 6 · 2x + 8 ≤ 3;

4) (3− x)
3x−5
3−x < 1;

5) (x− 2)x
2−6x+8 ≥ 1;

6) |x+ 1|x2+2x ≤ |x+ 1|3.
10. Розв’язати нерiвностi:

1) cos 3x ≥ 0;
2) sinx ≤ −1;
3) cos 2x < −1

2 ;
4) ctg 3x ≤ 1;

5) ctg x > 0;
6) sin 2x cosx ≤ 0;
7) tg x ≤ sinx;
8) 2 sin2 x− sinx− 1 ≥ 0.
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КОНТРОЛЬНА РОБОТА.
ВИБРАНI ПИТАННЯ ЕЛЕМЕНТАРНОЇ МАТЕМАТИКИ

Завдання iндивiдуальнi. Зразок варiанта

1. Спростити вираз: x6+y6

x2+y2
−
√

(x4 + y4) 4
√

(x4 + y4)3(x4 + y4)1/4.

2. Розв’язати нерiвнiсть (2x)x
2+1 < (2x)4x.

3. Розв’язати рiвняння: sin4 x+ 2 cos2 x− 2 = 0.
4. Знайти натуральне n таке, що 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = 4n− 3.
5. Для яких значень параметра a рiвняння ax4−2a2x2+1 = 0 має рiвно
два розв’язки?
6. Побудувати графiки функцiй:

1) y = π − 3 arctg 2x;
2) y = 2−5x

7x+1 .

РОЗВ’ЯЗКИ

1. Використаємо формули суми кубiв та дiй над степенями:

x6 + y6

x2 + y2
−
√

(x4 + y4) 4
√

(x4 + y4)3(x4 + y4)1/4 =

=
(x2 + y2)(x4 − x2y2 + y4)

x2 + y2
−
√

(x4 + y4)(x4 + y4)3/4(x4 + y4)1/4 =

= x4−x2y2+y4−
√

(x4 + y4)1+3/4+1/4 = x4−x2y2+y4−
√

(x4 + y4)2 =

= x4 − x2y2 + y4 − (x4 + y4) = −x2y2.

2. Маємо показниковi функцiї з основою 2x. Для розв’язання нерiвностi
необхiдно розглянути випадки:

1) 0 < 2x < 1. Тодi x2 + 1 > 4x. Маємо систему

{
0 < 2x < 1;

x2 + 1 > 4x.

Розв’язуємо її:

{
0 < x < 1/2;

x2 − 4x+ 1 > 0;

{
0 < x < 1/2;

x ∈ (−∞, 2−
√
3) ∪ (2 +

√
3,+∞).

Звiдси x ∈ (0, 2−
√
3).
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2) 2x > 1. Тодi x2 + 1 < 4x. Маємо систему

{
2x > 1;

x2 + 1 < 4x.

Розв’язуємо її:

{
x > 1/2;

x2 − 4x+ 1 < 0;

{
x > 1/2;

x ∈ (2−
√
3, 2 +

√
3).

Звiдси

x ∈ (1/2, 2 +
√
3).

3) 2x = 0 або 2x = 1. Тодi маємо нерiвнiсть 0 < 0 або 1 < 1. Отже,
x ∈ ∅.

Для того, щоб отримати розв’язок, необхiдно об’єднати отриманi мно-
жини: x ∈ (0, 2−

√
3) ∪ (1/2, 2 +

√
3).

3. Перетворюємо рiвнiсть так, щоб отримати лише одну тригонометричну
функцiю:

sin4 x− 2 sin2 x = 0.

Зробимо замiну sinx = t. Отримаємо бiквадратне рiвняння

t4 − 2t2 = 0.

Звiдси t2 = 0 або t2 = 2, звiдки t = 0, або t =
√
2, або t = −

√
2.

Останнi двi рiвностi неможливi, бо синус за модулем не перевищує оди-
ницi. Отже, sinx = 0, тому x = πn, n∈ Z.

4. Злiва маємо арифметичну прогресiю з n доданкiв, першим доданком 1
i рiзницею 2. Її сума (1 + (2n − 1)) · n/2 = n2. Отже, маємо рiвняння
n2 = 4n− 3. Розв’язуючи його, отримаємо n = 1;n = 3.

5. Бiквадратне рiвняння має розв’язки, якщо D = 4a4 − 4a ≥ 0, тобто
a(a− 1)(a2 + a+ 1) ≥ 0, або a ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞). Для цих значень
параметра a рiвняння ax4 − 2a2x2 + 1 = 0 може мати розв’язки x2 =
a2 ±

√
a4 − a, де права частина рiвностi повинна бути невiд’ємною.

При a ≤ 0 права частина невiд’ємна, лише якщо в нiй обрати знак
плюс. Тодi рiвняння має рiвно два розв’язки при a < 0.

При a ≥ 1 права частина невiд’ємна для обох знакiв. При цьому в обох
випадках x2 ̸= 0. Тому рiвняння не може мати рiвно два розв’язки.

Отже, остаточно a < 0.
6. 1) Потрiбно намалювати графiк функцiї y = arctg x, стиснути його
вдвiчi вздовж осi Ox, отримавши графiк y = arctg 2x, розтягнути отри-
маний графiк втричi вздовж осi Oy, отримавши графiк y = 3arctg 2x,
вiддзеркалити отриманий графiк вiдносно осi Oy, отримавши графiк y =
−3 arctg 2x, пiдняти отриманий графiк вгору на π, отримавши кiнцевий
графiк.
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2) Врахуємо, що

2− 5x

7x+ 1
= −5

7
·
x− 2

5

x+ 1
7

= −5

7
·

(
1− 19

35
· 1

x+ 1
7

)
= −5

7
+

19

49
· 1

x+ 1
7

.

Потрiбно намалювати графiк функцiї y = 1
x , посунути його влiво на 1

7

вздовж осi Ox, отримавши графiк y = 1
x+ 1

7

, стиснути отриманий графiк

вздовж осi Oy в 49
19 разiв, отримавши графiк y = 19

49 · 1
x+ 1

7

, опустити

отриманий графiк вниз на 5
7 , отримавши кiнцевий графiк.
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ЗАНЯТТЯ 4
ЛОГIЧНI СИМВОЛИ. МНОЖИНИ I ДIЇ НАД НИМИ

Контрольнi запитання

1. Логiчнi символи ⇒;⇔;
def⇔;∀; ∃;∃!; :=;

def
= .

2. Перетворення логiчних тверджень "не B ⇒ не A ". Доведення
вiд супротивного.

3. Способи задання множин.
4. Дiї над множинами.

А4

1. Визначити множину A, якщо:
1) A = {x | ∃n∈ N : x = 2n} ;
2) ∀x ∈ A ∃n∈ N : x = 2n;

3) ∀x ∈ A ∃m∈ Z ∃n∈ N : x =
m

n
;

4) ∀x ∈ A ∃y ∈ R, y ≥ 1 : 2x = y;
5) ∀a ∈ A ∃x∈ R : x2 + 2ax+ a = 0;
6) A = {x | ∃y ∈ R : x2 + y2 = 1};
7) ∀(x, y) ∈ A : max(x, y) ≥ 1.

2. Чи вiрнi наступнi висловлювання:
1) ∀a∈ R ∃x∈ R : x2 + ax = 0;
2) ∀a∈ R ∃x∈ R : x2 + 2ax+ a = 0?

3. Записати в кванторах висловлювання:
1) "у множинi A мiститься бiльше одного елемента";
2) "у множинi A мiстяться як завгодно великi додатнi числа".

4. Записати твердження та його заперечення в кванторах, з’ясувати, яке з
двох тверджень iстинне:

1) при кожному a > 0 рiвняння x2 = a має дiйсний корiнь;
2) при кожному дiйсному a рiвняння x2 = a має дiйсний корiнь;
3) iснує квадратне рiвняння, що не має дiйсних коренiв.

5. В яких випадках правильнi твердження A ⇒ B, B ⇒ A, A ⇔ B?
Записати правильнi твердження у виглядi теорем, використовуючи слова
"необхiдно"i "достатньо".

1) A = ”число a > 0”, B = ”число a > 1”;
2) A = ”данi кути вертикальнi”, B = ”данi кути рiвнi”;
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3) A = "натуральне число дiлиться на 3" , B = "натуральне
число дiлиться на 9";

4) A = ”рiвняння f(x) = g(x) має корiнь”, B = ”рiвняння f2(x) =
g2(x) має корiнь”;

5) A = ”заданий трикутник рiвнобедрений”, B = ”двi медiани
заданого трикутника рiвнi мiж собою”;

6) A = ”заданий чотирикутник є ромбом”, B = ”дiагоналi зада-
ного чотирикутника дiлять його кути навпiл”.

6. Довести для натуральних n твердження n2 − n − 3 ≥ 0 ⇒
n ≥ 3 : а) безпосередньо розв’язавши нерiвнiсть; б) записавши еквiва-
лентне твердження з використанням заперечень.
7. Визначити множини A∪B , A∩B, A\B, B\A, A та дати їх геометричну
iнтерпретацiю, якщо:

1) A = [1, 3], B = (2, 5];
2) A = {x | x2 + 6x+ 8 < 0}, B = {x | x2 + 3x < 0};
3) A = {x∈ R | 1 < |x− 3| ≤ 2} , B = {x∈ R | 2|x| < 3} ;
4) A =

{
(x, y)∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

}
, B =

{
(x, y)∈ R2 | xy ≥ 0

}
;

5) A =
{
(x, y)∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

}
, B =

{
(x, y)∈ R2 | 2|y − 1| ≤ 1

}
.

8. Вiдомо, що множина A скiнченна, а множина A ∪ B нескiнченна. До-
вести методом вiд супротивного, що множина B нескiнченна.

9. Довести рiвнiсть:
(A\B)\C = (A\C)\(B\C).

Д1. Нехай для m∈ Z, n∈ N множина Amn = (m,m + n). Визначити
такi множини:

1) Bm =
∞⋃
n=1

Amn, Cm =
∞⋂
n=1

Amn, m∈ Z;

2)
0⋂

m=−∞
(

∞⋃
n=1

Amn);
⋂

m∈Z
(

∞⋃
n=1

Amn).

Д2. Нехай Amn = {(x, y) ∈ R2 | m2 ≤ x2 + y2 ≤ n2} для
m, n ∈ N ∪ {0}, m < n. Визначити множини:

n−1⋃
m=0

Amn,
n−1⋂
m=0

Amn,
∞⋂

m=0

∞⋃
n=m+1

Amn,

∞⋃
m=0

∞⋂
n=m+1

Amn,
∞⋂
n=1

n−1⋃
m=0

Amn,
∞⋃
n=1

n−1⋂
m=0

Amn.
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Д3. Визначити множини
⋃
t∈T

At та
⋂
t∈T

At, якщо:

1) At = [t, t+ 1], T = [0,+∞);
2) At = {x ∈ R | sinx = t}, T = [0, 1];
3) At = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ t2}, T = [0,+∞);
4) At = {(x, y) ∈ R2 | y = tx2}, T = (0,+∞).

Д4. Визначити множини
⋃
t∈T

At,
⋂
t∈T

At, де:

1) At = {(x, y)∈ R2| x = ty}, T = (0,∞);
2) At = {(x, y)∈ R2| x = ty}, T = [−1, 1].

Б4

1. Що можна сказати про дiйсне число x, якщо:
1) ∀a > 0 : x ≤ a;
2) ∀a ≥ 0 : x < a;

3) ∀a < 0 : x < a;
4) ∀a < 0 : x > a?

2. Визначити множину A, якщо:
1) ∀a ∈ A ∃x ∈ R : 3a+ 2ax− x2 > 0;
2) A =

{
a | ∃x ∈ R : 3a+ 2ax− x2 > 0

}
;

3) ∀a ∈ A ∃b ∈ R ∃x ∈ R : x2 + 2ax+ b2 + 1 < 0.

3. Чи правильнi наступнi висловлювання :
1) ∀n ∈ N ∃r1 ∈ Q∃r2 ∈ Q : r1r2 + r1 = n;
2) ∃a ∈ R ∀x ∈ R : x2 − 2ax+ a > 0?

4. Записати твердження та його заперечення в кванторах, з’ясувати, яке з
двох тверджень iстинне:

1) при кожному a ≤ 0 рiвняння x2 = a має дiйсний корiнь;
2) iснує дiйсне a, при якому рiвняння x2 + 2a = 0 має дiйсний

корiнь.

5. В яких випадках правильнi твердження A ⇒ B, B ⇒ A, A ⇔ B?
Записати правильнi твердження у виглядi теорем, використовуючи слова
"необхiдно"i "достатньо".

1) A = "натуральне число дiлиться на 2" , B = "натуральне
число дiлиться на 10";

2) A = "рiвняння x3 = a3 має корiньB = "рiвняння x5 = a5

має корiнь".
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6. Нехай c = 3a+ 5b i вiдомо, що число c не дiлиться на 5. Довести, що
число a не дiлиться на 5.
7. Визначити множини A∪B , A∩B, A\B, B\A, A та дати їх геометричну
iнтерпретацiю, якщо:

1) A = (0, 2), B = [−5, 1];
2) A = (0,+∞), B = (−∞, 3];
3) A = Z, B = N;
4) A = {x ∈ R | x2 − 6x− 7 < 0}, B = {x ∈ R | x < x2};
5) A = {(x, y) ∈ R2 | xy ≥ 0},

B = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ x2};
6) A = {(x, y) ∈ R2 | x = y},

B = {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 1};
7) A = {(x, y) ∈ R2 | sin(x− y) = 0},

B = {(x, y) ∈ R2 | cos(x+ y) = 0};
8) A = {x ∈ R | ∀a ∈ R : a2 + 2ax+ 1 > 0},

B = {x ∈ R | ∀a ∈ R : a2x+ 2x+ 2a ≤ 0}.

8. Довести включення:
1) (A ∩ C) ∪ (B ∩D) ⊂ (A ∪B) ∩ (C ∪D);
2) (B\C)\(B\A) ⊂ A\C.

9. Довести рiвнiсть:
(A\B) ∪ (B\C) ∪ (C\A) ∪ (A ∩B ∩ C) = A ∪B ∪ C.

10. За допомогою правил де Моргана довести рiвнiсть: A ∪B ∩ (A ∪B) =
A ∪B.
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ЗАНЯТТЯ 5
ВIДОБРАЖЕННЯ. ОБРАЗИ I ПРООБРАЗИ.

СЮР’ЄКЦIЯ, IН’ЄКЦIЯ, БIЄКЦIЯ

Контрольнi запитання
1. Загальне поняття вiдображення (функцiї), образи i прообрази.
2. Означення сюр’єкцiї, iн’єкцiї i бiєкцiї.

А5

1. Для функцiї f(x) = x2−3x+2, x ∈ R, визначити наступнi множини:
f({0}), f({1}), f({1, 2}), f((0, 1)), f

((
1, 32
))

, f((1, 2)),

f−1({1}), f−1({−4,−3}), f−1((−5, 6]), f−1((−∞, 0]).

2. Для функцiї f(x) = 1 + sinx, x ∈ R, визначити наступнi множини:
f({0, π}), f

({
π
6 ,

π
4 ,

π
2

})
, f
((
0, 3π2

])
,

f−1({0}), f−1
((

1
2 , 2
])

, f−1
((

1
2 ,+∞

))
.

3. Якi з наступних вiдображень з [−1, 1] в [−1, 1] будуть сюр’єкцiями?
iн’єкцiями? бiєкцiями?

x 7→ x3, x 7→ x2, x 7→ 2x−1, x 7→ 2|x|−1.

4. Чи є вiдображення f : R2 → R2, що задається формулою 1)(x, y) 7→
(x2, y2); 2)(x, y) 7→ (x+ y, x− y) сюр’єкцiєю? iн’єкцiєю? бiєкцiєю?
5. Визначити оберненi функцiї та побудувати їх графiки для наступних
функцiй:

1) y = 2x + 1, x∈ R; 2) y = log1/3(2x), x > 0.

6. Показати, що функцiя y = x2, x ∈ [−1, 1], не має оберненої. Визначити
оберненi функцiї для функцiй:

1) y = x2, x ∈ [−1, 0]; 2) y = x2, x ∈ [0, 1].
7. 1) Записати суперпозицiї функцiй g(h), h(g), h(h), g(g), де

g(x) = ex, h(x) = sinx, x∈ R.
2) Подати наступну функцiю у виглядi суперпозицiї кiлькох

елементарних функцiй:
1)f(x) = sin3 ex; 2)f(x) = 1

sin2(lnx)
.

8. Довести методом математичної iндукцiї:
1) рiвнiсть 12 + 22 + ...+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6 ;
2) нерiвнiсть n ≥ log3 n, n ≥ 1.
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Д1. Довести спiввiдношення:

( ∞⋃
k=1

Ak

)
\
( ∞⋃

k=1

Bk

)
⊂

∞⋃
k=1

(Ak\Bk). На-

вести приклади множин, для яких має мiсце строге включення.
Д2. Функцiя f : Z −→ Z задана спiввiдношенням

f(n) = n(n+ 1), n ∈ Z.
Визначити прообрази наступних множин

{1}, {2}, N, {. . . ,−4,−3,−2,−1, 0}.
Д3. Чи є вiдображення f : N2 −→ N бiєкцiєю, якщо

f(m,n) = m+
(m+ n− 2)(m+ n− 1)

2
, (m,n) ∈ N2?

Д4. Нехай f : R → N, g : N → R, h = g(f) : R → R. Чи може
h бути iн’єкцiєю? сюр’єкцiєю? бiєкцiєю?
Д5. Довести, що жодне вiдображення f : A → 2A не є бiєкцiєю.

Б5

1. Для функцiї f(x) =
1

|x|
, x ∈ R\{0}, визначити множини:

f({−1}), f({−1, 1}), f((−2, 0)), f([1,+∞)),

f−1({1}), f−1({−1}), f−1((0, 1)), f−1((−1, 1)).

2. Якi з наступних вiдображень f : R2 −→ R2

1) (x, y) 7→ (y, x);
2) (x, y) 7→ (x, 0);

3) (x, y) 7→ (x+ 1, y + 1);
4) (x, y) 7→ (2x, 2y)

є сюр’єкцiєю? iн’єкцiєю? бiєкцiєю? Для вiдображення f з 2) визначити
f−1(A), де A = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, y = 0}. Для вiдображення f з 4)
визначити f−1(A), де A = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, y = 1}.
3. Нехай f : X −→ Y i A,B - пiдмножини X . Довести, що :

1) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B);
2) f(A)\f(B) ⊂ f(A\B);
3) A ⊂ B =⇒ f(A) ⊂ f(B).

У випадках 1) та 2) навести приклади строгого включення.

4. Нехай f : X −→ Y i A,B – пiдмножини Y . Довести, що:
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1) f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B);
2) f−1(A\B) = f−1(A)\f−1(B);

3) A ⊂ B ⇒ f−1(A) ⊂ f−1(B);
4) f(f−1(A)) = A ∩ f(X).

5. Задано вiдображення f : Z → N, f(n) = 1 + n2. Знайти
f({1}), f−1({−2}), f−1({2}).
6. Визначити оберненi функцiї та побудувати їх графiки для наступних
функцiй:

1) y = (0, 3)x, x∈ R;
2) y = log5 x, x > 0;
3) y = cosx, x ∈ [π, 2π];

4) y = arccosx, x ∈ [−1, 1];
5) y = x3, x∈ R;
6) y = 4

√
x, x ≥ 0.

7. Знайти оберненi функцiї та побудувати їх графiки:
1) y = 2x− x2, x ≥ 1; 2) y = 2x− x2, x ≤ 1.

8. 1) Записати суперпозицiї функцiй f(g), g(f), f(f), g(g), g(h), h(g), f(h),
h(f), h(h), де

f(x) = 2x, g(x) = x2, h(x) = lg(|x|+ 1), x∈ R.
2) Подати наступну функцiю у виглядi суперпозицiї кiлькох

елементарних функцiй:
f(x) = 3

√
arcsin2(2−x2).

9. Довести методом математичної iндукцiї:
1) рiвнiсть 13 + 23 + ...+ n3 = n2(n+1)2

4 , n ≥ 1;
2) нерiвнiсть 2n ≥ n, n ≥ 1.
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ЗАНЯТТЯ 6
ДIЙСНI ЧИСЛА. ТОЧНI МЕЖI.

Контрольнi запитання
1. Означення дiйсного числа.
2. Порiвняння дiйсних чисел.
3. Означення рацiональних та iррацiональних чисел.
4. Означення алгебраїчних чисел.
5. Означення обмеженої зверху, обмеженої знизу та обмеженої

числової множини.
6. Означення найбiльшого i найменшого елементiв числової множини.
7. Означення точної верхньої та точної нижньої межi числової множини.

А6

1. Довести, що число
√
3 – iррацiональне.

2. Довести, що число
1 +

√
5

2
– алгебраїчне.

3. Довести, що не iснує рацiонального числа r, такого що:
1)r2 = 5; 2)r3 = 7.

4. Нехай α, β ∈ R\Q, r ∈ Q. Якi з наступних чисел можуть виявитися
рацiональними: 1) α+ β; 2) α+ r; 3)

√
r;?

5. Для множини A визначити точнi верхню та нижню межi, якщо
1) A = (−2, 3) ∪ [4, 5];
2) A = (−1, 2) ∪ {4} ∪ (5, 6);
3) A = (−∞, 3);
4) A =

{
x∈ R | x2 − 1 > 0

}
;

5) A = {x ∈ R | x = 2, 13α3 . . . αn . . . ; αn ∈ {0, 1, . . . , 9}, n ≥ 3};
6. Довести обмеженiсть та визначити точнi верхню та нижню межi
наступних множин:

1)
{

n+1
n | n ∈ N

}
;

2)
{

n
n+3(2 + (−1)n) | n ∈ N

}
;

3)
{

(−1)n

n + 1+(−1)n

2 | n ∈ N
}
;

4)
{
1 + n

n+1 cos
πn
2 | n ∈ N

}
;

7. Наведiть приклад числової множини A такої, що inf A = 0,
supA = 1, але A ̸= [0, 1].
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8. Знайти:

1) inf
n∈N

sup
m∈N

m− n

m+ n
; 2) sup

m∈N
inf

n∈N

m− n

m+ n
;

3) sup
n∈N

inf
x∈R

(x2 − 2nx)

9. Довести, що множина дiйсних чисел
A =

{
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n | n ∈ N

}
.

необмежена зверху.
Д1. Показати, що якщо m

n – хороше наближення до
√
2, то m+2n

m+n – ще
краще наближення i що похибки цих наближень будуть рiзних знакiв. На
основi цього твердження отримайте 4 наближення до

√
2, виходячи з на-

ближення 1
1 . Оцiнiть їх точнiсть.

Д2. Довести, що числа

√
2 +

√
3

4
,
√
2 +

√
3 +

√
5 – алгебраїчнi.

Д3. Довести, що число, виражене нескiнченним десятковим дробом
0, 1000000001000000 . . . (одиницi стоять на першому, десятому, сотому,
тисячному i т.д. мiсцi, iншi цифри – нулi) – iррацiональне.
Д3. Якими спiввiдношеннями зв’язанi точнi межi непорожнiх обмежених
множин A ⊂ R, B ⊂ R, якщо:

1) B = {−x | x ∈ A};
2) B = {x+ a | x ∈ A}, a ∈ R;
3) B = {ax | x ∈ A}, a ∈ R;

4) B = {x2 | x ∈ A};

5) B = {x3 | x ∈ A}.

Б6

1. Довести, що число 3
√
4 – iррацiональне.

2. Довести, що число

√
2 + 3

4
– алгебраїчне.

3. Вiдрiзок AB дiлиться точкою C так, що AB · AC = BC2 (золотий
подiл). Довести, що вiдношення AC

AB iррацiональне.
4. Вказати два iррацiональних числа, рiзниця яких рацiональна.
5. Вказати два iррацiональних числа, добуток яких рацiональний.
6. Нехай α, β /∈ Q, α+ β ∈ Q. Довести, що α− β, α+ 2β /∈ Q.
7. Нехай α, β ∈ R\Q, r ∈ Q. Якi з наступних чисел можуть виявитися
рацiональними: 1)

√
α; 2) α · β; 3) α · r; 4)

√
α+ r;

5)
√

α+
√
β; 6)

√
α+

√
r; 7)

√
r +

√
α ?

8. Довести, що дiйсне число 0, 12345678910111213 . . . – iррацiональне.
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9. Виписати десятковi наближення числа
√
2 з недостачею з точнiстю

0, 1; 0, 01; 0, 001 i знайти рiзницю мiж числом 2 i квадратами цих
наближень. Зробити те саме з наближеннями з надлишком.
10. Якi з наступних числових множин обмеженi зверху, якi обмеженi знизу,
якi необмеженi? Знайти точнi верхнi та нижнi межi для обмежених множин.

1) Множина рацiональних чисел r = p
q , для яких 0 < q < p.

2) Множина рацiональних чисел r = p
q , для яких −q < p < 0 < q.

3) [2, 7] ∩ (R\Q).
4) Множина периметрiв правильних 2n+1-кутникiв, вписаних у

коло радiуса R.
5) Множина площ правильних 2n+1-кутникiв, вписаних у

коло радiуса R.
6) Множина десяткових наближень з надлишком для

√
2.

7) Множина десяткових наближень з недостачею для
√
2.

11. Знайти точнi межi множин:

1) [−2, 2] ∪ {7};
2)
{
x | x2 − 3x+ 2 > 0

}
;

3)
{

1
n−10,5 | n ≥ 1

}
;

4)
{
(−1)n

(
2 + 3

n

)
| n ≥ 1

}
;

5)
{

n3

2n3+1
| n ∈ N

}
;

6)
{

n
2n+1 | n ∈ N

}
;

7)
{
1 + n

n+2 sin
πn
2 | n ∈ N

}
.

8)

{
1 + 2 · (−1)n+1 + 3 · (−1)

n(n−1)
2 | n ≥ 1

}
;

12. Для яких числових множин inf A = supA ?
13. Довести, що множина всiх правильних рацiональних дробiв

A =
{

p
q | p, q ∈ N, 0 < p < q

}
не має нi найменшого, нi найбiльшого елементiв. Знайти точнi верхню та
нижню межi цiєї множини.
14. Знайти:

1) sup
m∈N

inf
n∈N

m

m+ n
;

2) inf
n∈N

sup
m∈N

m

m+ n
;

3) sup
n∈N

inf
x∈R

1

n+ 2 + arctg x
.
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ЗАНЯТТЯ 7
ГРАНИЦЯ ПОСЛIДОВНОСТI.

ОБЧИСЛЕННЯ ГРАНИЦI ЗА ОЗНАЧЕННЯМ
ФУНДАМЕНТАЛЬНI ПОСЛIДОВНОСТI

Контрольнi запитання
1. Означення границi послiдовностi.
2. Означення обмеженої послiдовностi.
3. Теорема про єдинiсть границi.
4. Означення фундаментальної послiдовностi.
5. Критерiй Кошi збiжностi числової послiдовностi.

А7

1. За означенням границi послiдовностi довести рiвностi:

1) lim
n→∞

2n+ 3

4n+ 5
=

1

2
;

2) lim
n→∞

5n+ 6

n+ 1
= 5;

3) lim
n→∞

2n

n3 + 1
= 0;

4) lim
n→∞

2−
√
n = 0.

У випадку 2) заповнити наступну таблицю:

ε 0,1 0,01 0,001 0,0001
N(ε)

2. Чи збiжна послiдовнiсть 1, 1
2 , 1,

1
3 , 1,

1
4 , . . .?

3. Знайти наступнi границi:
1) lim

n→∞
(
√
n+ 1−

√
n);

2) lim
n→∞

3
√
n2 cosn!

n+ 1
;

3) lim
n→∞

( 1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ · · ·+ n− 1

n2

)
;

4) lim
n→∞

( 1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

)
.

4. Який вираз приймає бiльшi значення для всiх натуральних n,
починаючи з деякого:

1) 100n+200 чи 0, 01n2; 2) 2n чи n1000; 3) 1000n чи n! ?
5. Нехай послiдовнiсть {an : n ≥ 1} обмежена, а послiдовнiсть
{bn : n ≥ 1} збiжна до нуля. Довести, що послiдовнiсть {anbn : n ≥ 1}
збiгається до нуля.
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6. Нехай {an : n ≥ 1} ⊂ R\{0}. Довести, що |an| → +∞ при n → +∞
тодi i тiльки тодi, коли 1

an
→ 0 при n → +∞.

7. За допомогою критерiю Кошi довести збiжнiсть наступних послiдовно-
стей:

1) xn =
cos 1

2
+

cos 2

22
+

cos 3

23
+ · · ·+ cosn

2n
, n ≥ 1;

2) xn =
sin 2

1 · 2
+

sin 3

2 · 3
+

sin 4

3 · 4
+ · · ·+ sinn

(n− 1)n
, n ≥ 2.

8. Нехай {an : n ≥ 1} – послiдовнiсть дiйсних чисел i
∀n ≥ 1 : |an+1 − an| < 2−n.

Довести, що ця послiдовнiсть фундаментальна.
9. Довести, що послiдовнiсть

1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n , n ≥ 1,

не є фундаментальною. Чи має границю ця послiдовнiсть?
Д1. Довести наступнi рiвностi:

1) lim
n→∞

2n

n!
= 0;

2) lim
n→∞

loga n

n
= 0;

3) lim
n→∞

1
n
√
n!

= 0;

4) lim
n→∞

n

2
√
n
= 0.

Д2. Знайти границю lim
n→∞

(1
2
+

3

22
+

5

23
+ · · ·+ 2n− 1

2n

)
.

Д3. Нехай послiдовнiсть прямує до +∞. Довести, що серед її членiв є
найменший.
Д4. Довести, що збiжна послiдовнiсть має найбiльший або найменший
член.
Д5. Нехай {an : n ≥ 1} i {bn : n ≥ 1} – фундаментальнi послiдовностi.
Довести фундаментальнiсть наступних послiдовностей:

1) {|an| : n ≥ 1};
2) {anbn : n ≥ 1};
3) {a2n : n ≥ 1};
4) {an + bn : n ≥ 1};

5) {anan+2 : n ≥ 1};
6) {max{an, bn} : n ≥ 1};
7) {min{an, bn} : n ≥ 1}.

Д6. Нехай a ∈ R, {an : n ≥ 1} – послiдовнiсть дiйсних чисел. Що
означають наступнi висловлювання:

1) ∃ε > 0 ∃k ∈ N ∀n > k : |an − a| < ε;
2) ∃ε > 0 ∃k ∈ N ∀n > k : |an − a| > ε;
3) ∃ε > 0 ∀k ∈ N ∃n > k : |an − a| < ε;
4) ∃ε > 0 ∀k ∈ N ∀n > k : |an − a| < ε;
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5) ∀ε > 0 ∃k ∈ N ∃n > k : |an − a| < ε;
6) ∀ε > 0 ∃k ∈ N ∃n > k : |an − a| > ε;
7) ∀ε > 0 ∃k ∈ N ∀n > k : |an − a| > ε;
8) ∀ε > 0 ∃k ∈ N ∀n > k : |an − a| < ε;
9) ∀ε > 0 ∀k ∈ N ∃n > k : |an − a| > ε;

10) ∀ε > 0 ∀k ∈ N ∃n > k : |an − a| < ε?
Д7. Нехай {an : n ≥ 1} – фундаментальна послiдовнiсть. Довести фун-
даментальнiсть послiдовностей: {

√
|an| : n ≥ 1}, { 3

√
an : n ≥ 1}.

Д8. Нехай {an : n ≥ 1} – послiдовнiсть дiйсних чисел i
∀n ≥ 2 : |an+1 − an| < α|an − an−1|,

де α ∈ (0, 1) – фiксоване число. Довести, що ця послiдовнiсть фундамен-
тальна.
Д9. Нехай {an : n ≥ 1}, {bn : n ≥ 1} – фундаментальнi послiдовностi i

∃C > 0 ∀ n ≥ 1 : |bn| > C.

Довести, що послiдовнiсть
{
an
bn

: n ≥ 1
}

фундаментальна.

Б7

1. За означенням границi послiдовностi довести рiвностi:
1) lim

n→∞

n

n+ 1
= 1;

2) lim
n→∞

(−1)n+1

n
= 0;

3) lim
n→∞

1

n!
= 0;

4) lim
n→∞

0, 999n = 0.

У випадках 1), 2) заповнити наступну таблицю:

ε 0,1 0,01 0,001 0,0001
N(ε)

2. Знайти наступнi границi:

1) lim
n→∞

10000n

n3 + 1
; 2) lim

n→∞

( 1

2n
− 2

2n
+

3

2n
− · · ·+ 2n− 1

2n
− 2n

2n

)
;
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3) lim
n→∞

( 12
n3

+
22

n3
+ · · ·+ (n− 1)2

n3

)
;

4) lim
n→∞

( 12
n3

+
32

n3
+ · · ·+ (2n− 1)2

n3

)
.

3. Чи змiниться змiст означення границi послiдовностi, якщо в означеннi:
1) ”∀ε > 0” замiнити на ”∀ε∈ R”;
2) ”∀ε > 0” замiнити на ”∃ε > 0”;
3) ”∃N ∈ N” замiнити на ”∃N ∈ R”;
4) ”∃N ∈ N” замiнити на ”∀N ∈ N”;
5) ”∃N ∈ N ∀n > N : |an − a| < ε” замiнити на

”∃N ∈ N : |aN − a| < ε”;
6) ”|an − a| < ε” замiнити на ”|an − a| ≤ ε” ?

4. Нехай a ∈ R, {an : n ≥ 1} – послiдовнiсть дiйсних чисел. Довести, що
кожна з наступних умов означає необмеженiсть послiдовностi {an : n ≥
1}:

1) ∀ε > 0 ∀k ∈ N ∃n > k : |an − a| > ε;
2) ∀ε > 0 ∀k ∈ N ∃n > k : |an| > ε.

5. Нехай a ∈ R, {an : n ≥ 1} – послiдовнiсть дiйсних чисел. Довести,
що кожна з умов

1) ∃ε > 0 ∀k ∈ N ∀n > k : |an − a| < ε;
2) ∃ε > 0 ∃k ∈ N ∀n > k : |an − a| < ε;
3) ∃ε > 0 ∀n ∈ N : |an − a| < ε;
4) ∃ε > 0 ∀n ∈ N : |an| < ε

означає обмеженiсть послiдовностi {an : n ≥ 1}.
6. Довести, що пiдпослiдовнiсть фундаментальної послiдовностi фунда-
ментальна.
7. Нехай {an : n ≥ 1} – послiдовнiсть дiйсних чисел i

∀n ≥ 1 : |an+1 − an| < 1
n(n+1) .

Довести, що ця послiдовнiсть фундаментальна.
8. Нехай {an : n ≥ 0} – обмежена послiдовнiсть i |q| < 1. Довести, що
послiдовнiсть

xn = a0 + a1q + a2q
2 + · · ·+ anq

n, n ≥ 1
фундаментальна.
9. За допомогою критерiю Кошi довести збiжнiсть наступних послiдовно-
стей:

1) xn =
cos 1!

1 · 2
+

cos 2!

2 · 3
+

cos 3!

3 · 4
+ · · ·+ cosn!

n(n+ 1)
, n ≥ 1;
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2) xn = 1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · ·+ 1

n2
, n ≥ 1.

10. Нехай послiдовнiсть {an : n ≥ 0} така, що an+1 − an → 0.
Чи обов’язково ця послiдовнiсть збiжна? Навести вiдповiднi приклади.
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ЗАНЯТТЯ 8
ВЛАСТИВОСТI ЗБIЖНИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ.

ТЕОРЕМА ПРО ГРАНИЦЮ СУМИ, ДОБУТКУ I ЧАСТКИ

Контрольнi запитання
1. Властивостi збiжних послiдовностей.
2. Теорема про три послiдовностi.
3. Теорема про границю суми, добутку та частки збiжних послiдовностей.

А8

1. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

7n3 + 2n2 + 13n+ 1

14n3 + 22n2 − n+ 2
;

2) lim
n→∞

7n3 + 2n2 + 13n+ 1

22n2 − n+ 2
;

3) lim
n→∞

2n2 + 13n+ 1

14n3 + 22n2 − n+ 2
;

4) lim
n→∞

(n+ 1)13 + (n+ 2)11

(n+ 3)13 + 1
;

5) lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
;

6) lim
n→∞

n3 + 2n + cosn

2n+1 + sinn2
;

7) lim
n→∞

n2 + n sinn+
√
n

(n+ lg n)2
;

8) lim
n→∞

an

1 + an
, де a ≥ 0;

9) lim
n→∞

(2n − n6);

10) lim
n→∞

(
√
n2 + n+ 1−

√
n2 − 1);

11) lim
n→∞

n(
√
n4 + n+ 1−

√
n4 + 1);

12) lim
n→∞

n
√
2n + 5n;

13) lim
n→∞

n
√
n3 + n+ 1;

14) lim
n→∞

n
√

2
√
n + n+ 1;

15) lim
n→∞

n2√
n;

16) lim
n→∞

n
√

logn2 2;

17) lim
n→∞

√
n+ 1

n+ 2
;

Д1. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

(
1 + 2 + · · ·+ n

n+ 2
− n

2

)
;

2) lim
n→∞

|1− 2 + 3− 4 + · · · − 2n|√
n2 + 1

;
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3) lim
n→∞

1

n

((
a+

1

n

)2

+

(
a+

2

n

)2

+ · · ·+
(
a+

n− 1

n

)2
)

,

де a∈ R;

4) lim
n→∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2

n3
;

5) lim
n→∞

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1)

n3
;

6) lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

)
.

Д2. Нехай послiдовностi {an : n ≥ 1} i {bn : n ≥ 1} розбiжнi. Що
можна стверджувати про збiжнiсть послiдовностей {an + bn : n ≥ 1} та
{anbn : n ≥ 1}? Навести вiдповiднi приклади.
Д3. Нехай anbn → 0 при n → ∞. Чи можна стверджувати, що у цьому
випадку хоча б одна з послiдовностей {an : n ≥ 1}, {bn : n ≥ 1}
збiгається до нуля?
Д4. Нехай an → 0, n → ∞; an ≥ 0, n ≥ 1, bn → +∞, n → ∞.
До якого числа може збiгатися послiдовнiсть anbn? bann ?
Д5. Нехай an ≥ 0, n ∈ N i для деякого m∈ N

amn → a, n → ∞; a∈ R
Довести, що

an → m
√
a, при n → ∞.

Б8

1. Нехай послiдовнiсть {an : n ≥ 1} збiжна, а послiдовнiсть {bn : n ≥ 1}
розбiжна i обмежена. В якому випадку послiдовнiсть {anbn : n ≥ 1}
збiжна? Чи може збiгатися послiдовнiсть {an + bn : n ≥ 1}?
2. Нехай lim

n→∞
an = 0. Чи можна стверджувати, що для довiльної послi-

довностi {bn : n ≥ 1} має мiсце збiжнiсть anbn → 0 при n → ∞?
Навести приклади.
3. Обчислити границi послiдовностей {xn : n ≥ 1}, якщо:

1) xn =
3− n

2n+ 1
− 3n2 + 2

4n2 + 1
;

2) xn =
2n

2n2 − 1
cos

n+ 1

2n− 1
;

3) xn =
(−1)nn

2n− 1
· n

n2 + n+ 1
;

4) xn =
1− n− n3

(3n+ 1)3
;

5) xn =
an

1 + an
, де a ̸= −1;

6) xn =

√
n2 + 1 +

√
n

3
√
n3 + n−

√
n
;
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7) xn =
√

n2 + 2n+ 2−
√

n2 − 2n+ 3;

8) xn =
3
√

n2 − n3 + n;

9) xn =
n+ lg n+ 2n

n2 + lg n− 2n
;

10) xn =
2n

2n2 + 1
sin

n− 1

2n+ 1
+

n

2n− 1
· n(−1)n

n2 + 1
.

4. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

n2 + n+ 1

(n− 1)2
;

2) lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

n4 + n2 + 1
;

3) lim
n→∞

3
√
n2 + n

n+ 2
;

4) lim
n→∞

√
n2 + 1 +

√
n

4
√
n3 + n− n

;

5) lim
n→∞

(log3 n−
√
n);

6) lim
n→∞

n
√
5n + 2n+ 1;

7) lim
n→∞

n
√

n5 + n+ log2 n;

8) lim
n→∞

1

n

(
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n2
− n

3

)
;

9) lim
n→∞

2n + 3
√
n + n+ 1

2n+1 + 5
√
n + 7

.

5. Для додатних значень параметрiв a, b обчислити наступнi границi:

1) lim
n→∞

an

1 + a2n
;

2) lim
n→∞

an

(1 + a)(1 + a2) · . . . · (1 + an)
;

3) lim
n→∞

an − a−n

an + a−n
;

4) lim
n→∞

an + 3bn

5an + 7bn
.
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ЗАНЯТТЯ 9
ГРАНИЦЯ ПОСЛIДОВНОСТI. ТЕОРЕМА ШТОЛЬЦА

Контрольне запитання
1. Теорема Штольца.

А9

1. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

3
√
n2 + 3

√
n√

n+ 1
−

√
n+ 5 3

√
n+ 1

3
√
n+ 1

;

2) lim
n→∞

5
√
2n+ 1− 5

√
n+ 1

5
√
n

;

3) lim
n→∞

(

√
n+

√
n2 + 1−

√
n−

√
n2 − 1);

4) lim
n→∞

(
√

n2 + 1− an), де a ∈ R.

2. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

1 +
√
2 + · · ·+

√
n

n
√
n

;

2) lim
n→∞

13 + 23 + · · ·+ (2n)3 + (2n+ 1)3

n4
.

3) lim
n→∞

1
nk+1

(
k! + (k+1)!

1! + · · ·+ (k+n)!
n!

)
, де k ∈ N.

3. Нехай послiдовнiсть дiйсних чисел {an : n ≥ 1} має границю.
Довести, що послiдовнiсть середнiх арифметичних

bn =
1

n
(a1 + a2 + · · ·+ an), n ≥ 1

також має границю i lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an. Обернене твердження, взагалi

кажучи, не виконується. Навести вiдповiдний приклад.
4. Нехай послiдовнiсть {an : n ≥ 1} ⊂ (0,+∞) має границю. Довести,
що послiдовнiсть середнiх геометричних

bn = n
√
a1a2 · · · an, n ≥ 1

також має границю i lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an.
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5. Нехай послiдовнiсть {an : n ≥ 1} ⊂ (0,+∞), a0 = 1 та iснує

границя lim
n→∞

an
an−1

. Довести, що послiдовнiсть { n
√
an : n ≥ 1}

також збiгається i
lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

an
an−1

.

Д1. Нехай k∈ N. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

n
√

n(−1)n ;

2) lim
n→∞

n2√
1! + 2! + · · ·+ n!;

3) lim
n→∞

n
√

1k + 2k + · · ·+ nk;

4) lim
n→∞

(
k
√

1k + 2k + · · ·+ nk − n);

5) lim
n→∞

(
1k + 2k + · · ·+ nk

nk
− n

k + 1

)
;

Б9

1. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

(
3n + 2n+1 + n

2n + 1
− 3n + 2n

2n+ 2n + 1

)
;

2) lim
n→∞

3
√
n
(

3
√

(n+ 1)2 − 3
√

n2 + 1
)
;

3) lim
n→∞

4
√
n3
(

4
√
n+ a− 4

√
n+ b

)
, де a > 0, b > 0;

4) lim
n→∞

an3 + n2 + 3n+ 1

bn3 + 2n2 + 7
, a, b∈ R;

2. Послiдовнiсть {an : n ≥ 1} така, що lim
n→∞

(an+1 − an) = a∈ R.

Знайти границю lim
n→∞

an
n

.

3. Нехай k – натуральне число. Обчислити границi:

1) lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
;

2) lim
n→∞

1k + 3k + · · ·+ (2n− 1)k

nk+1
.

3) lim
n→∞

1 · a+ 2 · a2 + · · ·+ n · an

n · an+1
, де a > 1;

4) lim
n→∞

1√
nk

(
1 +

1√
2
+ · · ·+ 1√

n

)k

, де k ∈ N.
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ЗАНЯТТЯ 10
ГРАНИЦЯ МОНОТОННОЇ ПОСЛIДОВНОСТI

Контрольнi запитання
1. Означення монотонної послiдовностi.
2. Теорема про границю монотонної послiдовностi.

3. Число e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

А10

1. Визначити натуральне число n0 так, щоб наступнi послiдовностi були
монотонними. Знайти границi цих послiдовностей:

1)

{
an =

n5

3n
: n ≥ n0

}
;

2)

{
an =

n4

2n
: n ≥ n0

}
;

3)

{
an =

n!

nn
: n ≥ n0

}
;

4) {an = n2 − 49n+ 50 : n ≥ n0};
5) {an = 5n + (−4)n : n ≥ n0}.

2. Нехай для n ≥ 1

x1 =
√
2, xn+1 =

√
2 + xn.

За допомогою теореми про границю монотонної послiдовностi довести
збiжнiсть цiєї послiдовностi та знайти lim

n→∞
xn.

3. Нехай для n ≥ 1

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− ln(n+ 1),

bn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− lnn.

Довести, що:
1) ∀n ≥ 1 : an < bn; 2) ∀n ≥ 1 : an < an+1; 3) ∀n ≥ 1 : bn+1 < bn;
4) послiдовностi {an : n ≥ 1} i {bn : n ≥ 1} збiжнi до одного

числа – сталої Ейлера γ (γ = 0, 5772156649 . . .).

6. За допомогою теореми про границю монотонної послiдовностi довести
збiжнiсть послiдовностi

xn = 1 +
1

2 · 21
+

1

3 · 22
+

1

4 · 23
+ · · ·+ 1

n · 2n−1
, n ≥ 1.

7. Довести, що послiдовнiсть
an =

(
1− 1

22

) (
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
, n ≥ 2
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спадна i прямує до 1
2 при n → ∞.

Д1. Довести, що послiдовнiсть
a1 = 9, an+1 = (an − 3)2, n ≥ 1,

зростає i необмежена зверху. Чому дорiвнює границя цiєї послiдовностi?
Д2. Довести, що послiдовнiсть

an =
(
1 + 1

n2

)n
, n ≥ 1,

спадає i збiжна до 1, а послiдовнiсть

bn =
(
1 + 1

n

)n2

, n ≥ 1,

зростає i прямує до +∞.
Д3. Обчислити наступнi границi:

1) lim
n→∞

1

1 + lnn

(
1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n

)
;

2) lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

2n

)
;

3) lim
n→∞

1

n

(
1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
.

Д4. Знайти границю

lim
n→∞

(
1

lnn
+

√
2

2 lnn
+

√
3

3 lnn
+ · · ·+

√
n

n lnn

)
.

Д5. Знайти границю

lim
n→∞

n

√
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

22n
.

Д6. Нехай для n ≥ 1

an = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n+ 1,

bn = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n.

Довести, що:
1) ∀n ≥ 1 : an < bn; 2) ∀n ≥ 1 : an < an+1; 3) ∀n ≥ 1 : bn+1 < bn;
4) послiдовностi {an : n ≥ 1} i {bn : n ≥ 1} збiжнi до одного й

того ж вiд’ємного числа.
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Б10

1. Довести монотоннiсть наступних послiдовностей:
1) an = n2 + 2n n ≥ 1;

2) an =
n2

n2 + 10
, n ≥ 1;

3) an =
n4 + 3n2 + 1

n4 + 3n2 + 6
, n ≥ 1;

4) an = 3 + arcsin
1

n2 + 4
, n ≥ 1;

5) an = lg

(
1 +

n4

n4 + 8

)
, n ≥ 1;

6) an =
2n2 + 1

n2
, n ≥ 1.

2. Знайти найбiльший член послiдовностей:

1)
n

n3 + 100
, n ≥ 1; 2)

(
√
39)n

n!
, n ≥ 1; 3) sin

πn

2
, n ≥ 1.

3. Нехай x1 =
√
3, xn+1 =

√
3 + xn, n ≥ 1. За допомогою теореми про

границю монотонної послiдовностi довести збiжнiсть цiєї послiдовностi та
знайти lim

n→∞
xn.

4. Нехай {an : n ≥ 0} – обмежена послiдовнiсть невiд’ємних чисел.
Довести збiжнiсть послiдовностi

xn = a0 +
a1
10

+
a2
102

+ · · ·+ an
10n

, n ≥ 1.

5. За допомогою теореми про границю монотонної послiдовностi довести
збiжнiсть наступних послiдовностей:

1) xn = 1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
, n ≥ 1;

2) xn = 1 +
1

2 + 1
+

1

22 + 1
+ · · ·+ 1

2n + 1
, n ≥ 1;

3) xn = 1 +
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
, n ≥ 1;

4) xn = 1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · ·+ 1

n2
, n ≥ 1;

5) xn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
, n ≥ 1;

6) xn =
10

1
· 11
3

· . . . · n+ 9

2n+ 1
, n ≥ 1;

7) xn =

(
1− 1

2

)(
1− 1

4

)(
1− 1

8

)
· · ·
(
1− 1

2n

)
, n ≥ 1;

8) xn =

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

4

)(
1 +

1

8

)
· · ·
(
1 +

1

2n

)
, n ≥ 1.
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ЗАНЯТТЯ 11
ПIДПОСЛIДОВНОСТI. ЧАСТКОВI ГРАНИЦI. ВЕРХНЯ ТА НИЖНЯ

ГРАНИЦI ПОСЛIДОВНОСТI

Контрольнi запитання
1. Означення обмеженої зверху, обмеженої знизу та обмеженої

числової множини.
2. Означення найбiльшого i найменшого елементiв числової множини.
3. Означення точної верхньої та точної нижньої межi числової множини.
4. Означення пiдпослiдовностi числової послiдовностi.
5. Означення часткової границi послiдовностi.
6. Означення верхньої та нижньої границь послiдовностi.

А11

1. Знайти множину часткових границь, нижню та верхню границi послi-
довностi {xn : n ≥ 1}:

1) xn =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
; 2) xn = 1 +

n

n+ 1
cos

πn

2
.

2. Знайти множину часткових границь послiдовностi
1
2 ,

1
3 ,

2
3 ,

1
4 ,

2
4 ,

3
4 ,

1
5 ,

2
5 ,

3
5 ,

4
5 , · · · .

3. Нехай an → 1 при n → ∞ . Довести, що послiдовностi {xn : n ≥ 1}
та {anxn : n ≥ 1} мають однi й тi ж частковi границi.
4. Знайти множину часткових границь, нижню та верхню границi послi-
довностi {xn : n ≥ 1}, а також точнi межi вiдповiдної множини:

1) xn = 1 + n sin
πn

2
;

2) xn =
n2

n2 + 1
cos

2πn

3
;

3) xn = 3

(
1− 1

n

)
+ 2(−1)n;

4) xn = 1 + tg(
π

4
+

πn

2
);

5) xn = (−1)n + 2(−1)n+3;

6) x2n−1 =
1

2n
, x2n =

2n − 1

2n
, n ≥ 1.

Д1. Нехай послiдовнiсть дiйсних чисел {xn : n ≥ 1} i число a такi, що
для довiльного ε > 0 множина {n ∈ N | xn < a− ε} скiнченна. Довести,
що

lim
n→∞

xn ≥ a.

Д2. Знайти множину часткових границь, а також нижню та верхню гра-
ницi такої послiдовностi:
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1, 12 , 1 +
1
2 ,

1
3 , 1 +

1
3 ,

1
2 + 1

3 ,
1
4 , 1 +

1
4 ,

1
2 + 1

4 ,
1
3 + 1

4 ,

1
5 , · · · ,

1
n , 1 +

1
n ,

1
2 + 1

n , · · · ,
1

n−1 + 1
n ,

1
n+1 , · · · .

Б11

1. Знайти множину часткових границь, а також нижню та верхню границi
наступних послiдовностей:

1) xn = 1
n−10,5 , n ≥ 1;

2) xn = (−1)n
(
2 + 3

n

)
, n ≥ 1;

3) xn = 1 + 2 · (−1)n+1 + 3 · (−1)
n(n−1)

2 , n ≥ 1;

4) xn =
n− 1

n+ 1
cos

2πn

3
, n ≥ 1;

5) xn = (−1)nn, n ≥ 1;
6) xn = −(2 + (−1)n)n, n ≥ 1;

7) xn = n(−1)n , n ≥ 1;
8) xn = (−1)n

(
1 + 1

n

)n
+ sin πn

4 , n ≥ 1;

9) xn =
n

n+ 1
sin2

πn

4
, n ≥ 1;

10) xn =
n
√

1 + 2n(−1)n , n ≥ 1;

11) xn = cosn
2πn

3
, n ≥ 1.
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КОНТРОЛЬНА РОБОТА. ДIЇ НАД МНОЖИНАМИ.
ТОЧНI МЕЖI. ГРАНИЦI ПОСЛIДОВНОСТЕЙ

Завдання iндивiдуальнi. Зразок варiанта

1. Визначити множини A ∪B, A ∩B, A\B, B\A, A, якщо:
1) A = {x| sinπx > 0}, B = {x| x2 − x− 2 < 0};
2) A – множина визначення функцiї y = ctg πx, B – множина

значень функцiї y = 2x+1
x .

2. Визначити inf A i supA для множин:

1) A =

{
1 + n(−1)n

1 + 2n
| n ≥ 1

}
; 2) A =

{
2x

1 + x2
| x ∈ R

}
.

Для послiдовностi, що вiдповiдає першiй множинi, визначити множину
часткових границь, верхню та нижню границю.
3. Нехай a∈ R\{0}. Обчислити

1) lim
n→∞

n3(n+ 1)10 + sinn+ lnn+ 7

(n− 1)13 +
√
n+ 1

; 2) lim
n→∞

an + 2n

an
.

4. Довести, що послiдовнiсть
a1 =

1
4 , an+1 =

√
an, n ≥ 1,

монотонна та обмежена. Знайти lim
n→∞

an.

РОЗВ’ЯЗКИ

1. 1) Розв’яжемо нерiвностi, що визначають елементи множин A та B:
sinπx > 0 ⇔ x ∈

⋃
n∈Z

(2n, 2n+ 1), A =
⋃
n∈Z

(2n, 2n+ 1);

x2 − x− 2 < 0 ⇔ x ∈ (−1, 2), B = (−1, 2).
Тому

A ∪B = (−1, 2) ∪

( ⋃
n∈Z\{0}

(2n, 2n+ 1)

)
, A ∩B = (0, 1),

A\B =
⋃

n∈Z\{0}
(2n, 2n+ 1), B\A = (−1, 0] ∪ [1, 2),

A =
⋃
n∈Z

[2n+ 1, 2n+ 2].

2) Оскiльки
A =

⋃
n∈Z

(n, n+ 1), B = (−∞, 2) ∪ (2, +∞),
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маємо
A ∪B = B, A ∩B = A, A\B = ∅, B\A = Z\{2}, A = Z.

2. 1) Для n = 2k, k ∈ N :
1 + n(−1)n

1 + 2n
=

1 + 2k

1 + 4k
=

1

2
+

1

2(1 + 4k)
;

для n = 2k − 1, k ∈ N :

1 + n(−1)n

1 + 2n
=

1 + 1
2k−1

1 + 2(2k − 1)
=

2k

(2k − 1)(4k − 1)
=

1

2k − 1
− 1

4k − 1
.

Тому ∀x ∈ A : x ≤ 2
3 ∈ A. Отже, supA = maxA = 2

3 .
Далi, ∀x ∈ A : x ≥ 0 та

∀d > 0 ∃k∈ N, k > d+1
2d : 1

2k−1 − 1
4k−1 < 1

2k−1 < d.

Звiдси inf A = 0.
Вiдповiдна послiдовнiсть розпадається на двi збiжнi пiдпослiдовностi:

a2k = 1
2 + 1

2(1+4k) → 1
2 , k → ∞; a2k−1 = 1

2k−1 − 1
4k−1 → 0, k → ∞.

Тому множина часткових границь, верхня та нижня границi
Aч = {0, 12}, lim

n→∞
an = 1

2 , lim
n→∞

an = 0.

2) З нерiвностi Кошi мiж середнiми арифметичним та геометричним
випливає, що

∀x ∈ R : 2|x| ≤ 1 + x2,

де знак рiвностi має мiсце при |x| = 1, тобто при x = ±1. Тому
∀z ∈ A : −1 ≤ z ≤ 1,

причому {−1, 1} ⊂ A. Звiдси inf A = −1, supA = 1.
3. 1) Безпосереднє використання теореми про границю дробу неможливе,
оскiльки чисельник та знаменник одночасно розбiгаються до +∞. Роздi-
лимо чисельник i знаменник дробу на n13 та використаємо теорему про
арифметичнi дiї. Враховуючи спiввiдношення

lim
n→∞

sinn

n13
= 0, lim

n→∞

lnn

n13
= 0, для α > 0 lim

n→∞

1

nα
= 0,

маємо

lim
n→∞

n3(n+ 1)10 + sinn+ lnn+ 7

(n− 1)13 +
√
n+ 1

=

= lim
n→∞

(1 + n−1)10 + n−13 sinn+ n−13 lnn+ 7n−13

(1− n−1)13 + n−25/2 + n−13
=

=
1 + 0 + 0 + 0

1 + 0 + 0
= 1.

2) При |a| < 2, a ̸= 0
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lim
n→∞

an + 2n

an
= lim

n→∞

1 +
(
2
a

)n
1

= ∞.

При a = −2 lim
n→∞

(−2)n + 2n

2n
не iснує, оскiльки

lim
n→∞

(−2)2n + 22n

22n
= 2;

lim
n→∞

(−2)2n−1 + 22n−1

22n−1
= 0.

При a = 2 маємо lim
n→∞

2n + 2n

2n
= 2. При |a| > 2

lim
n→∞

an + 2n

an
= lim

n→∞

(
1 +

(2
a

)n)
= 1.

4. Доведемо обмеженiсть цiєї послiдовностi деяким числом C > 0 зверху
(обмеженiсть знизу нулем очевидна). Використаємо метод математичної
iндукцiї.

База: a1 ≤ C – вiрно при C ≥ 1
4 .

Крок: якщо an ≤ C, то an+1 =
√
an ≤

√
C ≤ C, остання нерiвнiсть

вiрна при C ≥ 1.
Отже, послiдовнiсть обмежена зверху будь-яким числом C ≥ 1.
Доведемо монотоннiсть. Розглянемо деяку нестрогу нерiвнiсть мiж су-

сiднiми членами послiдовностi, наприклад: an+1 ≤ an. Вона еквiвалентна
такiй:

√
an ≤ an. Розв’язуючи цю нерiвнiсть, отримаємо an ∈ [1,+∞).

Але вище доведено, що an ≤ 1, n ≥ 1. Тому an+1 ≥ an, n ≥ 1, тобто
послiдовнiсть монотонно неспадна.

З монотонностi i обмеженостi випливає, що послiдовнiсть має деяку
границю a∈ R.

Перейшовши до границi у рiвностi an+1 =
√
an, отримаємо a =

√
a,

тобто a = 0 або a = 1. Але a1 > 0 i послiдовнiсть неспадна. Тому a = 1
– шукана границя.
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ЗАНЯТТЯ 12
ГРАНИЦЯ ФУНКЦIЇ У ТОЧЦI. АРИФМЕТИЧНI ДIЇ НАД ГРАНИЦЯМИ

Контрольнi запитання
1. Означення граничної точки числової множини.
2. Означення границi функцiї в точцi за Кошi.
3. Означення границi функцiї в точцi за Гейне.
4. Теорема про рiвносильнiсть означень границi функцiї в точцi

за Кошi i за Гейне.

А12

1. За означенням Кошi границi функцiї в точцi довести, що:
1) lim

x→2
(3x− 5) = 1; 2) lim

x→1
(3x2 − 2) = 1.

Для кожного з цих випадкiв заповнити наступну таблицю :

ε 0,1 0,01 0,001 0,0001
δ(ε)

2. За означенням Кошi границi функцiї в точцi довести, що

lim
x→1

1

(x− 1)2
= +∞.

Заповнити наступну таблицю:

C 10 100 1000 10000
δ(C)

3. Нехай

f(x) =

{
sin 1

x , якщо x ̸= 0;

0, якщо x = 0.

Довести, що границя функцiї f у точцi 0 не iснує.
4. Для α > 0, b ∈ R довести, що:

1) |x|α → 0, x → 0;
2) x−α → 0, x → +∞.

3) |x− b|α → 0, x → b;

5. Нехай f(x) = arctg(x2), x∈ R. Знайти inf f([− 4
√
3, 1)), sup f([− 4

√
3, 1)).

6. Нехай n,m∈ N; ai ∈ R, 0 ≤ i ≤ n; bj ∈ R, 0 ≤ j ≤ m;
a0b0 ̸= 0. Довести, що:

lim
x→∞

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an
b0xm + b1xm−1 + · · · bm

=


∞, якщо n > m,
a0
b0

, якщо n = m,

0, якщо n < m.
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7. Знайти границi:

1) lim
x→0

x2 − 1

2x2 − x− 1
; 2) lim

x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
; 3) lim

x→∞

x2 − 1

2x2 − x− 1
.

8. Знайти границi:

1) lim
x→∞

(2x− 3)20(3x+ 2)30

(2x+ 1)50
; 2) lim

x→2

(x2 − x− 2)20

(x2 − 4x+ 4)10
.

9. Знайти границi:

1) lim
x→1

√
5− x− 2√
2− x− 1

;

2) lim
x→0

3
√
1− x− 3

√
1 + x

x
;

3) lim
x→−1

1 + 3
√
x

1 + 5
√
x
.

Д1. 1) Чи можна в означеннi Гейне границi функцiї в точцi замiнити слова
"довiльна послiдовнiсть" на слова "довiльна монотонна послiдовнiсть не
змiнивши його змiсту?

2) Нехай δ > 0, x0 ∈ R, f : (x0 − δ, x0 + δ) → R i для довiльної
послiдовностi xn → x0, n → ∞, послiдовнiсть {f(xn) : n ≥ 1} збiжна.
Довести, що iснує lim

x→x0

f(x).

3) Нехай δ > 0, x0 ∈ R, f : (x0 − δ, x0 + δ) → R i для
довiльної монотонної послiдовностi xn → x0, n → ∞, послiдовнiсть
{f(xn) : n ≥ 1} збiжна. Чи обов’язково iснує lim

x→x0

f(x)?

Д2. Функцiя f : R → R визначена так: f(x) = q, якщо x ∈ Q, x = p
q ,

де p, q – взаємно простi числа i f(x) = 0 , якщо x – iррацiональне число.
Довести, що функцiя f необмежена у довiльному околi довiльної точки
x0 ∈ R.
Д3. Нехай функцiя f : [a,+∞) → R обмежена на кожному вiдрiзку [a, b].
Покладемо:

m(x) = inf{f(t) | a ≤ t ≤ x}, M(x) = sup{f(t) | a ≤ t ≤ x}.
Побудувати графiки функцiй y = m(x), y = M(x), x ≥ 0, якщо:

1) f(x) = sinx, x ≥ 0; 2) f(x) = cosx, x ≥ 0.

Д4. Дослiдити поведiнку коренiв x1, x2 квадратного рiвняння
ax2 + bx+ c = 0 при a → 0, де b, c – сталi, b ̸= 0.

Б12

1. Сформулювати означення Кошi границi функцiї у точцi для таких гра-
ниць (a∈ R, p∈ R):
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1) lim
x→∞

f(x) = p;

2) lim
x→−∞

f(x) = p;

3) lim
x→+∞

f(x) = p;

4) lim
x→a

f(x) = ∞;

5) lim
x→a

f(x) = −∞;

6) lim
x→a

f(x) = +∞;

7) lim
x→∞

f(x) = ∞;

8) lim
x→∞

f(x) = −∞;

9) lim
x→∞

f(x) = +∞;

10) lim
x→−∞

f(x) = ∞;

11) lim
x→−∞

f(x) = −∞;

12) lim
x→−∞

f(x) = +∞;

13) lim
x→+∞

f(x) = ∞;

14) lim
x→+∞

f(x) = −∞;

15) lim
x→+∞

f(x) = +∞.

2. За означенням Кошi границi функцiї у точцi довести, що:

1) lim
x→∞

x− 1

3x+ 2
=

1

3
; 2) lim

x→+∞
(
√

x2 + 1− x) = 0.

Для кожного з цих випадкiв заповнити наступну таблицю:

ε 0,1 0,01 0,001 0,0001
C(ε)

3. За означенням Кошi границi функцiї у точцi довести, що:

1) lim
x→+∞

loga x = +∞ (a > 1); 2) lim
x→−∞

ax = 0 (a > 1).

4. Знайти lim
x→0

x sin 1
x .

5. Довести, що не iснують границi lim
x→a

sinx, lim
x→a

tg x, де a = −∞, ∞, +∞.

6. Знайти границi:

1) lim
x→0

3x4 − 2x2 + 1

10x5 − x4 + 3
;

2) lim
x→1

x3 − 1

x4 + 3x2 − 1
;

3) lim
x→−1

x2 + 3x− 1

x3 + 1
;

4) lim
x→0

(x2 − x) exp
(
−x−2

)
;

5) lim
x→2

x3 − 3x− 2

x3 − 8
;

6) lim
x→0

4x2 − 3x

2x2 − 9x
;

7) lim
x→2

x2 − 5x+ 6

x3 − 2x2 − x+ 2
;

8) lim
x→π

2

sinx+ 2 ctg x

(π − x) sin x
2

;

9) lim
x→3

√
x− 2− 1

x− 3
;

10) lim
x→1

x2 −
√
x

1−
√
x
;

11) lim
x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 16− 4

;

12) lim
x→2

√
x− 2−

√
2 +

√
x√

x2 − 4
;

13) lim
x→π

√
1− tg x−

√
1 + tg x

sin 2x
;
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14) lim
x→−1

3
√
x+ 1√
x+ 1

;

15) lim
x→7

2−
√
x− 3

x2 − 49
;

16) lim
x→π

2

cosx− sinx+ 1

cosx+ sinx− 1
;

17) lim
x→1

x12 − 3x11 + 2

x50 + 2x30 − 3
;

18) lim
x→0

(x2 + 1)5 − (1− 3x2)6

3x2 − x3
;

19) lim
x→0

3

√
1 + x

3 − 4

√
1 + x

4

1−
√

1− x
2

;

20) lim
x→+∞

(
3

2x
+

7

3− 3
√
x
+ 1

)
;

21) lim
x→−∞

(
2√
5− x

+
3

x
− 2

)
;

22) lim
x→+∞

(
3√
x− 3

+
2x− 1

4x2 − 1

)
;

23) lim
x→∞

3x5 − 3x4 + 7x− 1

3x5 + 2x3 − 3
;

24) lim
x→∞

3x3 − 2x+ 10

5x2 + 3x− 1
;

25) lim
x→∞

2x3 − 3x2 + 5

3x4 − 7x+ 1
;

26) lim
x→+∞

2
√
x+ 3

√
x+ 5 5

√
x√

3x− 2 + 3
√
2x− 3

;

27) lim
x→+∞

(x−
√
x2 − 1)20 − (x+

√
x2 + 1)20

x20
;

28) lim
x→∞

√
4x2 + 3x− 2√
9x2 − x+ 3

;

29) lim
x→∞

(
√

x2 + x− 1−
√

x2 − x+ 1).

7. Для натуральних чисел m, n знайти такi границi:

1) lim
x→a

(xn − an)− nan−1(x− a)

(x− a)2
; 2) lim

x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)
.

8. Нехай f(x) =
x

1 + x
, x ≥ 0. Знайти inf f([0,+∞)), sup f([0,+∞)).

9. Знайти inf {sinx | x > 0}, sup{sinx | x > 0}.
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ЗАНЯТТЯ 13
ГРАНИЦЯ ФУНКЦIЇ В ТОЧЦI (ПРОДОВЖЕННЯ)

Контрольнi запитання
1. Теорема про границю суми, рiзницi, добутку та частки функцiй.
2. Таблиця основних границь.

А13

1. Знайти границi:

1) lim
x→+∞

√
x+ 3

√
x+ 4

√
x√

2x+ 1
;

2) lim
x→a

√
x−

√
a+

√
x− a√

x2 − a2
;

3) lim
x→0

x2

5
√
1 + 5x− (1 + x)

;

4) lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

де m,n∈ N;

5) lim
x→+∞

(√
x+

√
x+

√
x−

√
x

)
;

6) lim
x→+∞

(
3
√

x3 + 3x2 −
√

x2 − 2x
)
.

2. Обчислити границi:

1) lim
x→π

sin 3x

sin 4x
;

2) lim
x→0

1− cos 3x

4x2
;

3) lim
x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3
;

4) lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
;

5) lim
x→0

sin 5x− sin 3x

x
;

6) lim
x→0

arcsinx

sinx
.

3. Знайти границi :

1) lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)x−1
x+1

;

2) lim
x→∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)x2

;

3) lim
x→0

(
1 + tg x

1 + sinx

) 1
sinx

;

4) lim
x→0

ex − ln(1 + x)

x
;

5) lim
x→a

ax − xa

x− a
, де a > 0;

6) lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
.

Д1. Обчислити границi:
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1) lim
x→π

sinmx

sinnx
, де m,n∈ N; 2) lim

x→0

1− cosx
√
cos 2x 3

√
cos 3x

x2
.

Д2. Знайти сталi a1, a2, b1, b2 з наступних умов:

lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1− a1x− b1

)
= 0,

lim
x→+∞

(√
x2 − x+ 1− a2x− b2

)
= 0.

Б13

1. Знайти границi:

1) lim
x→+∞

√
x+

√
x+

√
x

√
x+ 1

;

2) lim
x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2
;

3) lim
x→−8

√
1− x− 3

2 + 3
√
x

;

4) lim
x→3

√
x+ 13− 2

√
x+ 1

x2 − 9
;

5) lim
x→−2

3
√
x− 6 + 2

x3 + 8
;

6) lim
x→16

4
√
x− 2√
x− 4

;

7) lim
x→8

√
9 + 2x− 5
3
√
x− 2

;

8) lim
x→0

n
√
1 + x− 1

x
, де n∈ N;

9) lim
x→0

3
√
8 + 3x− x2 − 2

x+ x2
;

10) lim
x→0

3
√
27 + x− 3

√
27− x

x+ 2
3
√
x4

;

11) lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

3
√
1 + x− 3

√
1− x

;

12) lim
x→7

√
x+ 2− 3

√
x+ 20

4
√
x+ 9− 2

;

13) lim
x→0

m
√
1 + ax− n

√
1 + bx

x
, де m,n∈ N;

14) lim
x→+∞

(√
(x+ a)(x+ b)− x

)
;

15) lim
x→0

√
1− 2x− x2 − (1 + x)

x
;

16) lim
x→+∞

x
(√

x2 + 2x− 2
√

x2 + x+ x
)
;

17) lim
x→0+


√√√√1

x
+

√
1

x
+

√
1

x
−

√√√√1

x
−

√
1

x
+

√
1

x

;

18) lim
x→∞

(
3
√

x3 + x2 + 1− 3
√

x3 − x2 + 1
)
.
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2. Обчислити границi:

1) lim
x→0

sin 3x

sin 2x
;

2) lim
x→0

sin 7x− sin 2x

sinx
;

3) lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
;

4) lim
x→0

1− cos3 x

x− sin 2x
;

5) lim
x→1

tg(x− 1)

x2 − 1
;

6) lim
x→0

1− cos 3x

x tg 2x
;

7) lim
x→0

1−
√
cosx

1− cos
√
x
;

8) lim
x→0

sin2 x2
2x2

;

9) lim
x→0

cos 2x− 1

x sinx
;

10) lim
x→0

sin 4x√
x+ 1− 1

;

11) lim
x→0

x sinx

tg2 x+ 1− cos 2x
;

12) lim
x→π

4

3
√
tg x− 1

2 sin2 x− 1
;

13) lim
x→π

4

√
2 cosx− 1

1− tg2 x
;

14) lim
x→0

tg x

arcsinx
;

15) lim
x→π

2

1− sinx(
π
2 − x

)2 ;
16) lim

x→0

arctg(x2 + 3x)

arcsin 2x
;

17) lim
x→π

4

sinx− cosx

1− tg3 x
;

19) lim
x→2

(
sin(x− 2)

x2 − 4
+ 2−(x−2)−2

)
;

3. Довести рiвностi:

1) lim
x→x0

sinx = sinx0; 2) lim
x→x0

cosx = cosx0;

3) lim
x→x0

tg x = tg x0, x0 ̸=
π

2
+ πn, n ∈ Z.

4. Знайти границi:

1) lim
x→0

(
1 + x

2 + x

)1−
√
x

1−x
;

2) lim
x→1

(
1 + x

2 + x

)1−
√
x

1−x
;

3) lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

)1−
√
x

1−x
;

4) lim
x→∞

(
2 + x

2x− 1

)x2

;

5) lim
x→π

4 +

(
tg
(π
8
+ x
))tg 2x

;
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6) lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1

2x2 − 3x− 2

) 1
x
;

7) lim
x→∞

(
x+ a

x− a

)x

;

8) lim
x→1

(1 + sinπx)ctg πx;

9) lim
x→a

(
sinx

sin a

) 1
x−a

;

10) lim
x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2

;

11) lim
x→π

4

(tg x)tg 2x;

12) lim
x→π

2

(sinx)tg x;

13) lim
x→0

(
tg
(π
4
− x
))ctg x

;

14) lim
x→∞

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)x

;

15) lim
x→0

(cos
√
x)

1
x ;

16) lim
x→+∞

(
3x2 − x+ 1

2x2 + x+ 1

) x2

1−x
;
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ЗАНЯТТЯ 14
ГРАНИЦЯ ФУНКЦIЇ У ТОЧЦI (ПРОДОВЖЕННЯ). ВIДНОШЕННЯ "О "о"

ТА ЕКВIВАЛЕНТНОСТI

Контрольнi запитання
1. Означеня одностороннiх границь.
2. Означення вiдношення "О".
3. Означення вiдношення "о".
4. Означення вiдношення еквiвалентностi.

А14

1. Знайти границi :

1) lim
x→+∞

ln(x2 − x+ 1)

ln(x10 + x+ 1)
;

2) lim
x→0

ln cos ax

ln cos bx
;

3) lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
;

4) lim
x→+∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
;

5) lim
x→0

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
;

6) lim
x→+∞

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
;

2. Побудувати графiки функцiй:
1) y = lim

n→∞
n
√
1 + xn, x ≥ 0;

2) y = lim
n→∞

n

√
1 + xn +

(
x2

2

)n

, x ≥ 0;

3) y = lim
n→∞

ln (2n + xn)

n
, x ≥ 0.

3. Знайти одностороннi границi функцiї f(x) =
sinx

|x|
, x ̸= 0, при x → 0.

4. Чи має функцiя f(x) = cos π
x , x ̸= 0, одностороннi границi при x → 0?

5. Довести наступнi твердження:

1) x sin 1
x = O(|x|), x → 0;

2) arctg 1
x = O(1), x → 0;

3) lnx = o
(
x−ε
)
, x → 0, ε > 0;

4) lnx = o(xε), x → +∞, ε > 0;

5)

√
x+

√
x+

√
x ∼ 8

√
x, x → 0;
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6)

√
x+

√
x+

√
x ∼

√
x, x → +∞;

7) x2 + x ln100 x ∼ x2, x → +∞.

Д1. Знайти границю

lim
x→2

(x2 − 5x+ 6)(x2 − 5x+ 8)− (x− 2)(x− 3)

(x2 − 1)x(x+ 2)− 24
.
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Д2. Нехай для функцiї f : R → R\{0}

lim
x→ x0

(
f(x) +

1

|f(x)|

)
= 0.

Знайти lim
x→x0

f(x).

Д3. Нехай f(x) → 0, x → 0. Довести, що f(x) + f(2x) → 0, x → 0.
Навести приклад, який показує, що обернене твердження, взагалi кажучи,
не виконується.
Д4. Знайти границi :

1) lim
n→∞

cosn
x√
n
;

2) lim
n→∞

(
n+ x

n− 1

)n

;

3) lim
n→∞

sinn
2πn

3n+ 1
;

Д5. Визначити головну частину функцiї f(x) = x3 − 3x + 2 вiдносно
шкали порiвняння {(x− 1)α | α > 0} при x → 1.
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Д6. Визначити головну частину функцiї f вiдносно шкали порiвняння{
x−α | α > 0

}
при x → +∞, якщо:

1) f(x) =
x+ 1

x4 + 1
; 2) f(x) =

√
x+ 1−

√
x.

Д7. Знайти порядок вiдносно функцiї β(x) = x при x → 0 функцiї
f(x) = tg3 x+ x4.

Д8. Знайти порядок вiдносно функцiї β(x) = 1
x−3 при x → 3 функцiї

f(x) =
3
√

(x−3)2

sinπx .

Д9. Нехай g(x) → +∞ при x → +∞ i f(x) = o(g(x)) при x → +∞.
Довести, що ef(x) = o(eg(x)) при x → +∞.

Д10. Нехай f(x) = o(g(x)), x → 0. Довести, що iснує функцiя h така,
що f(x) = o(h(x)), x → 0 i h(x) = o(g(x)), x → 0.

Д11. Чи iснує функцiя f : R → R, f(x) > 0, x ̸= 0, така, що
f(x) = o(xn), x → 0 для кожного n ∈ N?

Б14

1. Знайти границi:

1) lim
x→0

shx

x
;

2) lim
x→+∞

x ln
x+ 1

x
;

3) lim
x→a

lnx− ln a

x− a
;

4) lim
x→+∞

(sin ln(x+ 1)− sin lnx);

5) lim
x→∞

lg
100 + x2

1 + 100x2
;

6) lim
x→+∞

ln(2 + e3x)

ln(3 + e2x)
;

7) lim
x→+∞

lg(1 +
√
x+ 3

√
x)

lg(1 + 3
√
x+ 4

√
x)

;

8) lim
x→0

(x+ ex)
1
x ;

9) lim
n→∞

n( n
√
x− 1), де x > 0;

10) lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

) 1
x
,

де a, b, c ∈ (0,+∞).

2. Знайти границi:

1) lim
x→0

ln(1 + xex)

ln(x+
√
1 + x2)

;

2) lim
x→0

(2e
x

1+x − 1)
x2+1
x ;

3) lim
x→0

1

x100
e−

1
x2 ;
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4) lim
x→−∞

(
√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2);

5) lim
x→+∞

(
√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2).

3. Побудувати графiки функцiй:

1) y = lim
n→∞

xn − x−n

xn + x−n
, x ̸= 0;

2) y = lim
n→∞

√
x2 + 1

n2 ;

3) y = lim
n→∞

(x− 1) arctg xn.

4. Довести наступнi твердження:

1) x2 = o(ex), x → +∞;
2) x lnx = o(ex), x → +∞;

3) xlnx = o(ex), x → +∞;

4) x = o(x2), x → ∞;

5) lnx ̸= O (o(lnx2)), x → +∞;

5. Знайти одностороннi границi наступних функцiй при x → x0:

1) f(x) =

{
x+ 1, якщо x ≤ 2,

−2x+ 1, якщо x > 2, x0 = 2;

2) f(x) =
x3 − 1

|x− 1|
, x ̸= 1, x0 = 1;

3) f(x) =

√
1− cos 2x

x
, x ̸= 0, x0 = 0;

4) f(x) =
x

(x− 3)3
, x ̸= 3, x0 = 3;

5) f(x) = x+
2

1 + 2
1

2−x

, x ̸= 2, x0 = 2;

6) f(x) =

{
x, якщо x < 1,

−2x, якщо x ≥ 1, x0 = 1;

7) f(x) =


1

x− 2
, якщо x < 0,

1, якщо x = 0,

0, якщо x > 0, x0 = 0;

8) f(x) =
cosx

3− 2
1

sinx

, x ̸= 0, x0 = 0;

9) f(x) =
tg x

x2 − 3x
, x ̸= 0, x0 = 0.

6. Довести рiвностi:
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1) 2x− x2 = O(x), x → 0; 2) x sin
√
x = O(x

3
2 ), x → 0;

7. Довести рiвностi:

1) 2x− x2 = O(x), x → 0;

2) x sin
√
x = O(x

3
2 ), x → 0;

3)
x+ 1

x2 + 1
= O

(
1

x

)
, x → +∞;

4) x+ x2 sinx = O(x2), x → +∞;

5)
arctg x

1 + x2
= O

(
1

x2

)
, x → ∞;

6) (1 + x)n = 1 + nx+ o(x), x → 0, де n ∈ R;
7) 2x3 − 3x2 + 1 = O(x3), x → +∞;
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ЗАНЯТТЯ 15
НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ. ТОЧКИ РОЗРИВУ

Контрольнi запитання
1. Означення функцiї, неперервної в точцi.
2. Теорема про арифметичнi дiї над неперервними функцiями.
3. Теорема про суперпозицiю неперервних функцiй.
4. Неперервнiсть основних елементарних функцiй.
5. Означення точки розриву та класифiкацiя точок розриву.

А15

1. Нехай f(x) = x2, x ∈ R. За означенням Кошi довести неперервнiсть
функцiї f в точцi x0 ∈ R. Дати геометричну iнтерпретацiю неперервностi
функцiї f в точцi x0 ∈ R.
2. Застосувати теореми про неперервнiсть суперпозицiї неперервних
функцiй та про арифметичнi дiї над неперервними функцiями для доведе-
ння неперервностi на R функцiї

f(x) = sin3 2x+ e3x(x2 − x− 5), x ∈ R.

3. Дослiдити неперервнiсть та побудувати графiки наступних функцiй (a ∈
R):

1) f(x) =

{
sin 1

x , якщоx ̸= 0,

0, якщоx = 0;

2) f(x) =

{
x sin 1

x , якщоx ̸= 0,

0, якщоx = 0;

3) f(x) =

{
e−

1
x2 , якщоx ̸= 0,

0, якщоx = 0;

4) f(x) =

{
x ln2 x, якщоx ̸= 0,

a, якщоx = 0,

5. Визначити точки розриву функцiй та дослiдити характер розривiв, якщо:
1) y = x+1

x3+1
; 2) y = exp

(
x+ 1

x

)
.

6. Дослiдити неперервнiсть наступних функцiй та дослiдити характер роз-
ривiв, якщо вони є:

1) f(x) =

{
x2, якщо 0 ≤ x ≤ 1,

2− x, якщо 1 < x ≤ 2;
2) f(x) =

{
x, якщо |x| ≤ 1,

1, якщо |x| > 1.
7. Наступнi функцiї визначити в точцi 0 так, щоб вони були неперервними
y цiй точцi (довизначити за неперервнiстю в точцi 0):

1) y =
√
1+x−1

3√1+x−1
; 2) y = tg 2x

x .

Д1. Чи обов’язково розривна в точцi x0 сума двох функцiй, одна з яких
неперервна в точцi x0, а друга розривна в точцi x0 ? Чи обов’язково роз-
ривна в точцi x0 сума двох розривних в точцi x0 функцiй? Тi ж питання
для добутку замiсть суми.

63



Д2. Функцiя

f(x) =

{
1, якщо x ∈ Q,

0, якщо x ∈ R\Q
називається функцiєю Дiрiхле. Довести, що в кожнiй точцi x0 ∈ R ця
функцiя має розрив другого роду.
Д3. Дослiдити неперервнiсть наступної функцiї:

f(x) =

{
x(x− 2), якщо x ∈ Q,

0, якщо x ∈ R\Q.

Б15

1. За означенням Кошi (у термiнах ε−δ) довести неперервнiсть наступних
функцiй:

1) y =
x+ 3

2− 3x
у точцi x0 = 1

2 ; 2) y =
√
x у точцi x0 > 0.

2. Застосувати теореми про неперервнiсть суперпозицiї неперервних
функцiй та про арифметичнi дiї над неперервними функцiями для
доведення неперервностi на R функцiй

1) y = 2
1

1+x2 , x ∈ R; 2) y = arctg
(
cos x

2

)
, x ∈ R.

3. Дослiдити неперервнiсть, неперервнiсть справа i злiва, характер точок
розриву i побудувати графiки наступних функцiй:

1) y =
x3 − 1

x− 1
; 2) y =

{
x3

x−1 , якщо x ̸= 1,

4, якщо x = 1.
4. Знайти точки розриву та визначити характер розривiв таких функцiй:

1) f(x) =

{
1

x+2 , x ∈ [0, 1),

x2 + 1, x ≥ 1;
2) f(x) =

{
x2, x ≤ 1,

x3, x > 1;

3) f(x) =


x, x ≤ 0,

1− x, 0 < x ≤ 1,
1

1−x , x > 1;

4) f(x) =


x2, x < 0,

1, x = 0,

tg x+ 1, x > 0.
5. Довизначити функцiю f за неперервнiстю в точцi 0:

1) f(x) = ln(1−3x)
x ;

2) f(x) =
5√1+2x−1

sinx ;

3) f(x) = 23x−1
3x ;

4) f(x) = arcsinx
2 tg x ;

5) f(x) = sinx · sin 1
x ;

6) f(x) = 1
x2 exp

(
− 1

x2

)
;

7) f(x) = xx;

8) f(x) = x ln2 x.
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ЗАНЯТТЯ 16
ВЛАСТИВОСТI НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ.

РIВНОМIРНА НЕПЕРЕРВНIСТЬ

Контрольнi запитання
1. Властивостi неперервних на вiдрiзку функцiй.
2. Означення рiвномiрно неперервної функцiї.
3. Теорема Кантора.

А16

1. Нехай функцiя f : (a, b) → R i виконуються наступнi умови:
1) f ∈ C((a, b)); 2) ∀x ∈ (a, b) : f(x) ̸= 0.

Довести, що функцiя f зберiгає знак на iнтервалi (a, b).
2. Розв’язати нерiвнiсть

(2x− 1)(x− 2)3(x+ 1)(x+ 2)2 < 0
методом iнтервалiв та обгрунтувати цей метод.
3. Довести, що многочлен P (x) = x5 − 3x + 1, x ∈ R, має корiнь
на iнтервалi (1, 2).
4. Застосувати теорему про iснування та властивостi оберненої функцiї до
функцiй:

1) f(x) = cosx, x ∈ [0, π];
2) f(x) = x2 − 2x, x ≤ 1;

3) f(x) = x2 − 2x, x ≥ 1.

5. Нехай f(x) = 1
x , x ̸= 0. За означенням Кошi довести неперервнiсть

функцiї f в точцi x0 > 0. Дати геометричну iнтерпретацiю неперервностi
функцiї f в точцi x0 > 0. Як змiнюється δ = δ(ε, x0) зi зменшенням ε?
зi зменшенням додатного x0? Чи є функцiя f рiвномiрно неперервною на
множинi (0, 1)?
6. Довести, що функцiя f(x) = 5x− 3, x∈ R, рiвномiрно неперервна на
R.
7. Довести, що сума двох рiвномiрно неперервних на множинi A функцiй
є рiвномiрно неперервною на цiй множинi функцiєю.
8. В термiнах (ε− δ) сформулювати, що функцiя f : A → R не є рiвно-
мiрно неперервною на множинi R. Довести, що функцiя f неперервна на
множинi A, але не рiвномiрно неперервна на цiй множинi, якщо:

1) f(x) = 1
x , x ∈ A = (0, 1);

2) f(x) = sin π
x , x ∈ A = (0, 1);

3) f(x) = x2, x ∈ A = R;
4) f(x) = sinx2, x ∈ A = R.

9. Застосувати теорему Кантора для доведення рiвномiрної неперервностi
на множинi A наступних функцiй:
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1) f(x) = x
4−x2 , A = [−1, 1]; 2) f(x) = sinx

x , A = (0, π).
Д1. Довести, що довiльне алгебраїчне рiвняння непарного степеня з
дiйсними коефiцiєнтами має принаймнi один дiйсний корiнь.
Д2. Довести, що неперервна на R перiодична функцiя приймає найбiльше i
найменше значення на R.
Д3. Знайти всi неперервнi на R функцiї, якi задовольняють спiввiдношен-
ню

∀x, y ∈ R : f(x+ y) = f(x) + f(y).

Це спiввiдношення називають функцiональним рiвнянням Кошi.
Д4. Довести, що функцiя f(x) =

√
x, x ≥ 0 , рiвномiрно

неперервна на [0,+∞).

Д5. Нехай функцiя f : [a,+∞) → R i виконуються наступнi умови:
1) f ∈ C([a,+∞));
2) iснує lim

x→+∞
f(x) = p ∈ R.

Довести, що функцiя f рiвномiрно неперервна на [a,+∞).

Б16

1. Довести, що наступнi рiвняння мають розв’язки на вказаних iнтервалах:
1) x5 − 6x2 + 3x− 7 = 0, x ∈ (0, 2);
2) 8x − 2x − 16 = 0, x ∈ (0, 2);

3) 3 sin3 x− 5 sinx+ 1 = 0, x ∈
(
0, π2

)
.

2. Знайти обернену функцiю до розривної в точцi 0 функцiї
y = (1 + x2) signx, x ∈ R, i довести, що обeрнена функцiя неперервна
на множинi визначення.
3. Застосувати теорему про iснування та властивостi оберненої
функцiї для функцiй:

1) y = 2x
1+x2 , x ≤ −1;

2) y = 2x
1+x2 , −1 ≤ x ≤ 1;

3) y = 2x
1+x2 , x ≥ 1;

4) y = ctg x, x ∈ (0, π).

4. Довести, що многочлен P (x) = x4 − x3 − x2 + x, x ∈ R, набуває
найбiльшого i найменшого значення на iнтервалi (−1, 1).
5. Довести, що функцiя f(x) = 2 cos(3x + 5), x ∈ R, рiвномiрно
неперервна на R.
6. Довести рiвномiрну неперервнiсть на множинi A наступних функцiй:
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1) y = x2, A = (−1, 1);
2) y = sinx2, A = (−2, 3);

3) y =
√
x, A = [1,+∞).

7. Довести, що функцiя f(x) = ex, x∈ R, не рiвномiрно неперервна на
R.
8. Довести, що добуток скiнченного числа рiвномiрно неперервних на
вiдрiзку [a, b] функцiй є рiвномiрно неперервною на [a, b] функцiєю.
9. Довести, що функцiя f(x) = | sinx|

x , x ∈ R\{0}, рiвномiрно
неперервна на кожному з iнтервалiв (−1, 0) та (0, 1), але не рiвномiрно
неперервна на об’єднаннi цих iнтервалiв.
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ЗАНЯТТЯ 17
ОЗНАЧЕННЯ ПОХIДНОЇ. ОБЧИСЛЕННЯ ПОХIДНИХ

Контрольнi запитання
1. Означення похiдної функцiї в точцi.
2. Таблиця похiдних.
3. Теореми про похiдну вiд суми, рiзницi, добутку та частки функцiй.
4. Теорема про похiдну суперпозицiї функцiй.

А17

1. За означенням похiдної знайти похiдну функцiї f в точцi x0, якщо
1) f(x) = sinx, x ∈ R, x0 = 0; 2) f(x) = lnx, x > 0, x0 = 1.

2. Довести, що функцiя f(x) = e|x|, x ∈ R, не має похiдної в точцi
x0 = 0. Побудувати графiк цiєї функцiї.
3. За означенням похiдної знайти похiдну функцiї f , якщо:

1) f(x) =
√
x, x > 0; 2) f(x) = arctg x, x ∈ R.

4. За допомогою таблицi похiдних та правил знаходження похiдних знайти
похiднi наступних функцiй:

1) y = (5 + 2x)10(3− 4x)20;

2) y =
2x

1− x2
;

3) y =

√
x+

√
x+

√
x;

4) y = cos 2x− 2 sinx;
5) y = tg x− 1

3 tg
3 x+ 1

5 tg
5 x;

6) y = ex(x2 − 2x+ 2);

7) y =
sinx+ cosx

ex
;

8) y = ln(ln(lnx));

9) y = 1
4 ln

x2 − 1

x2 + 1
;

10) y = ln tg
x

2
;

11) y = arccos
1

x
;

12) y = x(sin(lnx)− cos(lnx));

13) y = x arcsin

√
x

1 + x
+ arctg

√
x−

√
x;

14) y =
arcsinx√
1− x2

+
1

2
ln

1− x

1 + x
;

15) y = x arctg x− 1
2 ln(1 + x2)− 1

2arctg
2 x;
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16) y =
ex cosx

sinx2
;

17) y = cos3 x3 − ex
2
tg x;

18) y = exp
(
(arctg

√
x+ 4)2

)
;

19) y =
√

1 + x2 − ln(x+
√

1 + x2).

5. Знайти f ′(1), якщо f(x) = x+ (x− 1) arcsin

√
x

x+ 1
.

Д1. Нехай функцiя f має похiдну в точцi x0 . Довести, що
lim
n→∞

n
(
f
(
x0 +

1
n

)
− f(x0)

)
= f ′(x0).

Навести приклад, коли ця границя iснує, але функцiя не має похiдної в
точцi x0.
Д2. Знайти точки, в яких функцiя

f(x) =

{
x2, якщо x ∈ Q,

0, якщо x∈ R\Q,

має похiдну.
Д3. Для яких значень параметра α функцiя

f(x) =

|x|α sin 1

x
, якщо x ̸= 0,

0, якщо x = 0,

має похiдну в точцi x0 = 0?
Д4. Нехай f ∈ C1([a, b]), x0 ∈ (a, b). Довести, що для довiльних послi-
довностей {xn : n ≥ 1} i {zn : n ≥ 1} таких, що xn → x0, n → ∞,
zn → x0, n → ∞, вiрно, що

f(xn)− f(zn)

xn − zn
→ f ′(x0), x → x0.

Чи можна вiдмовитися вiд умови неперервностi похiдної?

Б17

1. За означенням похiдної знайти похiдну функцiї f у точцi x0, якщо
1) f(x) = cosx, x ∈ R, x0 = 0;
2) f(x) = 3

√
x, x ∈ R, x0 = 1.

2. Довести, що функцiя f(x) = (1 + |x|)2, x ∈ R, не має похiдної в
точцi x0 = 0. Побудувати графiк цiєї функцiї.
3. За означенням похiдної знайти похiдну функцiї f , якщо:

1) f(x) = ex, x ∈ R;

2) f(x) = tg x, x ̸= π

2
+ πn, n ∈ Z.

4. Нехай f(x) = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3. Знайти f ′(1), f ′(2), f ′(3).
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5. Використовуючи таблицю похiдних та правила диференцiювання,
знайти похiднi наступних функцiй:

1) y =
xp(1− x)q

1 + x
;

2) y =
3

√
1 + x3

1− x3
;

3) y =
1√

1 + x2(x+
√
1 + x2)

;

4) y =
3

√
1 +

3

√
1 + 3

√
x;

5) y = 4 3
√

ctg2 x+ 3
√

ctg8 x;

6) y = ex(1 + ctg
x

2
);

7) y = xa
a
+ ax

a
+ aa

x
;

8) y = ln(ln2(ln3 x));

9) y = ln tg
(x
2
+

π

4

)
;

10) y = ln(x+
√

x2 + 1);

11) y = sin(cos2 x) · cos(sin2 x);
12) y = ln(ex +

√
1 + e2x);

13) y = x ln(x+
√

1 + x2)−
√

1 + x2;

14) y =
√
x+ 1− ln(1 +

√
x+ 1);

15) y = ln

(
1

x
+ ln

(
1

x
+ ln

1

x

))
;

16) y = 1
2 ctg2 x+ ln sinx;

17) y = ln tg
x

2
− cosx · ln tg x;

18) y = arcsin
x

2
;

19) y =
1√
2
arcctg

√
2

x
;

20) y = arcsin(sinx);

21) y = arccos(cos2 x);

22) y = arctg(tg2 x);

23) y = ln

(
arccos

1√
x

)
;

24) y = arctg(x+
√

1 + x2).
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ЗАНЯТТЯ 18
ОБЧИСЛЕННЯ ПОХIДНИХ (ПРОДОВЖЕННЯ)

Контрольне запитання
1. Теорема про похiдну суперпозицiї функцiй.
2. Формула для обчислення похiдної оберненої функцiї.
3. Формула для обчислення похiдної функцiї, заданої параметрично.
4. Обчислення похiдних функцiй, заданих неявно.

А18

1. Знайти похiднi наступних функцiй:
1) y = arcsin(sinx2) + arccos(cosx2);

2) y = arctg ex − ln

√
e2x

e2x + 1
;

3) y =
x
√
1− x2

1 + x2
− 3√

2
arcctg

x
√
2√

1− x2
.

2. Нехай f : A → (0,+∞) має похiдну на множинi A. Похiдна вiд лога-
рифма функцiї f називається логарифмiчною похiдною функцiї f :

(ln f(x))′ =
f ′(x)

f(x)
.

Знайти логарифмiчну похiдну функцiї
f(x) = (x− a1)

α1(x− a2)
α2 . . . (x− an)

αn .
3. Нехай функцiї u : A → (0,+∞), v : A → R мають похiднi
в точцi x0. Довести, що функцiя f(x) = u(x)v(x), x ∈ R, має похiдну
в точцi x0 та знайти цю похiдну.
4. Знайти похiднi:

1) y = xsinx;
2) y = x+ xx + xx

x
;

3) y = (lnx)x : xlnx;
4) y = logx e.

5. Отримати формули для сум:
1) Pn(x) = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1;
2) Qn(x) = 12 + 22x+ 32x2 + · · ·+ n2xn−1.

6. Нехай парна функцiя має похiдну на множинi визначення. Довести, що
ця похiдна є непарною функцiєю. Аналогiчно, довести, що похiдна непарної
функцiї є функцiя парна.
7. За допомогою теореми про похiдну оберненої функцiї, знайти похiдну
функцiї, оберненої до функцiї g(y), y ∈ A:
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1) g(y) = y3 + 3y, y ∈ R;
2) g(y) = y + ln y, y > 0.

3) g(y) = y + ey, y ∈ R;

8. Знайти похiднi функцiй, заданих параметрично:

1) x =
3

√
1−

√
t, y =

√
1− 3

√
t; 2) x = a cos3 t, y = a sin3 t.

9. Функцiя y = y(x), x ∈ A задана у неявному виглядi спiввiдношенням

x2 + 2xy − y2 = 2x.

Знайти похiдну y′. Обчислити y′, якщо x = 2 i y = 4;
якщо x = 2 i y = 0.
Д1. Функцiя f має похiдну в точцi a, причому f(a) > 0.
Знайти наступнi границi:

1) lim
n→∞

(
f(a+ 1

n)

f(a)

)n

; 2) lim
x→a

(
f(x)

f(a)

) 1
lnx−ln a

.

Д2. Обчислити наступнi суми:

1) x+ 3x3 + 5x5 + · · ·+ (2n+ 1)x2n+1; 2)
n∑

k=1

kCk
n; 3)

n∑
k=1

k2Ck
n.

Д3. Записати формули переходу вiд полярної системи координат (r, φ) до
декартової системи координат (x, y), якщо полюс спiвпадає з початком
декартової системи координат, а напрямок полярної вiсi з напрямком вiсi
абсцис. Знайти y′x, якщо r = aφ (спiраль Архiмеда).

Б18

1. За допомогою таблицi похiдних та правил їх знаходження знайти
похiднi наступних функцiй:

1) y =
1

2
√
2
arctg

x
√
2√

1 + x4
− 1

4
√
2
;

2) y = arccos(sinx2 − cosx2);

3) y = em arcsinx(cos(m arcsinx) + sin(m arcsinx));

4) y = arcctg
1√

ctg 1

x2

;

5) y = xx
a
+ xa

x
+ ax

a
;

6) y = x
1
x ;

7) y = (sinx)cosx + (cosx)sinx;

8) y = ln(chx) +
1

2 ch2 x
;

9) y = ln(cos2 x+
√

1 + cos4 x);
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10) y =
ax

1 + a2x
− 1− a2x

1 + a2x
arcctg a−x.

2. Знайти логарифмiчну похiдну функцiї y, якщо:

1) y = x

√
1− x

1 + x
; 2) y = (x+

√
1 + x2)n.

3. Нехай перiодична функцiя має похiдну на R. Довести, що ця похiдна
також функцiя перiодична з тим самим перiодом.
4. Нехай 0 < ε < 1. Довести, що функцiя g(y) = y − ε sin y, y ∈ R,
має обернену функцiю. Знайти похiдну оберненої функцiї.
5. Вказати iнтервали, на яких наступнi функцiї мають оберненi функцiї.
Побудувати графiки обернених функцiй i знайти їх похiднi, якщо:

1) y = 2x2 − x4;
2) y =

x2

1 + x2
;

3) y = 2e−x − e−2x.

6. Знайти похiднi функцiй, заданих параметрично:

1) x = sin2 t, y = cos2 t, t ∈
(
0,

π

2

)
;

2) x = a cos t, y = a sin t, t ∈ (0, π);
3) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ R.

7. Знайти похiдну y′(x) наступних функцiй, заданих у неявному виглядi:

1) y2 = 2px (парабола);

2)
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (eлiпс);

3) arctg
y

x
= ln

√
x2 + y2 (логарифмiчна спiраль).

8. Нехай (r, φ) – полярнi координати, x = r cosφ, y = r sinφ. Знайти
похiдну y′(x), якщо:

1) r = a(1 + cosφ) (кардiоїда);
2) r = aemφ (логарифмiчна спiраль).
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ЗАНЯТТЯ 19
ГЕОМЕТРИЧНИЙ ЗМIСТ ПОХIДНОЇ. ДИФЕРЕНЦIЙОВНIСТЬ.

ДИФЕРЕНЦIАЛ

Контрольнi запитання
1. Геометричний змiст похiдної.
2. Означення диференцiйовностi функцiї в точцi.
3. Означення диференцiалу функцiї в точцi.
4. Геометричний змiст диференцiалу.
5. Критерiй диференцiйовностi функцiї в точцi.

А19

1. Записати рiвняння дотичної до графiка функцiї y = x2 − x4, в точцi
x = 2.

2. Пiд яким кутом графiк функцiї y = lnx, x > 0, перетинає вiсь абсцис?
3. При яких значеннях незалежної змiнної дотичнi до графiкiв функцiй
y = x2 i y = x3 паралельнi?
4. На параболi y = x2 вибрано двi точки з абсцисами x1 = 1 i x2 = 3.
Через цi точки проведена сiчна. У якiй точцi на параболi дотична до неї
паралельна проведенiй сiчнiй?

5. Знайти диференцiал: d (sinx− x cosx).

6. Записати повний прирiст та диференцiал функцiї f(x) = x3, x ∈ R,
у точцi x0 = 1. Обчислити та порiвняти їх значення при таких значеннях
приросту аргумента: 1) ∆x = 1; 2) ∆x = 0, 1; 3) ∆x = 0, 01.
7. Замiнити повний прирiст функцiї диференцiалом i знайти наближене
значення arctg 1, 01. Порiвняти з точним значенням 0, 79037...
(π ≈ 3, 1416).
8. Знайти наближене значення

√
2 cos 46o. Порiвняти з точним значенням

0, 982395... (π ≈ 3, 1416).
9. Довести, що наступнi функцiї недиференцiйовнi:

1) f(x) = |x− 1| у точцi x = 1;
2) f(x) = 3

√
x− 1 у точцi x = 1.

Чи iснують однобiчнi похiднi в точках недиференцiйовностi?
10. Знайти похiднi, побудувати графiки наступних функцiй та їх похiдних:
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1) y = |x|; 2) y = x|x|; 3) y = ln |x|.
11. Довести, що функцiя

y =

x2 sin
1

x
, якщо x ̸= 0,

0, якщо x = 0,

має похiдну на R. Дослiдити неперервнiсть цiєї похiдної.
Д1. Дослiдити диференцiйовнiсть функцiї

f(x) =

{
x2, якщо x ∈ Q,

−x2, якщо x ∈ R\Q.
Д2. Довести, що функцiя

f(x) =


1√
n
, якщо

1

n+ 1
≤ |x| < 1

n
, n ∈ N,

0, якщо x = 0.

недиференцiйовна у точцi 0.
Д3. Знайти диференцiал функцiї y = y(x), заданої у полярнiй системi
координат рiвнянням r = a(1 + cosφ), 0 < φ < π, в точцi (0, a).
Д3. Для яких значень параметра n ∈ Z функцiя

y =

xn sin
1

x
, якщо x ̸= 0,

0, якщо x = 0,

1) неперервна на R; 2) має неперервну похiдну на R?
Д4. Чи можна твердити, що сума функцiй f та g не має похiдної
у точцi x0, якщо:

1) функцiя f має похiдну у точцi x0, а функцiя g не має похiдної
у цiй точцi?

2) обидвi функцiї f, g не мають похiдної в точцi x0?
Д5. Чи можна твердити, що добуток функцiй f та g не має похiдної
у точцi x0, якщо:

1) функцiя f має похiдну у точцi x0, а функцiя g не має похiдної
у цiй точцi?

2) обидвi функцiї f, g не мають похiдної в точцi x0?
Розглянути приклади:

1) f(x) = x, g(x) = |x|;
2) f(x) = |x|, g(x) = |x|, де x0 = 0.
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Д6. Довести, що сiмейства гiпербол x2 − y2 = a, a > 0 i xy = b,
b > 0 утворюють ортогональну сiтку, тобто кривi цих сiмейств
перетинаються пiд прямими кутами.

Д7. Довести, що дотична до логарифмiчної спiралi r = aemφ, де a, m –
фiксованi, утворює сталий кут з радiусом-вектором точки дотику.
Д8. Навести приклад неперервної на R функцiї, яка не має похiдної в
заданих точках a1, a2, . . . , an.

Б19
1. Записати рiвняння дотичної до графiка функцiї y = sinx − cosx, в
точцi x = π.
2. Пiд якими кутами перетинаються графiки наступних функцiй:

1) y = sinx i y = cosx; 2) y = 1/x i y =
√
x ?

3. При яких значеннях незалежної змiнної дотичнi до графiкiв функцiй
y = x2 i y = x3 перпендикулярнi?
4. Знайти:

1)
d(x3 − 2x6 − x9)

d(x3)
; 2)

d(sinx)

d(cosx)
; 3)

d(tg x)

d(ctg x)
.

5. Нехай формула x = 5t2, де час t вимiрюється у секундах, a шлях x
у метрах, задає рiвняння руху. Для моменту часу t = 2 сек. визначити
прирiст шляху ∆x i диференцiал шляху dx, якщо:

1) ∆t = 1 сек.; 2) ∆t = 0, 1 сек.; 3) ∆t = 0, 01 сек.

6. Знайти наближенi значення

1) sin 29◦; 2) cos 151◦; 3) lg 11

за допомогою замiни приросту функцiї диференцiалом. Порiвняти з
точними значеннями.
7. Знайти похiднi i побудувати графiки функцiй та їх похiдних:

1) y =

{
(1− x)(2− x), якщо 1 ≤ x ≤ 2,

−(2− x), якщо x > 2;

2) y =

{
x, якщо x < 0,

ln(1 + x), якщо x ≥ 0;

3) y =

{
x2e−x2 , якщо |x| ≤ 1,
1
e , якщо |x| > 1.
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8. Довести, що функцiя

y =

x2
∣∣∣cos π

x

∣∣∣, якщо x ̸= 0,

0, якщо x = 0,

не має похiдної в точках будь-якого околу точки 0, але iснує похiдна f ′(0).
9. Дослiдити диференцiйовнiсть наступних функцiй:

1) y = 5
√

(x− 1)2;

2) y = | lnx|;

3) y =

x sin
1

x
, якщо x ̸= 0,

0, якщо x = 0;

4) y =

x arctg
1

x
, якщо x ̸= 0,

0, якщо x = 0.

10. Дослiдити диференцiйовнiсть наступних функцiй. Чи iснують
одностороннi похiднi у точках недиференцiйовностi?

1) y =
√
1− cos 2x;

2) y = ln |x2 − 4x+ 3|;

3) y = arccos
1

x
;

4) y = arcsin
√
1− x2.

77



ЗАНЯТТЯ 20
ПОХIДНI ТА ДИФЕРЕНЦIАЛИ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Контрольнi запитання
1. Означення похiдних вищих порядкiв.
2. Похiднi порядку n, n ∈ N, для функцiй xα, x > 0 (α ∈ R);

ax, x ∈ R (a > 0); sinx, x ∈ R; cosx, x ∈ R; lnx, x > 0.
3. Формула Лейбнiца для старших похiдних вiд добутку.
4. Означення диференцiалiв вищих порядкiв.

А20

1. Знайти другу похiдну таких функцiй:
1) y = e−x; 2) y = (1 + x2) arctg x.

2. Нехай u : A → (0,+∞) та v : A → R двiчi диференцiйовнi на множинi
A функцiї. Знайти другу похiдну функцiї y = uv.
3. Знайти d2(

√
1 + x2).

4. Нехай x(t) = 2t− t2, y(t) = 3t− t3. Знайти похiднi
dy

dx
,

d2y

dx2
,

d3y

dx3
.

5. Знайти похiдну порядку 100 функцiї y = 1+x√
1−x

.

6. Знайти похiдну n-го порядку таких функцiй :

1) y =
1

x2 − 3x+ 2
; 2) y = cos2 x; 3) y = (x2 + 2x+ 2)e−x.

7. Нехай y = xnex, де n – натуральне число. Знайти dny.
8. Знайти f (n)(0), якщо:

1) f(x) =
1

(1− 2x)(1 + x)
; 2) f(x) =

x√
1− x

.

Д1. Знайти похiдну n-го порядку функцiї y = arctg x.
Д2. Нехай функцiя f : A → R двiчi диференцiйовна у точцi x0 ∈ A.
Довести, що

lim
∆x→0

f(x0 +∆x) + f(x0 −∆x)− 2f(x0)

(∆x)2
= f ′′(x0).

Навести приклад, коли границя у лiвiй частинi цiєї рiвностi iснує, але фун-
кцiя f не має похiдної другого порядку у точцi x0.

78



Б20

1. Знайти другу похiдну таких функцiй:

1) y = x
√
1 + x2;

2) y =
x√

1− x2
;

3) y = e−x2
;

4) y = tg x;

5) y =
arcsinx√
1− x2

;

6) y = x lnx.

2. Нехай u : A → R та v : A → R двiчi диференцiйовнi на множинi A
функцiї, u(x)v(x) > 0, x ∈ A. Знайти другу похiдну функцiї y = ln u

v .
3. Знайти d 2

(
lnx
x

)
.

4. Знайти d3
(

1√
x

)
.

5. Знайти похiднi
dy

dx
,
d 2y

dx2
,
d 3y

dx3
наступних функцiй, заданих параметри-

чно:
1) x = a cos t, y = a sin t;
2) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t).

6. Знайти похiдну порядку n наступних функцiй:

1) y =
x2

1− x
, n = 8; 2) y =

ex

x
, n = 10;

3) y = sinx sin 2x sin 3x, n = 10.
7. Знайти d10(x cos 2x).
8. Знайти похiдну n-го порядку таких функцiй:

1) y =
x

3
√
1 + x

;

2) y = sin2 x;
3) y = cos ax cos bx;

4) y = sin4 x+ cos4 x;

5) y =
ex

x
;

6) y = ex sinx.

9. Нехай y = lnx
x , n – натуральне число. Знайти dny.

10. Знайти f (n)(0), якщо:

1) f(x) = x2eax; 2) f(x) = eax cos bx.

11. Довести, що функцiя

f(x) =

exp

(
− 1

x2

)
, якщо x ̸= 0,

0, якщо x = 0,

нескiнченно диференцiйовна у точцi x = 0.
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КОНТРОЛЬНА РОБОТА. ГРАНИЦЯ ФУНКЦIЇ В ТОЧЦI. ПОХIДНА

Завдання iндивiдуальнi. Зразок варiанта

1. Обчислити:

1) lim
x→1

3
√
x− 1

5
√
x− 1

; 2) lim
x→+∞

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)x
.

2. Знайти точки розриву та визначити їх тип: f(x) = sinx
x + e1/(x−1).

3. Обчислити похiдну: f(x) = x2+arctg(1−x)√
2x

− ln
(

sinx
cos 2x

)
.

4. Обчислити похiдну порядку n: f(x) = x2 sin 4x.
5. Обчислити похiдну неявно заданої функцiї y = y(x): exy = x2 + y2.

РОЗВ’ЯЗКИ

1. 1) Маємо невизначенiсть типу
(
0
0

)
. Усунемо цю невизначенiсть алгебра-

їчними перетвореннями та застосуємо теорему про арифметичнi дiї:

lim
x→1

3
√
x− 1

5
√
x− 1

= lim
x→1

(x− 1)(x4/5 + x3/5 + x2/5 + x1/5 + 1)

(x− 1)(x2/3 + x1/3 + 1)
=

5

3
.

2) Маємо невизначенiсть типу (1∞). Зведемо задачу до застосування
спiввiдношення lim

u→+∞

(
1 + 1

u

)u
= e.

lim
x→+∞

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)x

=

= lim
x→+∞

(
1 +

(
sin

1

x
+ cos

1

x
− 1

))1·x
(
sin

1
x+cos

1
x−1

)
sin

1
x+cos

1
x−1 =

= e
lim

x→+∞
x
(
sin

1
x+cos

1
x−1

)
.

Оскiльки lim
u→0

sinu

u
= 1, то

lim
x→+∞

x
(
sin 1

x + cos 1
x − 1

)
= lim

x→+∞

(
sin(1/x)

1/x + −2 sin2(1/2x)
4x·(1/2x)2

)
= 1.

Остаточно,

lim
x→+∞

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)x
= e.
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2. В усiх точках, крiм x = 0 та x = 1 функцiя неперервна за теоремами
про арифметичнi дiї та суперпозицiю. Точка x = 0 є усувним розривом 1
роду, бо lim

x→0−
f(x) = lim

x→0+
f(x) = 1+ 1/e, f(0) не iснує. Точка x = 1 є

розривом 2 роду, бо lim
x→1−

f(x) = 0, lim
x→1+

f(x) = +∞.

3. Користуючись таблицею похiдних та правилами диференцiювання, отри-

маємо: f ′(x) =
(2x+ 1

1+(1−x)2
·(−1))·

√
2x−(x2+arctg(1−x))·

√
2

2
√
x

2x −
cos 2x
sinx · cosx·cos 2x−sinx·(−2 sin 2x)

cos2 2x
=

3x2− 2x
1+(1−x)2

−arctg(1−x)

2x
√
2x

−ctg x−2 tg 2x.

4. Використовуючи формулу Лейбнiца, отримаємо:

f (n)(x) =
n∑

k=0

Ck
n(x

2)(k)(sin 4x)(n−k). Враховуючи, що (x2)(k) = 0, k ≥

3, отримаємо f (n)(x) =
2∑

k=0

Ck
n(x

2)(k)(sin 4x)(n−k) = C0
nx

2(sin 4x)(n)+

C1
n(x

2)′(sin 4x)(n−1) + C2
n(x

2)′′(sin 4x)(n−2) =

x2(sin 4x)(n)+n2x(sin 4x)(n−1)+ n(n−1)
2 2(sin 4x)(n−2) = x24n sin 4(x−

πn
2 ) + 2nx4n−1 sin 4(x− π(n−1)

2 ) + n(n−1)
2 2 · 4n sin 4(x− π(n−2)

2 ).
5. Диференцiюємо цю рiвнiсть: exy(y + xy′) = 2x + 2yy′. Виражаючи
звiдси похiдну, отримаємо: y′ = 2x−yexy

exyx−2y .
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