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Секцiя «Математика,
статистика та механiка»

Асимптотична нормальнiсть оцiнок параметрiв у
змiшаному дробовому стохастичному рiвняннi

теплопровiдностi

Аветiсян Дiана Арутюнiвна, Ральченко Костянтин Володимирович

Вивчається стохастичне рiвняння теплопровiдностi, кероване змiшаним дробо-
вим броунiвським рухом:(︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

1

2
Δ𝑢

)︂
(𝑡, 𝑥) = 𝜎𝐵̇𝐻

𝑥 + 𝜅𝑊̇𝑥, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R.

Тут 𝐵𝐻 = {𝐵𝐻
𝑥 , 𝑥 ∈ R}— це дробовий броунiвський рух з iндексом Хюрста 𝐻, а

𝑊 = {𝑊𝑥, 𝑥 ∈ R}— вiнерiвський процес, що не залежить вiд 𝐵𝐻 .

Розглянуто задачу оцiнювання параметра Хюрста 𝐻 за спостереженнями
{𝑢(𝑡𝑖, 𝑘𝛿), 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁}, де 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 0 i 𝛿 > 0— фiксованi.

Виведено строго консистентну оцiнку ̂︀𝐻𝑁 та доведено її асимптотичну нормаль-
нiсть ̂︀𝐻𝑁 = 𝑓 (−1)

(︃
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−3/2
1 𝑉𝑁 (𝑡1)
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3 −𝑡

𝐻−1/2
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, якщо 𝐻 ̸= 1
2
,

log 𝑡3−log 𝑡2
log 𝑡2−log 𝑡1

якщо 𝐻 = 1
2
.
, ̂︀𝑉𝑁 (𝑡) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑢(𝑡, 𝑥𝑘)
2.

Далi, за припущення, що параметр Хюрста 𝐻 вiдомий, розглянуто задачу одно-
часного оцiнювання параметрiв 𝜎2 i 𝜅2. Доведено, що для всiх 𝐻 ∈ (0, 1

2
) ∪ ( 1

2
, 1)
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статистики

𝜎̂2
𝑁 =

𝑡
−3/2
1

̂︀𝑉𝑁 (𝑡1)− 𝑡
−3/2
2
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1 − 𝑡

𝐻−1/2
2

)︁ , 𝜅̂2𝑁 =
𝑡−1−𝐻
1

̂︀𝑉𝑁 (𝑡1)− 𝑡−1−𝐻
2

̂︀𝑉𝑁 (𝑡2)

𝑐 1
2

(︁
𝑡
1/2−𝐻
1 − 𝑡

1/2−𝐻
2

)︁
є строго консистентиними та асимптотично нормальними оцiнками параметрiв 𝜎2 i
𝜅2 вiдповiдно.

Теоретичнi результати перевiрено за допомогою комп’ютерного моделювання.
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Structure of a large sparse random graph in a random
environment and its sandpile group

Y. Azarov, M. Pushkar
We consider an extension of Erdős-Rényi random graph model [1] to a model in

a random environment. Motivated by discovering a structure of sandpile group of the
graph, we are studying an asymptotic distribution of its connected components.

Specifically, given a random environment A = {𝛼(𝑖, 𝑗), 𝑖, 𝑗 ∈ N}, which is a collection
of i.i.d. non-negative integrable random variables, for each 𝑛 ≥ 1, we consider a random
graph Γ𝑛 with vertex set {1, . . . , 𝑛}, such that, given A, the probability that vertices 𝑖
and 𝑗 are connected is 1− 𝑒−𝛼(𝑖,𝑗)/𝑛, independently of other edges. For any connected
labeled graph 𝐾 with 𝑘 vertices and 𝑑 edges, define the random variable 𝑁(𝑛)

𝐾 as the
number of components of Γ𝑛 isomorphic to 𝐾.

As the next result shows, it turned out that the asymptotic distribution of 𝑁(𝑛)
𝐾

depends on the difference 𝑑− 𝑘 and the expected value 𝛼 := E𝛼(𝑖, 𝑗).

Теорема 1.
а) If 𝐾 is a graph with 𝑑 > 𝑘, then 𝑁(𝑛)

𝐾 → 0, 𝑛→ ∞ a.a.s.
б) If 𝐾 is a tree (𝑑 = 𝑘 − 1), then 𝑁(𝑛)

𝐾 → ∞, 𝑛→ ∞ a.a.s.
в) If 𝐾 is a pseudotree (𝑑 = 𝑘), then the conditional distribution of 𝑁(𝑛)

𝐾 given
A converges to the Poisson distribution with parameter 𝜆𝐾 := 𝛼𝑘𝑒−𝑘𝛼/𝑘!.
Moreover, for different pseudotrees 𝐾1, . . . ,𝐾𝑚, the random variables
𝑁

(𝑛)
𝐾1

, . . . , 𝑁
(𝑛)
𝐾𝑚

are asymptotically independent.
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In [2] for an Erdős-Rényi model with fixed edge probability, asymptotic distribution
of a sandpile group (a.k.a. Jacobian) of the graph was investigated. We derived similar
results for our model by establishing probability that Z𝑝𝜆 is a subgroup of a sandpile
group of the resulting graph.
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Математичне моделювання динамiки страхової
компанiї на основi макропоказникiв

П. В. Александрова, В. П. Зубченко

У зв’язку змiнами в економiцi та геополiтичнiй ситуацiї не тiльки в Українi,
але i у свiтi, прогнозування стає все бiльш багатофакторним та складним. З огляду
на це виникає питання оцiнки майбутнiх потокiв, особливо, якщо мова йде про
довгострокову перспективу. В роботi змодельовано довгосрокову динамiку доходiв
та витрат страхової компанiї.

Актуальним питанням наразi є: пiд яку ставку коректно подисконтувати цi по-
токи, щоб отримати реалiстичну оцiнку сучасної вартостi? Дослiджуючи багато
пiдходiв до цього питання, найбiльш логiчним та правильним є обирати вiдсотко-
вi ставки вiдповiдно до значень кривої безкупонної доходностi у вiдповiднi часовi
промiжки. Для цього розглядається залежнiсть кривої безкупонної доходностi вiд
макропоказникiв – облiкової ставки, курсу валют, Українського iндексу ставок за
депозитами фiзичних осiб. Цi показники в свою чергу прогнозуються методами ма-
шинного навчання.
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The number, sum and product of the divisors of a
Gaussian integer

N. O. Arskyi
Gaussian integers are complex numbers of the form 𝑎 + 𝑏𝑖, where 𝑎, 𝑏 ∈ N. For a

non-zero Gaussian integer 𝛼, we define the functions

𝜏*(𝛼) =
∑︁
𝛿|𝛼

1, 𝜎*𝑚(𝛼) =
∑︁
𝛿|𝛼

𝛿𝑚, 𝜋*(𝛼) =
∏︁
𝛿|𝛼

𝛿

as the number, sum of the 𝑚-th (𝑚 ∈ N) powers and product of the divisors of 𝛼,
respectively.

For the aforementioned functions, a wide range of properties was obtained. It begins
with the explicit calculation formulae that use the prime factorization of a given Gaussian
integer. After those come the results upon the criteria of divisibility of the values of the
number and sum of divisors functions by certain numbers; estimations from above and
below for the values of these functions; the properties of these functions for a product
of two Gaussian integers; and the values of number, sum and product of those divisors
of a Gaussian integer that are divisible by a certain number.

Much attention was also paid to sums of products containing a fixed number of
divisors of a Gaussian integer; and sums of their reciprocals:

𝑠*𝑘,𝑚(𝛼) =
∑︁

1≤𝑎1<𝑎2<...<𝑎𝑘≤𝜏*(𝛼)

𝛿𝑚𝑎1
𝛿𝑚𝑎2

· . . . · 𝛿𝑚𝑎𝑘
;

𝑝*𝑘,𝑚(𝛼) =
∑︁

1≤𝑎1<𝑎2<...<𝑎𝑘≤𝜏*(𝛼)

1

𝛿𝑚𝑎1
𝛿𝑚𝑎2

· . . . · 𝛿𝑚𝑎𝑘

.

A variety of useful formulae involving these functions was derived: the calculation
formulae for such sums for two and three divisors; the recurrence and transition formulae
that connect the 𝑠*𝑘,𝑚 and 𝑝*𝑘,𝑚 functions. The properties also include the conditions
when these sums take either integer or rational values; or when they are equal to zero.
Examined were also the values of such sums for those divisors of a Gaussian integer that
are divisible by another Gaussian integer.

The theoretical data are supplemented with some self-created problems whose soluti-
ons demonstrate rather simple and compact calculation algorithms constructed based
on the formulated propositions; and also prove the practical significance of the obtained
results.
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Iмовiрнiсний аналiз алгоритмiв QuickSort та
BinarySearchTree

Е.Б. Бабакова В.В. Голомозий
Iмовiрнiсний аналiз алгоритмiв є важливою складовою процесу розробки та

оптимiзацiї ефективних програм. Вiн дозволяє виявити ризики, пов’язанi з робо-
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тою алгоритмiв в рiзних умовах та на рiзних наборах даних. Метою даної роботи
було проведення iмовiрнiсного аналiзу алгоритмiв QuickSearch та BinarySearchTree.
QuickSort - широко використовуваний в програмуваннi алгоритм сортування, швид-
кiсть та ефективнiсть якого залежить вiд вхiдних даних та їх структури. Його iмо-
вiрнiсний аналiз дозволяє оцiнити середню та вiдносну швидкiсть на рiзних типах
даних, що є важливим при проектуваннi та оптимiзацiї програмного забезпечення.
Binary Search Tree (BST) - це дерево, в якому кожен вузол має два дочiрнiх вузли,
менший та бiльший, вiдповiдно. BST широко використовується в програмуваннi
для швидкого пошуку та вставки даних у вiдсортованому порядку. У ходi аналiзу
QuickSort видно, що вибiр опорного елементу може значно вплинути на результат
його iмовiрнiсного аналiзу. Так, в якостi опорного елементу було обрано найбiльший
елемент i показано, що часова складнiсть в такому випадку дорiвнює 𝑂(𝑛2) - тоб-
то кiлькiсть операцiй, якi потрiбно виконати, зростає квадратично зi збiльшенням
розмiру вхiдних даних. Такий вибiр опорного елементу є найгiршим для QuickSort,
оскiльки алгоритм буде роздiляти масив на найменшi пiдмасиви, що приведе до най-
гiршої часової складностi алгоритму. З iншого боку показано, що вибiр випадкового
опорного елементу дозволяє зменшити кiлькiсть iтерацiй до O(nlogn) у середньому
випадку.
Аналогiчно проведено аналiз BinarySearchTree (BST), в якому видно, що швидкiсть
BST залежить вiд багатьох факторiв, зокрема:
- Кiлькiсть вузлiв у деревi: чим бiльше вузлiв, тим бiльше операцiй потрiбно вико-
нати для роботи з деревом.
- Рiвень збалансованостi дерева: якщо дерево збалансоване, то кожен вузол має два
нащадки i глибина дерева є логарифмiчною та операцiї виконуються за час O(log
n). В iншому випадку складнiсть деяких операцiй може становити O(n).
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Напiвгрупа Гiґґiнса
В. В. Бакай, О. Г. Ганюшкiн

Розглядається деяка обмежена фiгура Φ (необов’язково однозв’язна), яка на-
мальована на паперi в клiтинку. Всi лiнiї проходять вздовж лiнiй сiтки, а вершини
знаходяться у вузлах сiтки. Дана фiгура мiстить 𝑛 клiтинок, якi для зручностi
занумеруємо вiд 1 до 𝑛.

Розглядаються такi перетворення: 𝜙→ переводить клiтинку 𝑎 у таку найправiшу
клiтинку 𝑏, що 𝑎 та 𝑏 можна з’єднати горизонтальним вiдрiзком, який не виходить
за межi фiгури Φ.

Аналогiчно визначаються перетворення 𝜙←, 𝜙↑ та 𝜙↓.
Напiвгрупою Гiґґiнса 𝐻Φ називають породжену перетвореннями 𝜙→, 𝜙←, 𝜙↑ та

𝜙↓ напiвгрупу.
Дiєю є суперпозицiя перетворень 𝑓𝑔 (𝑥) = 𝑓 ∘ 𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑔 (𝑥)).
Встановлено, що ця напiвгрупа складається тiльки з iдемпотентiв, i є пiднапiв-

групою напiвгрупи перетворень 𝒯𝑛 множини {1, 2, . . . , 𝑛}.
Знайдено кiлькiсть елементiв та описано напiвгрупу у випадку, коли фiгура в

клiтинку є прямокутником, прямокутником з дiркою та Г-подiбною фiгурою.
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Описано в твердженнях властивостi деяких пiднапiвгруп цiєї напiвгрупи, якi в
загальному описанi в [1].
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Matroids, related to the groups and semigroups
Dmytro I. Bezushchak

Let 𝑆 be a semigroup. Let us consider a set ℐ of subsets 𝑀 ⊆ 𝑆, such that for a
subsemigroup ⟨𝑀⟩ ⊆ 𝑆, the set 𝑀 would be an irreducible system of base elements. We
explore the question: For which semigroups the pair (𝑆, ℐ) forms a matroid?

Proposition 1. For an abelian 𝑝-group 𝐺 a pair (𝐺, ℐ) forms a so called matrix matroid.

Proposition 2. If 𝑆 is a semigroup of left or right zeros, then a pair (𝑆, ℐ) forms a so
called descrete matroid.

Proposition 3. For a rectangular conjugation 𝑆 = 𝐼×𝐽 a pair (𝑆, ℐ) forms a matroid.

Proposition 4. Let 𝑝 be prime. For monogenic semigroup 𝑆 of type (𝑛, 𝑝), a pair (𝑆, ℐ)
forms a matroid if and only if 𝑛 < 4.

An arbitrary lattice 𝐿 can be considered a semigroup with the operation 𝑎 * 𝑏 =
𝑠𝑢𝑝(𝑎, 𝑏).

Proposition 5. For a lattice 𝐿 a pair (𝐿, ℐ) forms a matroid if and only if 𝐿 is either
a chain or created out of a chain by substituting several intervals [𝑎, 𝑏] by diamonds.

Proposition 6. For a cyclic group 𝐺 = 𝐶𝑛 a pair (𝐺, ℐ) forms a matroid if and only if
𝑛 is a power of some prime number.

Authors
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Kyiv, Kyiv, Ukraine; E-mail: bezushchak@gmail.com

8



Побудова математичної моделi 𝑃&𝐿 страхової
компанiї

Бондар Ангелiна Андрiївна, Зубченко Володимир Петрович
Вторгнення Росiйської Федерацiї на територiю України призвело до низки змiн

у всiх сферах нашої держави. Деякi бiзнеси зазнали банкрутства, деякi , навпа-
ки, збiльшили свiй дохiд в декiлька разiв. Мета цiєї роботи – це спроба створити
страхову компанiю, розрахувавши всi доходи та витрати на найближчi роки, вра-
ховуючи всi обставини теперiшнього часу, та подивитись, через який час компанiя
почне приносити прибуток .

За основу було обрано створення компанiї страхування життя, бо це питан-
ня зараз бiльш актуальне i кiлькiсть людей, якi хочуть застрахувати своє життя,
збiльшується. Страхування життя – це майже завжди довгострокове страхування
з середнiм строком дiї договору 15-20 рокiв. В цьому випадку модель була зробле-
на в Excel , де на 20 рокiв розписано роботу страхової компанiї та за допомогою
декомпозицiї розкладено на фактори, куди йдуть грошi, що саме приносить дохiд i
що приносить прибуток. Витратна частина складається з одноразових витрат, що-
мiсячних та щорiчних. Одноразовi витрати - це купiвля офiсу, ремонт примiщення,
меблi та iн. Щомiсячнi витрати – це зарплата працiвникам, комунальнi послуги,
обслуговування генератора у разi потреби та iн. Щорiчнi витрати – це пiдписки
на MS Office, премiї персоналу та iн. Доходна частина, згiдно закону України про
страхування, типово складається з 2 елементiв: те, що ми отримуємо вiд страхових
платежiв, i те, що стосується iнвестицiйної дiяльностi. Страховi платежi було роз-
раховано за допомогою базису am92 та комутацiйних формул. Грошi, вiдкладенi в
резерв, було вирiшено покласти на депозит пiд 15 %.

Таким чином, роботу зведено до кеш-флоу, коли протягом тривалого промiжку
часу можна дослiдити як себе ведуть грошовi потоки. Враховуючи спланованi ви-
трати, та приблизний дохiд, були виявленi точка беззбитковостi та точка окупностi
страхової компанiї.
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Проблема пошуку перiодичних розв’язкiв в задачi
трьох тiл

Васянович Нiкiта Сергiйович
Проблема пошуку перiодичних розв’язкiв в задачi трьох тiл - класичне завдан-

ня у фiзицi та астрономiї, пов’язане з передбаченням руху трьох небесних тiл при
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гравiтацiйнiй взаємодiї мiж ними. В загальному випадку ця задача не має аналiти-
чного розв’язку, i для розрахунку поведiнки системи в часi необхiдно застосовувати
чисельнi методи.

Математичне формулювання задачi трьох тiл є системою трьох диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку описують, як прискорення кожного об’єкта залежить
вiд становища та швидкостi всiх трьох об’єктiв [1]. Чисельнi методи розв’язання
задачi трьох тiл включають дискретизацiю задачi на малi тимчасовi кроки та ви-
користання чисельних методiв для визначення положень та швидкостей трьох тiл
на кожному тимчасовому кроцi. Для цього можуть бути використанi рiзнi чисель-
нi методи, зокрема: метод Рунге-Кутти, метод iнтегрування Верле, симплектичнi
iнтегратори та моделювання методом Монте-Карло. У деяких частних випадках,
таких як обмежена задача трьох тiл, перiодичнi розв’язки можуть бути знайденi
аналiтично. Обмежена задача трьох тiл вiдноситься до випадку, коли два небесних
тiла мають одинакову масу, а третє тiло набагато легше.

Гiпотеза Пуанкаре — вiдома вiдкрита проблема математики та фiзики, що сто-
сується iснування перiодичних рiшень у задачi трьох тiл. Гiпотеза стверджує, що
з будь-якої початкової конфiгурацiї трьох небесних тiл у взаємному гравiтацiйно-
му тяжiннi принаймнi одне перiодичне рiшення. Зокрема, комп’ютернi розв’язки
використовувалися для доказу iснування перiодичних рiшень у окремих випадках.

Проблема трьох тiл та гiпотеза Пуанкаре є складними та важливими вiдкрити-
ми проблемами в математицi та фiзицi. Для кращого розумiння проблеми потрiбнi
подальшi дослiдження, включаючи розробку нових аналiтичних та чисельних ме-
тодiв. Крiм того, вирiшення проблеми може мати далекосяжнi наслiдки для нашого
розумiння Всесвiту, i це захоплююча область дослiджень для математикiв та фiзи-
кiв.
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Математична модель динамiки страхової компанiї
М.О. Воротченко, В.П. Зубченко

Тема "Математична модель динамiки страхової компанiї"є дуже актуальною
в наш час, яка має практичне значення та може допомогти страховим компанiям
покращити свою ефективнiсть i фiнансову стабiльнiсть. Страховi компанiї грають
важливу роль в економiцi країни, представляючи захист вiд ризикiв та забезпечую-
чи фiнансову стабiльнiсть для людей та органiзацiй. Однак страховi компанiї також
стикаюсь з масою ризикiв, пов’язаних з невизначенiстю та змiнами потреб i пове-
дiнки клiєнтiв. Саме тому страховим компанiям важливо мати математичнi моделi,
якi допоможуть їм прогнозувати динамiку своєї дiяльностi i приймати вiдповiднi рi-
шення. Також, розробка математичних моделей для страхових компанiй має велике
практичне значення. Вони дозволяють страховим компанiям бiльш точно оцiнювати
ризики i визначати премiї, а також приймати рiшення щодо розподiлення капiталу
та iнвестуванню з урахуванням ризикiв.

В роботi розглядається математична модель страхової компанiї, що базується
на використаннi статистичних методiв i теорiї ймовiрностей, так як завдяки цим
методам можна описати ймовiрнiсть розподiлу збиткiв пов’язаних iз страховими
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полiсами i оцiнити ймовiрнiсть виникнення збиткiв та їх розмiр. Також, проаналi-
зованi ключовi фактори, що впливають на поведiнку клiєнтiв та ринку страхування
i як результат на динамiку її розвитку.

Представлено двi частини - практичну, що зроблена за допомогою програми
Exel та теоретичну, в якiй описанi всi розрахунки та проведений аналiз побудованої
математичної моделi.
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Визначення авторства за допомогою ланцюгiв
Маркова

О. К. Гавриш
Завдання визначення авторства тексту тривалий час залишається актуальним

у багатьох галузях дiяльностi суспiльства. Сьогоднi нерукописне спiлкування стає
все бiльш поширеним. Обсяг текстової iнформацiї, представленої в електронному
виглядi, стрiмко зростає, а отже зростає потреба розроблення ефективних мето-
дiв визначення авторства текстiв. Питання, пов’язанi з встановленням авторства,
є важливими в лiнгвiстичних, iсторичних та кримiналiстичних дослiдженнях. Ана-
лiз стилю письма застосовується для боротьби з плагiатом та встановлення автора
анонiмних текстiв, а також в судових справах для вирiшення шахрайства з iденти-
фiкацiйною iнформацiєю.

У роботi розглянуто три рiзнi методи визначення авторства на основi ланцюгiв
Маркова: метод максимальної правдоподiбностi, мiри Кульбака-Лейблера та ме-
тод n-грам. Було проналiзовано їх роботу вiдносно рiзних одиниць тексту. Точнiсть
методiв аналiзувалася для рiзної кiлькостi авторiв, довжини тестувальних та на-
вчальних текстiв. В результатi виконаної роботи було створено програмну реалi-
зацiю алгоритмiв для iдентифiкацiї автора тексту в електроннiй формi. Програма
була реалiзована мовою програмування Python iз використанням оптимiзованих бi-
блiотек.

У результатi дослiджень було виявлено, що найуспiшнiшим методом iдентифiка-
цiї авторства є n-грами з точнiсть 93%. За ним йде метод максимальної правдоподi-
бностi з майже однаковим часом роботи алгоритму з точнiсть 89%, застосований до
усiх слiв. Навiть з покращенням алгоритму мiри Кульбака-Лейблера за допомогою
рiзних значень параметру при нульовiй ймовiрностi у матрицi переходiв авторiв та
збалансуваннi навчальних текстiв, вiн виявився найгiршим iз розглянутих методiв;
його найвища точнiсть 78%. Також були виявленi залежностi точностi класифiкацiї
вiд довжин текстiв та числа авторiв, що розпiзнаються.
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Аналiз цiн криптовалют методами регресiйного
аналiзу

В.В. Голомозий, Д. Ю. Козiй

У сучасному свiтi криптовалюти набувають все бiльшої популярностi, i їх ви-
користання стає все бiльш розповсюдженим в рiзних галузях. Однак, зважаючи
на динамiчнiсть цього ринку, важливо мати можливiсть передбачати його рухи та
прогнозувати майбутнi тренди. Серед поставлених задач є дослiдження ринку кри-
птовалют з використанням методiв регресiйного аналiзу, алгоритмами класифiкацiї,
навчання з учителем та часових рядiв. Порiвняння їх ефективностi та iнформацiї,
яку можуть надати.

Регресiйний аналiз з використанням моделей є потужним iнструментом для
вивчення залежностей мiж рiзними змiнними на ринку криптовалют. Зокрема,
можна визначити зв’язки мiж цiною на криптовалюти мiж собою, рiзними еконо-
мiчними показниками, як обсяг торгiвлi, iсторична статистика цiн.
Використанi моделi: LinearRegression, Ridge, RandomForestRegressor
Алгоритми класифiкацiї також були використанi для дослiдження направлення
тенденцiй руху цiн.
Використанi моделi: LogisticRegression, DecisionTreeClassifier, GradientBoosti-
ngClassifier
Дослiдження ринку криптовалют за допомогою методiв часових рядiв дозволяє
вивчати динамiку змiни цiн на криптовалюти в часi. Цi методи можуть бути вико-
ристанi для вивчення трендiв на ринку криптовалют, а також для прогнозування
майбутнiх змiн цiн на основi iсторичних даних.
Використанi моделi: ARMA, ARIMA, SARIMAX, DecisionTreeRegressor, Gradi-
entBoostingRegressor.

Було проаналiзовано щоденних даних 9 найбiльших криптовалют з 2013 року.
Визначенi кореляцiї мiж собою та ринковими параметрами. Знайденi моделi пове-
дiнки, як волатильнiсть, сезоннiсть. Дослiджена можливiсть визначення майбутнiх
цiнових коливань.
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Bounds for the tail distributions of suprema of
𝜙-sub-Gaussian stochastic processes

Hopkalo O., Sakhno L., Vasylyk O.
Estimates for distributions of suprema of 𝜙-sub-Gaussian stochastic processes

𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , were derived in various forms by entropy methods in the monograph
by Buldygin and Kozachenko (2000). Following this approach, we present bounds for
𝑃{sup𝑡∈𝑇 |𝑋(𝑡)| ≥ 𝑢} under different conditions imposed on the process increments.

Recall that the random variable 𝜁 is 𝜙-sub-Gaussian, or belongs to the space
Sub𝜙(Ω), if E𝜁 = 0, E exp{𝜆𝜁} exists for all 𝜆 ∈ 𝑅 and there exists a constant 𝑎 > 0 such
that E exp{𝜆𝜁} ≤ exp{𝜙(𝜆𝑎)} for all 𝜆 ∈ 𝑅, where 𝜙 is a particular Orlicz N-function.
The random process 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , is called 𝜙-sub-Gaussian if the random variables
{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} are 𝜙-sub-Gaussian. Sub𝜙(Ω) is a Banach space with respect to the norm
𝜏𝜙(𝜁) = inf{𝑎 > 0 : E exp{𝜆𝜁} ≤ exp{𝜙(𝑎𝜆)}.

Let 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , be a 𝜙-sub-Gaussian process, suppose that the metric space (𝑇, 𝑑)
is separable, the process 𝑋 is separable on (𝑇, 𝑑) and 𝜀0 := sup

𝑡∈𝑇
𝜏𝜙(𝑋(𝑡)) <∞. Suppose

further that there exists a monotonically increasing continuous function 𝜎(ℎ), ℎ > 0,
such that 𝜎(ℎ) → 0 as ℎ→ 0, and sup

𝑑(𝑡,𝑠)≤ℎ,𝑡,𝑠∈𝑇
𝜏𝜙(𝑋(𝑡)−𝑋(𝑠)) ≤ 𝜎(ℎ).

Let 𝑟(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ≥ 1, be a monotonically increasing function such that 𝑟(𝑒𝑥), 𝑥 ≥ 0,

is convex, suppose for 0 < 𝜀 ≤ 𝛾0 it holds: 𝐼𝑟(𝜀) :=
𝜀∫︀
0

𝑟(𝑁𝑑(𝜎
(−1)(𝑣)) 𝑑𝑣 < ∞, where

𝑁𝑑(𝑣), 𝑣 > 0, is the massiveness of the metric space (𝑇, 𝑑), 𝛾0 = 𝜎(sup𝑡,𝑠∈𝑇 𝑑(𝑠, 𝑡)).
We state the bounds for 𝑃{sup𝑡∈𝑇 |𝑋(𝑡)| ≥ 𝑢} considering the parameter set 𝑇 of
the form 𝑇 = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2] with various metrics, in particular, we consider 𝑑(𝑡, 𝑠) =
max𝑖=1,2 |𝑡𝑖−𝑠𝑖| and the anisotropic metrics 𝑑(𝑡, 𝑠) =

∑︀
𝑖=1,2 |𝑡𝑖−𝑠𝑖|

𝐻𝑖 , 𝐻𝑖 ∈ (0, 1], 𝑖 =
1, 2, and under different bounds for the function 𝜌𝑋(𝑡, 𝑠) = 𝜏𝜙(𝑋(𝑡)−𝑋(𝑠)) in terms of
𝑑(𝑡, 𝑠). Our study is motivated by applications for processes related to stochastic partial
differential equations and partial differential equations with random initial conditions.
Corresponding examples are presented.
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Про обмеженi розв’язки диференцiального рiвняння
другого порядку з кусково-сталими операторними

коефiцiєнтами
М. Ф. Городнiй, О. А. Печериця

Нехай 𝑋 – комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖ i нульовим елементом 0̄;
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ℒ(𝑋) – банахiв простiр обмежених лiнiйних операторiв, що дiють iз 𝑋 в 𝑋; 𝐶𝑏(R, 𝑋)
– банахiв простiр усiх неперервних та обмежених на R функцiй 𝑓 : R → 𝑋 з нормою
‖𝑓‖𝐶 := sup

𝑡∈R
‖𝑓 (𝑡)‖.

Розглянемо диференцiальне рiвняння{︂
𝑥′′(𝑡) = 𝐴1𝑥′(𝑡) +𝐴2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = 𝐵1𝑥′(𝑡) +𝐵2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(1)

у якому 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), а 𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 2, – фiксованi оператори з ℒ(𝑋).
Нами отримано необхiднi i достатнi умови на операторнi коефiцiєнти, за яких

диференцiальне рiвняння (1) має єдиний обмежений на всiй числовiй осi розв’язок.
Умова обмеженостi для аналогiчного до (1) диференцiального рiвняння пер-

шого порядку дослiджувалася в [1]. Про iснування i властивостi обмежених на R
розв’язкiв диференцiального рiвняння другого порядку зi сталими операторними
коефiцiєнтами див. [2].
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Оптимальний портфель у моделi капiтального
цiноутворення з випадковою безризиковою ставкою

Д. I. Гусан

У сучаснiй теорiї портфелiв визначають наступнi характеристики для активiв
на фондовому ринку: математичне очiкування доходу та дисперсiя цього доходу,
що є ризиком. Модель капiтального цiноутворення розглядає можливiсть комбiнацiї
ризикових активiв та безризикового для зменшення ризику портфеля. Розглянемо
наступну задачу: ⎧⎨⎩

𝜎2
𝑝 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝛼

2
𝑖 𝜎

2
𝑖 +

∑︀
𝑖<𝑗 2𝛼𝑖𝛼𝑗𝜎𝑖,𝑗 −→ 𝑚𝑖𝑛,

𝐸𝑝 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝛼𝑖𝐸𝑖,∑︀𝑁
𝑖=1 𝛼𝑖 = 1.

(1)
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Тут 𝜎𝑖, 𝐸𝑖, 𝛼𝑖 − ризик, очiкування доходу та частка 𝑖-го актива в портфелi 𝑝
вiдповiдно, а 𝜎𝑖,𝑗 − коварiацiя доходiв 𝑖-го та 𝑗-го активiв. Була поставлена задача
знайти таку комбiнацiю ризикових та безризикового активiв, щоб при заданому
очiкуваннi доходу ми отримували портфель з найменшим ризиком.

Локальний екстремум отримано методом множникiв Лагранжа у матричнiй
формi. У роботi було зведено задачу до опуклої оптимiзацiї та доведено, що вiдпо-
вiднi 𝛼𝑖 задають глобальний мiнiмум ризику портфеля. Також було проаналiзовано
випадок, коли безризикова ставка є випадковою величиною.
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Backward convex-preserving and monotonic maps
between graphs

Y.-L. Dekhtiar, S. Kozerenko
The goal of our research is to explore the properties between different types of maps

between graphs, namely, monotonic maps and their subclasses. More specifically, we
consider a map 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) between two graphs 𝐺 and 𝐻, and we ask ourselves
for which fixed 𝐺 are two given classes of maps are equal.

Monotonic maps are the maps for which the preimage of every vertex in 𝐻 is
connected. Backward convex-preserving and backward connectivity-preserving are such
maps that preserve respective properties when taking the preimage (convexity and
connectivity correspondingly). A map 𝑓 is linear [1] provided 𝑓([𝑢, 𝑣]𝐺) ⊂ [𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)]𝐻
for all 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) (here [𝑥, 𝑦]𝐺 denotes the metric interval). Note that the classes of
linear and backward convex-preserving maps between median graphs coincide [2].

Consider a map 𝑔 : 𝐼𝑚 𝑓 → 𝐺⧸𝑅𝑓
with 𝑔(𝑓(𝑥)) = [𝑥]𝑅𝑓

, where 𝑅𝑓 is the relation

on 𝐺 induced by 𝑓 : 𝑥 ∼ 𝑦 =⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) and 𝐺⧸𝑅𝑓
is the factor graph over

this relation. Then the following remarkable property holds: 𝑓 is backward connectivity-
preserving ⇐⇒ 𝑓 is monotonic and 𝑔 is a graph homomorphism between 𝐺⧸𝑅𝑓

and
𝐻[𝐼𝑚 𝑓 ].

Proposition 7. Let 𝐺, 𝐻 be connected graphs and 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) be a map
between them. Then 𝑓 – linear =⇒ 𝑓 – backward convex-preserving =⇒ 𝑓 – backward
connectivity-preserving =⇒ 𝑓 – monotonic.

Theorem 1. Let 𝐺 be a connected graph. Then 𝐺 is a block graph ⇐⇒ ∀𝐻, 𝑓 :
𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) is backward connectivity-preserving implies 𝑓 is backward convex-
preserving.
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Local-linear regression method for observations from a
mixture

D. Horbunov
We consider data described by the model of mixture with varying concentrations.

Each observed subject belongs to one of𝑀 sub-populations (components of the mixture).
The distribution of the bivariate observed feature 𝜉𝑗 = (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) of the 𝑗th subject
depends on the component it belongs to. The dependency of predictor 𝑌𝑗 from regressor
𝑋𝑗 is defined by the nonparametric regression model:

𝑌𝑗 = 𝑔(𝜅𝑗)(𝑋𝑗) + 𝜀𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,

where 𝜅𝑗 is the number of component which the 𝑗th subject belongs to, 𝑔(𝑚) is the
unknown regression function to the 𝑚-th component, 𝜀𝑗 is a zero mean regression error.
The true 𝜅𝑗 are unknown, but the mixing probabilities P{𝜅𝑗 = 𝑚}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
𝑚 = 1, . . .𝑀 are known.

To estimate 𝑔(𝑚)(𝑥0) we modify the linearization priciple from [1] by weighting the
least-squares functional as follows:

J𝑥0,𝑚(𝛽0, 𝛽1) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑚𝑗:𝑛𝐾

(︂
𝑋𝑗 − 𝑥0

ℎ

)︂
(𝑌𝑗 − (𝛽0 + 𝛽1(𝑋𝑗 − 𝑥0)))

2 (1)

where {𝑎𝑚𝑗:𝑛}𝑛𝑗=1 are minimax coefficients calculated by mixing probabilities, see [2],𝐾(𝑥)

is a kernel function and ℎ > 0 is a bandwidth parameter. As a local-linear regression
estimator 𝑔(𝑚)(𝑥0) for 𝑔(𝑚)(𝑥0) we take 𝛽0 which is the solution to 𝜕

𝜕𝛽
J𝑥0,𝑚(𝛽0, 𝛽1) = 0,

where 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1).
Simulations show that this estimator overcomes boundary effect inherent in the

generalized Nadaraya-Watson estimator from [3]. The bandwidth parameter is chosen
using the cross-validation technique.
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Математичне моделювання показникiв системи
раннього реагування щодо можливих проявiв

ризикiв у компанiй сегменту non-life страхування
Б.В. Заверуха, В.П. Зубченко

Система раннього реагування (Early Warning System, далi – EWS) – це суку-
пнiсть процедур та iнструментiв направлена на аналiз ключових показникiв дiяль-
ностi страховика з метою виявлення ризикiв за допомогою iндикаторiв раннього
попередження. Дана робота спрямована на використання показникiв, методологi-
чних пiдходiв до їх аналiзу та розрахунку зваженої оцiнки ризиковостi страховика
для здiйснення ризико-орiєнтованого нагляду та сприяння досягнення стратегiчних
цiлей Нацiонального банку України.

Методика передбачає формування та розрахунок iндикаторiв раннього попере-
дження, вiдхилення вiд ринкового рiвня яких може свiдчити про схильнiсть стра-
ховика до ризикiв, передбачених директивою Solvency II.

Первинним етапом вiдбувається процедура формування перелiку страховикiв,
показники яких беруть участь у математичному моделюваннi EWS. Критерiї вiд-
бору необхiднi для забезпечення однорiдностi вибiрки, уникнення статистичного
"шуму"та деформацiї дiапазонiв прийнятних значень показникiв.

Наступним етапом є розрахунок дiапазонiв прийнятних значень вiдхилення вiд
середнього кожного з показникiв. У рамках дослiдження використано 4 методи:

1. використання середньоквадратичного вiдхилення вiд середнього;
2. формування довiрчого iнтервалу оцiнки середнього;
3. формування емпiричного довiрчого iнтервалу методом Bootstrap;
4. застосування бенчмаркiв, вiдповiдно до законодавства.

Пiсля проведення оцiнки кожного параметру, дослiджено якiсть iндикаторiв ран-
нього попередження шляхом аналiзу кореляцiй мiж ризиками, що були виявленi у
страховикiв упродовж 2021 року та отриманих оцiнок ризиковостi кожного з пока-
зникiв. Встановлено ваговi коефiцiєнти та проведено розрахунок зваженої оцiнки
ризиковостi для кожного страховика окремо.

Проведено додатковий аналiз впливу воєнного стану на стiйкiсть моделi, дина-
мiку змiни показникiв EWS та їх дiапазонiв прийнятних значень.
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Вивчення загальних властивостей та застосування
ентропiйної мiри ризику

П.О. Зеленько

Роботу присвячено новiй когерентнiй мiрi ризику, що називається ентропiй-
ною мiрою ризику або ентропiйною вартiстю на межi ризику(Entropic value-at-risk,
EVaR). Ця мiра є верхнєю границею як для ризикованої вартостi (Value-at-Risk,
VaR) так i для умовної ризикованої вартостi (Conditional Value-at-Risk, CVaR), що
неважко довести за допомогою нерiвностi Чернова. Для дiйснозначної випадкової
величини 𝑌 ∈ 𝐿0(Ω,ℱ , 𝑃 ) зi скiнченною твiрною функцiєю моментiв 𝑚𝑌 (𝑡) < ∞ i
для фiксованого 𝑡0 > 0 ентропiйна мiра ризику EVaR з довiрчим рiвнем 𝛼 ∈ [0, 1]
(або рiвнем ризику 1− 𝛼) визначається наступним чином:

𝐸𝑉 𝑎𝑅𝛼(𝑌 ) := inf
𝑡>0

𝑡−1 ln
1

1− 𝛼
𝑚𝑌 (𝑡), 𝛼 ∈ [0, 1), (1)

𝐸𝑉 𝑎𝑅1(𝑌 ) := 𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝𝑌. (2)

В нашiй роботi вивчено основнi властивостi цiєї мiри, а також дослiджено пове-
дiнку цiєї мiри при її застосуваннi до випадкових процесiв, наприклад, до процесу
Орнштейна-Уленбека, що задається рiвнянням

𝑑𝑌 (𝑡) = 𝜃(𝜇− 𝑌 (𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑊 (𝑡)

ю Для цього процесу

𝐸𝑉 𝑎𝑅𝛼(𝑌 (𝑡)) = 𝑌 (0)𝑒−𝜃𝑡 + 𝜇(1− 𝑒−𝜃𝑡) +
𝜎2

2𝜃
(1− 𝑒−2𝜃𝑡)

√︂
2 ln

1

1− 𝛼
. (3)

Крiм того, вивчено поведiнку цiєї мiри у застосуваннi до деяких розподiлiв, зокрема,
розподiлу Лапласа 𝑋 ∼ 𝐿(𝜇, 𝑏). В цьому випадку

𝐸𝑉 𝑎𝑅𝛼(𝑋) = 𝜇− 𝑏𝑊−1(2𝑒
−2(1− 𝛼))

√︂
1 +

2

𝑊−1(2𝑒−2(1− 𝛼))
, (4)

де 𝛽 = ln 1
1−𝛼

−𝑚((0, 𝑡]), 𝑊 – функцiя Ламберта.
Отриманi результати дають можливiсть ефективно використовувати дану мiру для
широкого класу моделей цiноутворення.
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Система сингулярно збурених диференцiальних
рiвнянь з диференцiальною точкою звороту

Iрина Олександрiвна Зеленська
Cистеми диференцiальних рiвнянь з точками звороту є ефективними матема-

тичними моделями для багатьох задач прикладної математики, фiзики, механiки
тощо. Розглянемо систему сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь:

𝜀𝑌 ′(𝑥, 𝜀)−𝐴(𝑥, 𝜀)𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝐻(𝑥) (1)

при 𝜀 → 0, 𝑥 ∈ [−𝑙, 0], 𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑦1(𝑥, 𝜀), 𝑦2(𝑥, 𝜀), 𝑦3(𝑥, 𝜀), 𝑦4(𝑥, 𝜀)) - шукана
вектор-функцiя, 𝐻(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(0, 0, 0, ℎ(𝑥)) – задана вектор-функцiя,

𝐴(𝑥, 𝜀) = 𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1 =

⎛⎜⎝ 0 𝜀 0 0
0 0 𝜀 0
0 0 0 1

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0

⎞⎟⎠
вiдома матриця, елементи якої 𝑎(𝑥) = 𝑥𝑎̃(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥) – нескiнченно диференцiйовнi
функцiї на вiдрiзку [0; l].

Систему рiвнянь будемо дослiджувати за умови, що 𝑎̃(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) < 0, 𝑐(𝑥) > 0.
Простiр функцiй [1], в якому можна буде побудувати рiвномiрний асим-

птотичний розв’язок розширеної задачi (1) запишемо у виглядi: 𝑅1𝑟 =
𝛼1𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽1𝑟(𝑥)𝑈 ′𝑘(𝑡)), 𝑅2𝑟 = 𝛼2𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽2𝑟(𝑥)𝑈 ′𝑘(𝑡)), 𝑅3𝑟 =
𝑓𝑟(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔𝑟(𝑥)𝜓′(𝑡)), 𝑅4𝑟 = 𝜔𝑟(𝑥), 𝑅4𝑟 = 𝜔𝑟(𝑥), де 𝛼𝑘𝑟(𝑥),𝛽𝑘𝑟(𝑥), 𝑓𝑟(𝑥),
𝑔𝑟(𝑥),𝜔𝑟𝑥 ∈ 𝐶∞[0, 𝑙], 𝑘 = 1, 2. Тодi ряд

̃︀𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) = ∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟

[︃
2∑︁

𝑘=1

[︃
𝛼𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝜀

− 2
3 · 𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3 𝛽𝑘𝑟(𝑥)

𝑑𝑈𝑘(𝜀
2
3 · 𝜙(𝑥))

𝑑(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

]︃]︃
+

+

∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟

[︃
𝑓𝑟(𝑥)𝜓(𝜀

2
3 · 𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3 𝑔𝑟(𝑥)

𝑑𝜓(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

𝑑(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

]︃
+

∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔𝑟(𝑥)
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є формальним розв’язком системи (1).
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Непараметрична регресiя за спостереженнями з
сумiшi. Модифiкована оцiнка Нарадая-Ватсона

В. В. Змiй
В роботi розглядається одна з найпопулярнiших оцiнок непараметричної стати-

стики, а саме оцiнка Нарадая-Ватсона. Розглядається вибiрка, яка мiстить 𝑛 еле-
ментiв, причому об’єкти вибранi з сумiшi зi змiнними концентрацiями. Для кожно-
го спостереження спостерiгається вектор змiнних, який мiстить незалежну змiнну
(регресор) та залежнi змiнну (вiдгук) (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗)

𝑛
𝑗=1.Залежнiсть мiж вiдгуком та ре-

гресором буде описуватися непараметричною регресiйною моделлю, в якiй функцiї
регресiї рiзнi для рiзних компонент: 𝑌𝑗 = 𝑔(𝐾(𝑂𝑗)) (𝑋𝑗) + 𝜀𝑗 . Де 𝑔(𝑚)− невипад-
кова функцiя регресiї m-того компонента сумiшi; 𝜀𝑗− випадкова похибка регресiї;
𝐾 (𝑂𝑗)− номер компонента сумiшi до якої належить 𝑗-тий об’єкт. Модифiкована
оцiнка Нарадая-Ватсона функцiї регресiї 𝑘-тої компоненти визначається як у [1]:

𝑔
(𝑘)
𝑛 (𝑥0) =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎

𝑘
𝑗;𝑛𝑌𝑗𝐾

(︁
𝑥0−𝑋𝑗

ℎ

)︁
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎
𝑘
𝑗;𝑛𝐾

(︁
𝑥0−𝑋𝑗

ℎ

)︁ (1)

𝑎𝑘𝑗;𝑛−невипадковi ваговi коефiцiєнти, якi визначаються за концентрацiями компо-
нентiв у сумiшi, 𝐾− ядро оцiнки. Дана оцiнка має два параметри налаштування,
а саме параметр згладжування ℎ i ядро оцiнки 𝐾 . Параметри обираються таким
чином, щоб точнiсть оцiнки була як найкращою. З роботи [1] оптимальним для 𝐾
є ядро Єпанєчнiкова:

𝐾 (𝑥) =
3

4

(︀
1− 𝑥2

)︀
1 {|𝑥| ≤ 1} (2)

У доповiдi можливостi оцiнки дослiджуються на модельованих та реальних да-
них.
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Системи обертання сферичних графiв
Iван Олегович Роман

В топологiї, теорiї функцiй та динамiчних систем на поверхнях є багато об’єктiв,
структура яких може бути описана за допомогою клiтково вкладених графiв: фун-
кцiї Морса, потоки Морса-Смейла, розклади на ручки, хордовi дiаграми, дiаграми
склеювання багатокутникiв. Зауважимо, що вкладення довiльного зв’язного графа
у сферу є клiтковим. В топологiчнiй теорiї графiв [2] для задання вкладень ча-
сто застосовують системи обертання. Проте вони залежать вiд нумерацiї вершин та
ребер. В роботi [1] запропоновано ввести вiдношення порядку на послiдовностях,
що будуються за таким принципом. Ми використовуємо цей пiдхiд для побудову
канонiчної (мiнiмальної) системи обертання.

Для цього ми пропонуємо алгоритм, за допомогою якого ми знаходимо всi ка-
нонiчнi системи обертання для сферичних графiв з не бiльш нiж 4 ребрами. Напри-
клад, для графiв з не бiльш нiж двома ребрами канонiчнi системи обертання мають
вигляд:

𝑅1 = {11},
𝑅2 = {1, 1},
𝑅3 = {12, 12},
𝑅4 = {1122},
𝑅5 = {1, 12, 2},
𝑅6 = {1, 122}.
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𝜔 - limit sets for the impulse-perturbed parabolic
equation in the space of continuous functions

Oleksiy Kapustyan, Juliia Fedorenko
Сonsider an important class of disturbed infinite-dimensional systems provided by

evolutionary equations with impulsive effects. An impulsive dynamical system acting in
the phase space 𝐻 is a hybrid system described by an evolutionary equation together
with impulsive disturbances which, in turn, are characterized by a closed set 𝑀 ⊂ 𝐻
(impulsive set) and a mapping 𝐼 : 𝑀 ↦→ 𝐻 impulsive mapping. A solution of such a
system, by definition, is a left-continuous function 𝑦 satisfying evolutionary equation for
all times 𝑡 for which 𝑦(𝑡) ̸∈𝑀 and jumping to a new state 𝐼(𝑦(𝑡)) at all times 𝑡 for which
𝑦(𝑡) reaches 𝑀 . The main problem in the study of qualitative behavior of impulsive
dynamical systems by classical methods is that solutions usually do not depend conti-
nuously on initial data. A number of examples illustrate already in the finite-dimensional
case that new complex scenarios of possible limit behaviors of impulsive trajectories can
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occur, which are fundamentally impossible in the non-impulsive case. Results concerning
attracting sets for infinite-dimensional impulsive systems have appeared only a few years
ago. But all those results concern the limit behavior of impulsive semiflows in Hilbert
space and the presence of

scalar product played crucial role in those construction. In this paper we want to
investigate 𝜔-limit attracting sets for impulsive-disturbed systems parabolic system in
the sup-norm of Banach space of continuous functions. The results of our investigations
one can find in [1].
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Application of the averaging method to the optimal
control problem for nonlinear differential inclusion with

fast-oscillating coefficients on the semi-axes
Nina Kasimova, Tetiana Zhuk, Iryna Tsyganivska

The intensive development of science and technology regularly stimulates the search
for effective methods of control for various natural, economic, social, and technical
processes. Mathematical models of such situations are problems of optimal control of
various classes of evolutionary systems. Considerable attention is paid to mathemati-
cal models of processes in forms of differential equations and inclusions with a small
parameter. To solve them widely used asymptotic methods, in particular, the averaging
method. The main idea of this approach is that a non-autonomous differential inclusion is
matched by an autonomous differential equation. This makes it possible to apply effecti-
ve numerical methods for solving the averaged control problem. We consider the opti-
mal control problem of a non-linear system of differential inclusions with fast-oscillating
parameters on semi-axes. Under the natural assumptions for parameters of problem we
prove the existence of solutions for the initial perturbed optimal control problem and
the corresponding problem with averaged coefficients. Then, we prove the convergence
of optimal controls of initial control problem to optimal process of averaged problem,
and convergence of correspondent cost functionals. The results of our investigations one
can find in [1].
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Динамiчна бiфуркацiя коливань осцилятора Ван
дер Поля з повiльно змiнним параметром

Катальников М. М.
Розглядаємо систему диференцiальних рiвнянь{︂

𝑥̈+
(︀
𝑥2 − 𝜇 · 𝑧

)︀
𝑥̇+ 𝑥 = 0,

𝑧̇ = 𝜀(1− 𝑧2)/2,
(1)

у якiй 𝜇 > 0 та 𝜀 ≥ 0 – малi параметри. При 𝜀 = 0 та 𝑧 ≡ 1 перше рiвняння си-
стеми в результатi масштабування змiнної 𝑥 → √

𝜇𝑥 перетворюється на класичне
рiвняння Ван дер Поля. Як добре вiдомо, вiдповiдна двовимiрна система на фазовiй
площинi (𝑥, 𝑥̇) має єдиний орбiтально асимптотично стiйкий цикл, який при 𝑡→ ∞
є атрактором усiх рухiв, крiм точки спокою. Нас цiкавить питання: що вiдбувається
в системi внаслiдок повiльної змiни параметра 𝑧, якщо 0 < 𝜀≪ 1? Комп’ютерна си-
муляцiя дає пiдстави вважати, що в системi має вiдбуватися динамiчна бiфуркацiя.
Явище динамiчної бiфуркацiї у так званих швидко-повiльних системах упродовж
кiлькох останнiх десятилiть активно дослiджується (див. посилання у [1]).

У нашому випадку внаслiдок того, що параметр 𝑧 в процесi повiльної еволюцiї за
логiстичним законом переходить вiд вiд’ємних значень до додатних, стан рiвноваги
першого рiвняння системи втрачає стiйкiсть. Певний час амплiтуда коливань змiн-
ної 𝑥 залишається малою. Однак, коли значення параметра 𝑧 стає досить близьким
до 1, iнтенсивнiсть коливань рiзко збiльшується i на фазовiй площинi (𝑥, 𝑥̇) спо-
стерiгаються коливання, подiбнi до тих тих, що вiдповiдають граничному циклу
рiвняння Ван дер Поля 𝑥̈ +

(︀
𝑥2 − 𝜇

)︀
𝑥̇ + 𝑥 = 0. Наш основний результат полягає в

теоретичному обґрунтуваннi описаного вище явища. Зокрема доведено, що кожен
розв’язок рiвняння Ван дер Поля з початковими значеннями |𝑥(0)| + |𝑥̇(0)| ≪ 1

та з повiльно змiнним параметром 𝑧 = tanh 𝜀𝑡−𝜃
2

, 𝜃 ≫ 1, при 𝑡 → ∞ прямує до
перiодичного розв’язку рiвняння з граничним значенням 𝑧 = 1.
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Моделювання руху манiпулятора в рамках
лагранжевого пiдходу

Коваленко Тимiш Геннадiйович
Манiпулятор - це засiб або пристрiй, який дозволяє людинi здiйснювати рухи

та операцiї з об’єктами на вiдстанi, без необхiдностi прямого контакту з ними. Ма-
нiпулятор можна описати в лагранжевих координатах, використовуючи рiвняння
Лагранжа. Лагранжеве формулювання механiки дозволяє описувати рух манiпуля-
тора як системи частинок, де кожен зв’язок та кожна ступiнь вiльностi має свою
власну координату.

У загальному випадку, манiпулятор складається з 𝑁 частинок, кожна з яких
має власнi локальнi координати. Лагранжiан 𝐿 визначається:

𝐿 = 𝑇 − 𝑉
де 𝑇 - кiнетична енергiя системи, 𝑉 - потенцiальна енергiя системи.

Кiнетична енергiя системи обчислюється як:

𝑇 =
3∑︀

𝑛=1

1

2
𝑚𝑛

(︃(︂
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡

)︂2

+

(︂
𝑑𝑦𝑛

𝑑𝑡

)︂2
)︃

де 𝑚𝑛 - маса 𝑛-ої частинки , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) - координати частинки.

Потенцiальна енергiя залежить вiд конфiгурацiї системи та може бути визначена
для кожної частинки окремо, якщо вiдомо положення всiх iнших частинок. В на-
шому випадку потенцiальна енергiя буде мати вигляд:

𝑉 = 𝑔
3∑︀

𝑛=1

𝑚𝑛𝑦𝑛 +
1

2
𝑘(2𝑙1 cos 𝜃1)

За допомогою рiвнянь Лагранжа можна отримати рiвняння руху манiпулятора,
що описують динамiку кожної частинки та рух системи в цiлому.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑑𝐿

𝑑𝜃1
−

𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝐿

𝑑𝜃1
= 0

𝑑𝐿

𝑑𝜃2
−

𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝐿

𝑑𝜃2
= 0

Звiдси можна вивести рiвняння, якi дозволяють керувати манiпулятором, вста-
новлюючи значення його координат та швидкостей.
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Розтяг пластини з поверхневою напiвелiптичною
трiщиною

Козаченко Олексiй Володимирович
Задачi механiки руйнування, незважаючи на свою бiльш нiж столiтню iсторiю,

на сьогоднi залишаються важливими та актуальними. Велику роль при їх практи-
чному розв’язаннi вiдiграють довiдники, зокрема робота [1]. Проте данi в цьому
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довiднику були зiбранi бiльше нiж три десятилiття назад, коли розвиток засобiв
обчислень значно поступався сучасному. Тому резонно виникає питання про їх то-
чнiсть. В данiй роботi розглянуто одну iз важливих задач механiки руйнування, а
саме розтяг пластини з напiвелiптичною трiщиною. Було розраховано коефiцiєнт
iнтенсивностi напружень (КIН) вздовж фронту трiщини та спiвставлено отриманi
данi з тими, що наведенi в довiднику [1].

У якостi методу дослiдження був обраний метод скiнченних елементiв, реалiзо-
ваний у пакетi з вiльним режимом доступу CalculiX [2]. Необхiдно зазначити, що в
CalculiX вiдсутнi вбудованi засоби визначення характеристик механiки руйнування,
зокрема КIН. Тому для досягнення поставленої мети самостiйно був реалiзований
метод визначення КIН шляхом апроксимацiї змiщень берегiв трiщини.

За допомогою запропонованого пiдходу було дослiджено напружений стан пла-
стини з трiщинами з рiзним спiввiдношенням довжини та глибини. Встановлено, що
вiдхилення мiж отриманими результатами та даними з довiдника [2] знаходяться
в межах 10%. На основi асимптотичного аналiзу було з’ясовано, що бiльш точни-
ми слiд вважати результати, отриманi в даному дослiдженнi. Зазначений висновок
пояснюється тим, що в оригiнальнiй роботi [3], з якої данi увiйшли до довiдника,
для дослiдження використовувалось всього до 2300 вузлiв для побудови скiнченно-
елементних моделей. В данiй роботi використовувалися скiнченно-елементнi моделi,
якi утримують на порядки бiльше вузлiв.
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Щодо захищеностi ЕК при FR-атацi
О. Я. Козачок

Елiптична криптографiя — один з найбiльш перспективних напрямкiв сучасної
криптографiї. Захищенiсть методiв на її основi базується на складностi задачi дис-
кретного логарифмування на елiптичних кривих. Елiптична крива 𝐸 над полем
K — це множина точок проєктивної площини P2

(︀
K
)︀
, якi задовiльняють деякому

рiвнянню Вейєрштрасса

𝑦2𝑧 + 𝑎1𝑥𝑦𝑧 + 𝑎3𝑦𝑧
2 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥

2𝑧 + 𝑎4𝑥𝑧
2 + 𝑎6𝑧

3, {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎6} ⊂ K,

що визначає несингулярну криву. Iснує безлiч можливостей задати таку криву та,
вiдповiдно, отримати рiзнi характеристики груп, що має наслiдком рiзну захище-
нiсть. Одним з найпоширенiших видiв атаки є вкладення групи точок кривої у
мультиплiкативну групу деякого поля за допомогою бiлiнiйного вiдображення – па-
рування. Для цiєї мети широко використовують парування Вейля та Тейта. Атака
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на основi останнього була запропонована у роботах [1] та отримала назву FR-атака
за iменами авторiв. Її сутнiстю є невироджене бiлiнiйне вiдображення

𝐸
(︀
F𝑞𝑘
)︀
[𝑛]× 𝐸

(︀
F𝑞𝑘
)︀
/ [𝑛]𝐸

(︀
F𝑞𝑘
)︀
→
{︁
𝜇𝑛 ∈ F*

𝑞𝑘
: (𝜇𝑛)

𝑛 = 1
}︁
,

яке переводить задачу до звичайного дискретного логарифмування. Тут 𝑘 - степiнь
розширення, який характеризує отриману складнiсть пiсля перетворення. У данiй
роботi розглянуто деякi аспекти такого роду задач, проаналiзовано бiльш детально
запропонованi у статтях [2] явнi умови для слiду ЕК, що забезпечують вразливiсть
або захищенiсть. На мовi Wolfram, яку використовує система Mathematica, втiлено
два алгоритми для генерацiї вразливих та захищених кривих.
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Прогнозування макроекономiчних показникiв та
факторiв спаду/зростання економiки

Б. С. Коноваленко, В.В. Голомозий
Прогнозування макроекономiчних показникiв та факторiв спаду/зростання еко-

номiки є важливим на сьогоднi, оскiльки дозволяє зробити ефективнi рiшення що-
до управлiння економiкою та запобiгти можливим кризам та рецесiям. Поточний
стан та можливий розвиток економiки дослiджуваної країни та країн, що вiд неї
залежать можна проаналiзувати опираючись на такi макроекономiчнi показники
як ВВП, рiвень iнфляцiї, рiвень безробiття, тощо. Дослiдження економiки та фi-
нансiв за допомогою машинного навчання дозволяє отримувати новi знання про
фiнансовi ринки та їх поведiнку, що важливо для прийняття рiшень в галузi iн-
вестицiй та фiнансового управлiння. Були зiбранi данi, такi як iнформацiя по iпо-
течних кредитах США, цiни на акцiї основних банкiв США, процент зростання
ВВП/iнфляцiї/безробiття США та залежних вiд неї країн у перiод з 1999 по 2016
роки. У цей перiод економiка США та залежних країн перебувала у рiзних ста-
нах, тому можна проаналiзувати цi показники та побачити, чи є мiж ними зв’язок.
Маючи iнформацiю по цих показниках, можна прогнозувати подальший рух еконо-
мiки. Для цього використано метод машинного навчання Random Forest, адже вiн
дозволяє моделювати нелiнiйнi зв’язки та взаємодiю мiж змiнними, що робить йо-
го потужним iнструментом для фiнансового аналiзу та прогнозування. Наразi вже
виявлено деякi комбiнацiї показникiв, що дають коефiцiєнт детермiнацiї не мен-
ше 0.85, що може вказувати на сильну злежнiсть одних показникiв вiд iнших та
допомагати прогнозувати економiчний стан країн у подальшому.
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Статистичний аналiз впливу факторiв на рiвень
iнфляцiї в Українi

О.В. Кот, В.П. Зубченко
Тема "Статистичний аналiз впливу факторiв на рiвень iнфляцiї в Українi"є ду-

же актуальною, оскiльки iнфляцiя є важливим показником стану економiки країни,
який безпосередньо впливає на рiвень життя населення та конкурентоспроможнiсть
економiки в цiлому. Україна має досить високий рiвень iнфляцiї, що є проблемою
для бiзнесу, населення та держави в цiлому.

Проведений в роботi статистичний аналiз дозволяє виявити залежностi мiж рiв-
нем iнфляцiї та рiзними факторами, такими як цiни на продукти, нерухомiсть, виро-
бництво,тощо. Аналiз цих факторiв може допомогає поглянути на ситуацiю згiдно
данних 2022го року та провести спввiдношення з iсторичними подiями, що вплину-
ли на певний фактор, який згiдно аналiзу має велике значення на загальний рiвень
iнфляцiї у країнi.

В роботi представлено як практичну частину, зроблено за домогою мови пргра-
мування Python, так i теоретичну частину проведного аналiзу. Проаналiзовано рi-
вень iнфляцiї на базисi данних IСЦ загального з IСЦ вплинутих факторiв за допо-
могою кореляцiйного аналiзу та регресiйного.
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A law of the iterated logarithm for iterated random
walks, with application to random recursive trees

Valeriya Kotelnikova
Consider a general branching process (a.k.a Crump-Mode-Jagers process) generated

by an increasing random walk whose increments have finite second moment. Let 𝑌𝑘(𝑡)
be the number of individuals in generation 𝑘 ∈ N born in the time interval [0, 𝑡]. I shall
discuss a law of the iterated logarithm for 𝑌𝑘(𝑡) with fixed 𝑘, as 𝑡→ +∞. As a corollary,
I shall also present a law of the iterated logarithm for the number of vertices at a fixed
level 𝑘 in a random recursive tree, as the number of vertices goes to ∞.
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The talk is based on the joint article [1] with Alexander Iksanov (Kyiv) and Zakhar
Kabluchko (Münster).
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Обмеженi в середньому розв’язки одного
нелiнiйного рiзницевого рiвняння

В.П.Кравець

Отримано достатнi умови iснування єдиного обмеженого у середньому
розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком операторного
коефiцiєнта i лiпшицевою нелiнiйнiстю.

Нехай (Ω,ℱ , 𝑃 ) — повний iмовiрнiсний простiр,𝑋 — комплексний сепарабельний
банахiв простiр, ℒ(𝑋) — банахова алгебра лiнiйних обмежених операторiв, визна-
чених на 𝑋. Розглянемо рiзницеве рiвняння{︂

𝜉𝑛+1 − 2𝜉𝑛 + 𝜉𝑛−1 = 𝐴𝜉𝑛 + 𝑓(𝜉𝑛) + 𝜂𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝜉𝑛+1 − 2𝜉𝑛 + 𝜉𝑛−1 = 𝐵𝜉𝑛 + 𝑓(𝜉𝑛) + 𝜂𝑛, 𝑛 ≤ 0,
(1)

в якому 𝐴,𝐵 — фiксованi оператори з ℒ(𝑋), 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 — вiдображення, що
задовольняє умову Лiпшиця зi сталою 𝐾 > 0, тобто

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : ‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝐾‖𝑥− 𝑦‖,

{𝜂𝑛, 𝑛 ∈ Z} — задана обмежена в середньому послiдовнiсть 𝑋-значних випадкових
елементiв, визначених на (Ω,ℱ , 𝑃 ).

Отримано достатнi умови на оператори 𝐴,𝐵 i вiдображення 𝑓 , при виконаннi
яких рiзницеве рiвняння (1) має єдиний обмежений у середньому розв’язок {𝜉𝑛, 𝑛 ∈
Z} для довiльної обмеженої в середньому послiдовностi {𝜂𝑛, 𝑛 ∈ Z}.

Про застосування рiзницевих рiвнянь з випадковою правою частиною див. [1]
та наведенi там посилання.
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Напружено-деформiвний стан пластини з довiльно
орiєнтованою трiщиною в полi одновiсного розтягу

Круш Роман Михайлович
Незважаючи на свою бiльш нiж столiтню iсторiю, задачi механiки руйнування

вiдносяться до актуальних та практично важливих задач. Напружений стан побли-
зу трiщини в нескiнченнiй пластинi, що знаходиться в полi одновiсного розтягу,
вперше був дослiджений Вестергардом (див., наприклад, [1]). В данiй роботi дослi-
джується вплив на нього обмеженостi розмiрiв пластини.

У якостi методу дослiдження був обраний чисельний метод скiнченних елемен-
тiв, реалiзований в програмному пакетi CalculiX [2]. Значно спростити його ви-
користання у випадку двовимiрних задач теорiї пружностi допомогає PyCalculiX
— комплекс макросiв на мовi Python. Проте i в CalculiX, i в PyCalculiX вiдсутнi
вбудованi засоби визначення характеристик механiки руйнування. Для досягнення
поставленої мети вiдповiднi засоби були реалiзованi, верифiкованi та iнтегрованi в
комплекс PyCalculiX самостiйно. В їх основi лежить алгоритм визначення коефiцi-
єнта iнтенсивностi напружень шляхом асимптотичного наближення змiщень точок
берегiв трiщини в околi її вершини.

За допомогою запропонованого пiдходу було дослiджено напружений стан ква-
дратної пластини з трiщинами рiзної довжини та рiзної орiєнтацiї. Виявилося, що
поблизу вершини трiщини орiєнтацiя площадки з максимальними нормальними на-
пруженнями, яка задає напрямок поширення трiщини в крихких тiлах, практично
не залежить вiд розмiру платiвки.
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Математична модель фiнансової динамiки
страхової компанiї

Ю. I. Кирпатенко, В. П. Зубченко
Iснує немало передумов для розвитку страхового ринку, але одна з найголовнi-

ших – це довiра населення до страхової галузi. Через те, що кожна компанiя, яка
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займається страхуванням, приймає на себе природнi та економiчнi ризики, яким
пiддаються фiзичнi та юридичнi особи, виникає потреба у необхiдностi постiйної
оцiнки фiнансової динамiки компанiй. Саме тому в процесi управлiння страховими
компанiями необхiдно використовувати особливi пластичнi методи та iнформацiйнi
технологiї.

У роботi змодельовано процес руху грошових потокiв iнвестицiйних доходiв та
власних коштiв компанiї. Були розглянутi такi чинники та ризики як: морталiтет,
iнфляцiя, iнвестицiйний ризик, ризик змiни здоров’я та iншi. Показано створен-
ня надiйного математичного iнструментарiю для полегшення заходiв забезпечення
оперативного керування та рентабельностi страхової компанiї в довгостроковiй пер-
спективi.
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Цiлi та мероморфнi функцiї. Їх властивостi.
Приклади

Бахар Киличниязова, Ганна Верьовкiна
В роботi розглянутi основнi поняття теорiї комплексного аналiзу – поняття ана-

лiтичної функцiї, поняття цiлої та мероморфної (дробової) функцiї. Дослiдженi їх
основнi властивостi та приклади. Опрацьовано матерiал [1]–[2].

Для цiлої функцiї розглянутi питання вигляду функцiї, яка на нескiнченностi
має усувну особливу точку, або полюс, або iстотно особливу. Наведено приклади
вiдповiднх цiлих функцiй 𝑓(𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑓(𝑧) = 𝑐𝑛𝑧𝑛 + ... + 𝑐1𝑧 + 𝑐0 та цiлих транс-
цендентних функцiї, що на нескiнченностi мають iстотно особливу точку, таких як
exp(𝑧), cos(𝑧), sin(𝑧).

Для мероморфної функцiї, що має на нескiнченностi або усувну особливу, або
полюс розглянуто її вигляд

𝑓(𝑧) = 𝑐𝑛𝑧
𝑛 + ...+ 𝑐1𝑧 + 𝑐0 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑁(𝑘)∑︁
𝑙=1

𝑐𝑘−𝑙

(𝑧 − 𝑎𝑘)𝑙
,

де {𝑎𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑛} скiнченний набiр полюсiв функцiї 𝑓(𝑧) кратностей 𝑁(𝑘) вiдпо-
вiдно, що лежать в комплекснiй площинi.

Наведенi приклади мероморфних функцiй, якi на нескiнченностi мають точку
накопичення полюсiв. Наприклад, функцiя ctg(𝑧), що має злiчену кiлькiсть полюсiв
в комплекснiй площинi i на нескiнченностi має точку накопичення полюсiв. Також
наведено приклад функцiї, що не є мероморфною, наприклад, ctg( 1

𝑧
). Така функцiя

має в точцi 0 точку накопичення полюсiв.
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Дана робота сприяє розширенню кола питань, що вивчаються у закладах сере-
дньої освiти i розвитку здатностi аналiзувати спецiалiзованi практичнi завдання.
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Осесиметричний напружений стан пустотiлого
цилiндру, що зазнав термiчного удару

Кудрявцев Ярослав В’ячеславович
Термiчний удар — явище, яке виникає при швидкiй змiнi температури навко-

лишнього середовища i супроводжується розвитком в тiлi значних температурних
напружень. Тому його моделювання є актуальною i практично важливою пробле-
мою термопружностi. В данiй роботi розглянута вiдповiдна задача для пустотiлого
цилiндра, температура у внутрiшнiх точках якого в початковий момент часу 𝑡 = 0
є однорiдною i рiвною 𝑇0. У подальшому (𝑡 > 0) на внутрiшнiй поверхнi цилiндра
виникає конвективний теплообмiн iз зовнiшнiм середовищем, що стрибкоподiбно
змiнює свою температуру з 𝑇0 до значення 𝑇1 ̸= 𝑇0, яке не змiнюється з часом i
не залежить вiд просторових координат. Зовнiшня поверхня цилiндра вважається
теплоiзольованою. Задача полягає у визначеннi полiв температури та напружень,
що виникають в стiнцi цилiндра.

Сформульовану задачу можна роздiлити на двi послiдовнi задачi: задачу неста-
цiонарної теплопровiдностi для однорiдного пустотiлого цилiндра та квазiстатичну
задачу визначення температурних напружень в цилiндрi за вiдомим радiальним
розподiлом температури в кожний фiксований момент часу. Розв’язок першої за-
дачi був отриманий за допомогою перетворення Лапласа. Обернене перетворення
Лапласа виконувалося на основi другої теореми розкладу, що дозволило предста-
вити температурне поле у виглядi швидкозбiжного ряду за власними функцiями.
Друга задача була розв’язана на основi спiввiдношень, наведених в [1].

Адекватнiсть отриманого аналiтичного розв’язку була перевiрена на модельнiй
задачi термоудару, що виникає в процесi консервування, коли в нагрiту до 2000С
скляну ємнiсть заливається рiдина температурою 1000С. Порiвняння отриманих ре-
зультатiв зi знайденими за допомогою стандартного скiнченно-елементного пакету
показало гарне спiвпадiння — вiдхилення мiж значеннями не перевищує 1%. Цiка-
во вiдзначити той факт, що при збiльшеннi товщини стiнки ємностi максимальнi
значення напружень, що в нiй виникають, також збiльшуються.
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Прикладне застосування швидкого перетворення
Фур’є та вейвлет перетворення

Дмитро Курдоманенко, Ростислав Ямненко
Багаторiвневий аналiз цифрових сигналiв за допомогою вейвлетiв виник на по-

чатку 90-х рокiв XX-го столiття, дослiджуючи умови, за яких функцiї можуть бути
розкладенi в ряди по базисам вейвлетiв, тобто по ортогональних системам функцiй
{𝜙0𝑘 = 𝜙(𝑥− 𝑘), 𝑘 ∈ 𝑍} та {𝜓𝑗𝑘 = 2𝑗/2𝜓(𝑠𝑗𝑥− 𝑘), 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑍, 𝑗 ≥ 0}, породженими пев-
ними функцiями 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) та 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅), якi називають також материнським
i батькiвським вейвлетами. Тобто довiльна функцiя 𝑓 iз простору 𝐿2(𝑅) може бути
зображена у виглядi багаторiвневого розкладу [1]

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝑍

𝛼𝑘𝜙0𝑘(𝑥) +

∞∑︁
𝑗=0

∑︁
𝑘∈𝑍

𝛽𝑗𝑘𝜓𝑗𝑘(𝑥), (1)

де 𝛼𝑘 =
∫︀ +∞
−∞ 𝑓(𝑥)𝜙0𝑘(𝑥)d𝑥, 𝛽𝑗𝑘 =

∫︀ +∞
−∞ 𝑓(𝑥)𝜓𝑗𝑘(𝑥)d𝑥.

На вiдмiну вiд розкладiв функцiй у ряди Фур’є, де в якостi ортонормованого
базису виступають синуси i косинуси, розклади (1) дозволяють використовувати
рiзноманiтнi вейвлет базиси, зокрема i зi скiнченним носiєм. Це спричинило попу-
лярнiсть застосування вейветiв у рiзноманiтних прикладних задачах. Розглянемо
серед них такi: стискання зображень за допомогою швидкого перетворення Фур’є
та вейвлет перетворення; видалення шуму iз зображення за допомогою вейвлет пе-
ретворення; накладання 2-х зображень за допомогою вейвлетiв; застосування вейв-
лет перетворення до класифiкацiї зображень за допомогою згорткових нейронних
мереж [2, 3].
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Дослiдження поведiнки випадкового гармонiчного
осцилятора

С. В. Кушнiренко, В. С. Трубенко

Дослiджується поведiнка гармонiчного осцилятора без тертя у випадку, коли
пiд певними кутами до вектора фазової швидкостi незбуреної системи дiють флу-
ктуацiї типу “бiлого та дробового шумiв”. При вказаному збуреннi маємо систему
стохастичних диференцiальних рiвнянь iз стрибками вигляду:

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑡, 𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝑏(𝑡, 𝑥(𝑡)) 𝑑𝑤(𝑡) +

∫︁
Θ

𝑐(𝑡, 𝑥(𝑡−), 𝜃) 𝜈(𝑑𝑡, 𝑑𝜃), (1)

з початковими умовами 𝑥1(0) = 𝑘𝑢0, 𝑥2(0) = 𝑢̇0, де

𝑎(𝑡, 𝑥) =
(︀
𝑞1(𝑡, 𝑥)𝑥1 + 𝑞2(𝑡, 𝑥)𝑥2, −𝑞2(𝑡, 𝑥)𝑥1 + 𝑞1(𝑡, 𝑥)𝑥2

)︀
,

𝑏(𝑡, 𝑥) =
(︀
𝑔1(𝑡, 𝑥)𝑥1 + 𝑔2(𝑡, 𝑥)𝑥2, −𝑔2(𝑡, 𝑥)𝑥1 + 𝑔1(𝑡, 𝑥)𝑥2

)︀
,

𝑐(𝑡, 𝑥, 𝜃) =
(︀
𝛾1(𝑡, 𝑥, 𝜃)𝑥1 + 𝛾2(𝑡, 𝑥, 𝜃)𝑥2, −𝛾2(𝑡, 𝑥, 𝜃)𝑥1 + 𝛾1(𝑡, 𝑥, 𝜃)𝑥2

)︀
,

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2, 𝑡 ≥ 0, 𝜃 ∈ Θ, (Θ, 𝛽Θ) – вимiрний простiр, 𝑤(𝑡) – одновимiрний
вiнерiвський процес, 𝜈([0, 𝑡], 𝐴) – пуассонiвська мiра з параметром 𝑡Π(𝐴), 𝐴 ∈ 𝛽Θ,
процес 𝑤(𝑡) i мiра 𝜈([0, 𝑡], 𝐴) заданi на ймовiрнiсному просторi (Ω,ℑ, 𝑃 ), ℑ𝑡 - вимiрнi
при будь-якому 𝑡 i 𝐴, а також незалежнi мiж собою, ℑ𝑡 ⊂ ℑ – неспадний потiк 𝜎-
алгебр.

Теорема. Якщо коефiцiєнти системи (1) задовольняють умови iснування єди-
ного розв’язку, а також для всiх 𝑡 ≥ 0 та |𝑥| ̸= 0 маємо: 1) 𝑔1(𝑡, 𝑥) = 0;

2) Π{𝜃 : (1 + 𝛾1(𝑡, 𝑥, 𝜃))
2 + 𝛾22(𝑡, 𝑥, 𝜃) ̸= 1} = 0; 3) Π{𝜃 : |𝑥+ 𝑐(𝑡, 𝑥, 𝜃)| = 0} = 0,

тодi з ймовiрнiстю 1 для всiх 𝑡 ≥ 0 виконуються нерiвностi

|𝑥(0)|2𝑒𝑥𝑝
{︂

𝑡∫︀
0

𝑚(𝑠) 𝑑𝑠

}︂
≤ |𝑥(𝑡)|2 ≤ |𝑥(0)|2𝑒𝑥𝑝

{︂
𝑡∫︀
0

𝑀(𝑠) 𝑑𝑠

}︂
,

де 𝑚(𝑡) = inf𝑥 𝐼(𝑡, 𝑥), 𝑀(𝑡) = sup𝑥 𝐼(𝑡, 𝑥), 𝐼(𝑡, 𝑥) = 2𝑞1(𝑡, 𝑥) + 𝑔22(𝑡, 𝑥).

При доведеннi теореми використано результати роботи [1].
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Вплив форми силового iмпульсу на якiсть
керування рухомою конструкцiєю з рiдиною

Лесик Олексiй Iванович
Практично важлива задача керування рухом конструкцiй з рiдиною перева-

жно розв’язується на рiвнi лiнiйних моделей динамiчних систем малої розмiрностi.
Проте, при русi рiдини, що заповнює порожнини конструкцiї, переважна частина
процесiв вiдбувається в нелiнiйному дiапазонi збурень i доводиться користуватися
нелiнiйними моделями з багатьма ступенями вiльностi. На сучасному рiвнi розви-
тку теорiї керування таку задачу неможливо розв’язати iснуючими методами. В
данiй роботi для керування з метою максимального зменшення впливу рiдини на
рух конструкцiї-носiя використовується метод компенсацiї силового вiдгуку рiдини
на стiнки резервуара. Для опису задачi динамiки використовується формулюван-
ня вихiдної задачi на основi варiацiйного принципу Гамiльтона-Остроградського та
що рiдина iдеальна, а конструкцiя не деформується. Використання такого варiа-
цiйного принципу дозволяє в аналiтичному виглядi одержати вираз для силового
вiдгуку рiдини на стiнки резервуара, який потiм береться з протилежним знаком за
керiвну дiю, яка компенсує силовий вiдгук рiдини. Для переходу вiд континуальної
постановки задачi (рiвнянь в частинних похiдних) до нелiнiйної системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь застосовується метод Канторовича i асимптотичнi
методи нелiнiйної механiки з представленням розв’язку задачi у виглядi розкла-
ду за формами вiльних коливань з вiдповiдними амплiтудами [1]. Ця модель була
комп’ютерно реалiзована для цилiндричного резервуара з рiдиною при дiї на систе-
му короткотривалих силових iмпульсiв рiзної форми. В основi програмної реалiза-
цiї моделi лежить визначення коефiцiєнтiв нелiнiйних рiвнянь, приведення системи
звичайних диференцiальних рiвнянь до форми Кошi, чисельне iнтегрування поча-
ткової задачi на основi методу Рунге-Кута. Одержанi результати свiдчать що для
рiзних довжин iмпульсiв прямокутної i трикутної форм вплив рiдкого наповнення
на рух конструкцiї є суттєвим для некерованого руху, тодi як керування на основi
компенсацiї силового вiдгуку рiдини на стiнки резервуара практично повнiстю ви-
ключає цей вплив, проте в бiльшостi випадкiв призводить до незначного (на рiвнi
до 10 вiдсоткiв) зростання хвиль на вiльнiй поверхнi рiдини.
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Аналiз криптографiчних бiблiотек в мовi
програмування Golang
Мазаєва Iрина Сергiївна

При написаннi програмного забезпечення важливим є використання крипто-
графiчних бiблiотек задля гарантування його безпеки. Однак, якiсть та надiйнiсть
таких бiблiотек може суттєво вiдрiзнятись. Аналiз вiдповiдних бiблiотек у мовi про-
грамування Golang має допомогти знизити ризики використання вразливих реалi-
зацiй алгоритмiв шифрування, а також попередити потенцiйнi вразливостi. Окрiм
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того, що дана робота є корисною для розробникiв та може допомогти з вибором бi-
блiотеки для свого проєкту, вона також буде корисною для користувачiв, оскiльки
наступнi зможуть перевiрити програми, якi вони використовують на безпечнiсть.

Основним iнструментом є crypto — стандартна бiблiотека мови програмування
Golang. В нiй iмплементовано криптографiчнi примiтиви, такi як хешування, ши-
фрування та wbahjds пiдписи. Проте, тут також є вiдомi вразливостi. По-перше,
не обiйшлося без використання застарiлих алгоритмiв шифрування, а саме — DES
та RC4. По-друге, неналежна перевiрка вхiдних даних. Пiд час використання ре-
жиму блочного шифрування (CBC), помилка iнiцiалiзiцiї вектору iнiцiалiзацiї (IV)
може дозволити зловмиснику виконати атаку на шифрування та дiзнатися вмiст
зашифрованого повiдомлення. По-третє, перевiрки вхiдних даних функцiй не є до-
статнiми. Так, бiблiотека пропустить обраний ключ шифрування, розмiр якого буде
меншим за 128 бiт, однак програма стане вразливою до атак перебору.

Були зафiксованi випадки виявлення вразливостей через неправильну реалiза-
цiю або через використання ненадiйних стороннiх бiблiотек. Наприклад, у версiї Go
1.8.0 виявлено вразливiсть в реалiзацiї функцiї ECDSA зi сторонньою бiблiотекою
OpenSSL. Це може дозволити зловмиснику виконувати пiдробку пiдписiв.

Варто вiдзначити, що документацiя криптографiчної бiблiотеки crypto не є пов-
ною. Це може стати перепоною до створення надiйного захищеного проєкту, оскiль-
ки багато функцiй є складними для розумiння та не мають вiдповiдного опису та
прикладiв використання.
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Крайова задача для рiвняння теплопровiдностi iз
загальною стохастичною мiрою

Манiкiн Борис Iгорович
Нехай ℬ — 𝜎-алгебра пiдмножин 𝑋, де 𝑋 — довiльна множина, 𝐿0 = 𝐿0(Ω,ℱ , 𝑃 )

— множина всiх випадкових величин на повному ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ , 𝑃 ).
Тодi стохастичною мiрою на ℬ будемо називати 𝜎-адитивне вiдображення 𝜇 : ℬ →
𝐿0.

У роботi [1] була розглянута задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi iз за-
гальною стохастичною мiрою. Ми розглядаємо крайову задачу, м’який розв’язок
якої має вигляд

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁
𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 0, 𝑦)𝑢0(𝑦)𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠

∫︁
𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠, 𝑦, 𝑢(𝑠, 𝑦))𝑑𝑦+

+

∫︁
(0,𝑡]

𝑑𝜇(𝑠)

∫︁
𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝜎(𝑠, 𝑦)𝑑𝑦, (1)

де (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × 𝐵̄, 𝐵 — обмежена область у R𝑑, 𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦) — функцiя Грiна
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крайової задачi ℒ𝑢 = 0, 𝑢|(𝑡,𝑥)∈𝑆 = 0, ℒ𝑢 = 𝑎2Δ𝑥𝑢− 𝜕𝑢
𝜕𝑡

, 𝑆 = (0, 𝑇 ]× 𝜕𝐵. Показано,
що за певних умов на 𝐵, 𝜇, 𝑢0, 𝑓 , 𝜎 розв’язок (1) iснує, єдиний i для довiльних
𝛿 ∈ (0, 𝑇 ), 𝐵′, 𝐵′ ⊂ 𝐵 задовольняє спiввiдношення

|𝑢(𝑡1, 𝑥1)− 𝑢(𝑡2, 𝑥2)| ≤ 𝐿(|𝑥1 − 𝑥2|𝛾1 + |𝑡1 − 𝑡2|𝛾2 )

для всiх 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝛿, 𝑇 ], 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐵′, i деяких сталих 𝐿, 𝛾1, 𝛾2.

Список лiтератури

[1] I. М. Боднарчук, Г. М. Шевченко, Рiвняння теплопровiдностi в багатовимiрнiй
областi iз загальною стохастичною мiрою, Теорiя ймовiр. та матем. статист.,
вип. 93, 2015, с. 7-21.

Автори

Борис Iгорович Манiкiн — аспiрант 2-го року навчання, механiко-
математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Т. Г. Шевчен-
ка, Київ, Україна; E-mail: bmanikin@gmail.com

Про одне узагальнення групи базилiки

Маковецька Катерина Петрiвна

Група базилiки зазвичай визначається як група, що утворюється двома авто-
морфiзмами:

𝑎 = (𝑏, 𝑖𝑑), 𝑏 = (01)(𝑎, 𝑖𝑑),

якi дiють на бiнарному кореневому деревi.
Також групу базилiки можна породити автоморфiзмом, що генерує дiадичний одо-
метр:

𝑐 = (01)(𝑐, 𝑖𝑑).

Ми розглядаємо спектральнi властивостi узагальнення цiєї групи, що була поро-
джена автоматом над дiадичним одометром

𝑂2 = {11, 10, 01, 00}.
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Математичне моделювання динамiки справедливої
вартостi iнструменту своп процентної ставки

Мерзлякова Алiна Артемiвна, Зубченко Володимир Петрович

На грошовому ринку формується цiна короткострокових фiнансових ресурсiв.
Здiйснюючи операцiї на грошовому ринку, Нацiональний банк впливає на вар-
тiсть таких ресурсiв. Це є важливим для ефективного функцiонування монетарного
трансмiсiйного механiзму, завдяки якому рiшення, що приймає Нацiональний банк
в монетарнiй сферi, впливають на цiновi процеси в державi.

Проведення Нацiональним банком України на мiжбанкiвському ринку операцiй
своп процентних ставок вiдкрило шлях до запровадження нового iнструмента, який
знижує процентнi ризики для банкiв i додає їм стимулiв для пожвавлення iнвестицiй
та довгострокового кредитування.

Нацiональний банк проводить операцiї своп процентної ставки з банками шля-
хом оголошення аукцiонiв за допомогою власного програмнотехнологiчного забез-
печення або з використанням електронних торговельних систем. Математичне мо-
делювання динамiки справедливої вартостi iнструменту своп процентної ставки до-
зволяє передбачити та розрахувати наперед процентнi ризики для банкiв та мiнiмi-
зувати їх вплив.

В роботi були використанi параметрична модель Нельсона-Сiгела та параметри-
чна модель Свенсона для побудови базової кривої безкупонної дохiдностi за даними
укладених та виконаних договорiв з облiгацiй внутрiшнiх державних позик вiдпо-
вiдної групи, формула НБУ для розрахунку справедливої вартостi своп процентної
ставки та модель для побудови лiнiйної регресiї мiж кривою безкупонної дохiдностi
та показниками, вiд яких вона залежить.

Усi використанi математичнi моделi показали гарну ефективнiсть у розрахунках
процентних ризикiв та моделюваннi динамiки справедливої вартостi iнструменту
своп процентної ставки.
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Нормальнi властивостi чисел у термiнах їхнiх
𝑃–зображень

Мороз Микола Петрович

Рядом Перрона, записаним у рiзницевiй формi, називають ряд

∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · . . . · 𝑟𝑛
(𝑟0 + 𝑔1 − 1) (𝑟0 + 𝑔1) . . . (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1) (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛) (𝑟𝑛 + 𝑔𝑛+1)

, (1)

де 𝑔𝑛 ∈ 𝑁 для всiх 𝑛 ∈ 𝑁 .

Розглянемо довiльний набiр 𝑃 функцiй 𝜙𝑛 таких, що 𝜙𝑛 : 𝑁 × · · · ×𝑁 → 𝑁 для
кожного 𝑛 ∈ 𝑁 , 𝜙0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Якщо число 𝑥 ∈ (0; 1] є сумою ряду (1), причому 𝑟0 = 𝜙0
та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) для кожного 𝑛 ∈ 𝑁 , то розклад числа 𝑥 в ряд (1) називають
його 𝑃–представленням, скорочений запис Δ𝑃

𝑔1𝑔2...𝑔𝑛... ряду (1) — 𝑃–зображенням
числа 𝑥, а число 𝑔𝑖 — 𝑖–тою цифрою його 𝑃–зображення.

Теорема 1. Для довiльної послiдовностi 𝑃 функцiй 𝜙𝑛 кожне число 𝑥 ∈ (0; 1]

має i при цьому єдине 𝑃–представлення.

Теорема 2. Нехай 𝑃–зображення таке, що ряд
∞∑︁

𝑛=0

1

min𝜙𝑛

збiжний. Тодi для

майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра в їхнiх 𝑃–зображеннях зустрiчається скiн-
ченну кiлькiсть разiв.

Теорема 3. Нехай 𝑃–зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для всiх 𝑘 ≥ 𝑛0:
𝜙𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Тодi для того, щоб для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] кожна цифра 𝑖 в їхнiх
𝑃–зображеннях зустрiчалася нескiнченну кiлькiсть разiв, необхiдно та достатньо,

щоб ряд
∞∑︁

𝑘=𝑛0

1

𝜙𝑘

був розбiжним.

Теорема 4. Нехай 𝑃–зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для всiх
𝑘 ≥ 𝑛0 нерiвнiсть 𝜙𝑘 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) ≥ 𝜙𝑘−1 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘−1) + 𝑔𝑘 виконується для до-
вiльного набору 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘. Тодi для майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра в їхнiх
𝑃–зображеннях зустрiчається скiнченну кiлькiсть разiв.
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Визначення спецiальних перiодичних точок течiї
Стокса в прямокутнiй порожнинi

Мороз Руслана Миколаївна
Протягом останнiх рокiв спостерiгається пiдвищена увага багатьох фахiвцiв до

проблеми реалiзацiї якiсного процесу перемiшування рiдин у двовимiрних прямо-
кутних порожнинах без участi фiзичних змiшувачiв в самому процесi. Такий iнте-
рес дослiдникiв до цiєї проблеми викликаний не тiльки широким проявом процесiв
перемiшування в природi, але i застосуванням рiзноманiтних технологiй перемiшу-
вання в промисловостi i технiцi. Це стає можливим при перiодичному збудженнi
течiї нестисливої в’язкої рiдини у прямокутнiй порожнинi за допомогою дотичних
швидкостей, прикладених на її стiнках. Результати, одержанi в цьому напрямку,
стосуються задач, в яких бiчнi стiнки в прямокутнiй порожнинi вiльнi вiд наванта-
ження, що фiзично не можливо реалiзувати.

Мета даної роботи полягає у побудовi моделi, для задачi про рух нестисли-
вої в’язкої рiдини в прямокутнiй порожнинi iз закрiпленими нерухомими бiчними
стiнками, використовуючи при цьому аналiтичний розв’язок. Двовимiрна повiль-
на Стоксова течiя нестисливої в’язкої рiдини може бути представлена в термiнах
бiгармонiчної задачi. Вона розв’язується аналiтичним методом суперпозицiї, який
є ефективним для багатьох двовимiрних бiгармонiчних задач в теорiї пружностi,
згину пластин i течiї Стокса [1, 2].

Аналiтичний метод суперпозицiї був реалiзований в програмному пакетi
Wolfram Mathematica – системi ком’ютерної алгебри, що мiстить багато функцiй
як для аналiтичних перетворень, так i для чисельних розрахункiв. Крiм того,
програма пiдтримує роботу з графiкою i звуком, включаючи побудову графiкiв
функцiй, малювання довiльних геометричних фiгур, iмпорт та експорт зображень
i звуку. За допомогою пакету Mathematica була дослiджена i побудована картина
лiнiй течiй в прямокутнiй порожнинi з нерухомими бiчними стiнками, а також
встановлено iснування спецiальних перiодичних точок течiї третього порядку.
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Geometric recurrence of inhomogeneous Gaussian
autoregression process

O. Moskanova
Let 𝑊𝑛 ∼ 𝑁(0, 𝜎2

𝑛), 𝑛 ∈ N be a set of Gaussian random variables and {𝛼𝑛}, 𝑛 ∈
N a real-numbered sequence. The inhomogeneous Gaussian autoregression process is a
Markov chain of the following structure:

𝑋𝑛+1 = 𝛼𝑛+1𝑋𝑛 +𝑊𝑛+1
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We propose stability conditions for the defined process. For a family of constants
𝑐 > 0, for all 𝑥 ∈ R and a sequence 𝜓𝑛 we can bind the expectation E𝑛

𝑥

[︀
𝜓−1
𝜎𝐶

]︀
of the first

return time 𝜎𝐶 = inf{𝑛 ≥ 1|𝑋𝑛 ∈ 𝐶} to the set 𝐶 = [−𝑐; 𝑐] by applying the following
theorem:

Theorem. Assume that the following conditions hold:
1. Exists 𝜎 > 0 such that

𝜎 = sup
𝑛∈N

𝜎𝑛

2. Exists 𝜖 ∈ (0; 1) such that only a finite number of {𝛼𝑛}𝑛∈N lies outside the half-
open interval (0; 𝜖].

Define

𝜓𝑛 :=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝛼𝑘 +

1− 𝜖

2

)︂
Then for any constant 𝑐 ≥ max{1, 2𝐾

1−𝜖
} and for all 𝑥 ∈ R and for all 𝑛 ∈ N:

E𝑛
𝑥

[︀
𝜓−1
𝜎𝐶

]︀
≤ 1 + |𝑥|+

(︂
𝐾 −

1− 𝜖

2

)︂
I𝐶(𝑥),

where 𝐾 = 2𝜎√
2𝜋

+ 1.
By modifying the second condition of the theorem we obtained a stronger result:
Corollary. Suppose 0 < 𝜖 = sup{𝛼𝑛} < 1. Set 𝜓 = ( 𝜖+1

2
)−1, then for all 𝑥 ∈ R

holds:

E𝑛
𝑥 [𝜓𝜎𝐶 ] ≤ 1 + |𝑥|+

(︂
𝐾 −

1− 𝜖

2

)︂
I𝐶(𝑥)
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Iнтелектуальна система для дослiдження темпiв
будiвництва

Арзамасцев В. О., Нагорна В. В., Тарасенко О. В.
У 2014-2023 роках українська економiка зазнала значних якiсних змiн, спричи-

нених вторгненням росiйської федерацiї на територiю України та пандемiєю. Вони
торкнулись багатьох галузей економiки, у тому числi будiвництва. Це в свою чергу
негативно вплинуло на рiвень зайнятостi, iнвестицiй, сповiльнило розвиток важли-
вих сфер економiки та знизило рiвень життя населення. [1]
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Розроблена нами iнтелектуальна система для дослiдження темпiв будiвництва
показала значну рецесiю у багатьох галузях будiвництва в 2019-2022 роках. Осо-
бливо яскраво тенденцiя спаду спостерiгається у будiвництвi, пов’язаному зi сфера-
ми охорони здоров’я, освiти, туризму, розважальної iндустрiї, а також iз житлом.
Також важливо зазначити, що невиконання планiв будiвництва, затверджених на
2017-2025 роки, має суттєвий вплив на галузь сiльського господарства, яка є клю-
човою для економiки України. Чисельнiсть сiльського населення невпинно скоро-
чується, а трудова мiграцiя зростає [2].

Використовуючи результати нашої iнтелектуальної системи можна дiйти ви-
сновку, що необхiдним кроком для пiдсилення української економiки є iнвестицiї
у сферу будiвництва. Розбудови житлових кварталiв допоможуть створити новi
робочi мiсця та збiльшити податковi надходження в бюджет, а виконання планiв
освоєння сiльськогосподарських земель дозволить збiльшити експорт та посилти
продовольчу безпеку.
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Робастна стiйкiсть глобальних атракторiв
еволюцiйних систем без єдиностi

Нiкiфоров Iлля Станiславович, Юсипiв Тарас Васильович
Еволюцiйнi системи без єдиностi розв’язку вiдiграють важливу роль в загаль-

нiй теорiї нескiнченновимiрних динамiчних систем [1]. Основним об’єктом якiсної
теорiї для таких систем виступає глобальний атрактор – компактна iнварiантна рiв-
номiрно притягуюча множина [2]. У роботi розглянуто питання робастної стiйкостi
(локальної стiйкостi вiд входу до стану) для глобальних атракторiв многозначних
напiвпотокiв. Нехай 𝑆0 – 𝑚-напiвпотiк, породжений автономною еволюцiйною за-
дачею, 𝑆𝑢 – 𝑚-напiвпроцес, що породжується розв’язками збуреної задачi (𝑢 ∈ 𝑈 –
неавтономне збурення). Основним результатом роботи є наступна теорема:

Припустимо, що 𝑚-напiвпотiк 𝑆0 є строгим, компактнозначним та має iн-
варiантний стiйкий глобальний атрактор Θ. Додатково, нехай iснує локально
обмежена функцiя 𝑐 : 𝑅+ → 𝑅+ така, що ∀𝑟 > 0, ∀𝑡 ≥ 0 : ‖𝑥1‖ ≤ 𝑟, ‖𝑥2‖ ≤
𝑟 ⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆0(𝑡, 0, 𝑥1), 𝑆0(𝑡, 0, 𝑥2)) ≤ 𝑒𝑐(𝑟)𝑡‖𝑥1−𝑥2‖. Припустимо, що ∃𝜎 ∈ 𝒦, iснує
неперервна функцiя 𝑑 : 𝑅2

+ → 𝑅+ така, що ∀𝑟 > 0 lim
𝑡→0+

𝑑(𝑟,𝑡)
𝑡

< ∞ та ∀𝑡 ≥ 0 :
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‖𝑢‖∞ ≤ 𝑟, ‖𝑥‖ ≤ 𝑟 ⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆𝑢(𝑡, 0, 𝑥), 𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)) ≤ 𝑑(𝑟, 𝑡)𝜎(‖𝑢‖∞). Нехай ∀𝑟 > 0
множина

⋃︀
𝑡≥0

⋃︀
‖𝑢‖∞≤𝑟

⋃︀
‖𝑥‖≤𝑟

𝑆𝑢(𝑡, 0, 𝑥) є обмеженою. Тодi {𝑆𝑢}𝑢∈𝑈 є локально стiй-

кою в сенсi ISS по вiдношенню до Θ, тобто iснують такi функцiї 𝛽 ∈ 𝒦ℒ, 𝛾 ∈ 𝒦,
що ‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟, ‖𝑢‖∞ ≤ 𝑟 ⇒ ∀𝑡 ≥ 0 ‖𝑆𝑢(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑥‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝑢‖∞), де
‖𝑥‖Θ = inf

𝜃∈Θ
‖𝑥 − 𝜃‖, ‖𝑢‖∞ = ess sup

𝑡≥0
|𝑢(𝑡)|, а 𝒦 та 𝒦ℒ – стандартнi класи порiв-

нянь.
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Множини Ферма–Торрiчеллi скiнченних наборiв
точок на площинi

I. А. Овцинов
Дане наукове повiдомлення присвячене вивченню множин Ферма–Торрiчеллi

скiнченних наборiв точок в евклiдовому метричному просторi розмiрностi 2 зi стан-
дартною метрикою, або ж евклiдовiй площинi.

Точкою Ферма–Торрiчеллi фiксованого набору точок {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} в метричному
просторi (𝑋, 𝜌) [1, с. 236] називається така точка 𝑥 ∈ 𝑋, що ∀𝑥 ∈ 𝑋:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌(𝑥, 𝑥𝑘) ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜌(𝑥, 𝑥𝑘).

Множиною Ферма–Торрiчеллi цього набору точок називатимемо множину його то-
чок Ферма–Торрiчеллi.

Попередньо автором роботи було доведено, що множина Ферма–Торрiчеллi до-
вiльного скiнченного набору точок на евклiдовiй площинi завжди непорожня, опу-
кла й компактна. У роботi показано, що якщо три попарно рiзнi точки 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
лежать на однiй прямiй у заданому порядку, то єдиною точкою Ферма–Торрiчеллi
цього набору є точка 𝑥2. Якщо ж цi три точки є вершинами трикутника, причому
𝑥2 проектується на вiдмiнну вiд них точку 𝑥4 на прямiй з точками 𝑥1 та 𝑥3, то
справджується нерiвнiсть:

𝐹 (𝑥) := ‖𝑥− 𝑥1‖+ ‖𝑥− 𝑥2‖+ ‖𝑥− 𝑥3‖ ≤ ‖𝑥1 − 𝑥3‖+ ‖𝑥2 − 𝑥4‖,

де 𝑥 — точка Ферма–Торрiчеллi набору точок 𝑥1, 𝑥2 та 𝑥3.
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Бiльш за те, з’ясовано, що якщо ‖𝑥2 − 𝑥1‖ = ‖𝑥2 − 𝑥3‖ за таких умов, то точка
Ферма–Торрiчеллi точок 𝑥1, 𝑥2 та 𝑥3 єдина, причому лежить на множинi 𝐴 = {𝛼𝑥2+
(1 − 𝛼)𝑥4 |𝛼 ∈ [0; 1]}. Звiдси випливає, що якщо має мiсце рiвнiсть ‖𝑥2 − 𝑥1‖ =
‖𝑥2 − 𝑥3‖ = ‖𝑥1 − 𝑥3‖, то точка Ферма–Торрiчеллi точок 𝑥1, 𝑥2 та 𝑥3 єдина й є
центром тяжiння правильного трикутника з вершинами в цих трьох точок.
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Справедлива цiна та геджовi стратегiї iнвестора для
опцiонного контракту європейського типу.

Панькова Марiя Анатолiївна
Для дисконтованої еволюцiї ризикового активу заданої законом

𝑆𝑛 =

𝑆0

𝑛∏︀
𝑖=1

exp(𝜎𝜀𝑖 + 𝜇)

𝐵0𝑒𝑛𝑟
, (1)

де 𝜎 > 0 - волатильнiсть ринку, 𝜇 - коефiцiєнт росту ринку, 𝑟 - ставка вiдсотка
на депозит, 𝜀𝑖 - незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, якi набувають
двох значень −1 та 1 з ймовiрностями 1

2
, знайдено умови iснування єдиної мартин-

гальної мiри та побудовано формули для справедливої цiни опцiонного контракту
call європейського типу та формули для геджових стратегiй iнвестора.

Знайденi формули запрограмовано для практичної їх реалiзацiї на фiнансових
ринках.
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Задачi оцiнювання невiдомих значень стохастичних
процесiв за даними спостережень з пропусками

Д. Ю. Платонов

Дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала

𝐴𝑆𝜉 =

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑎(𝑗)𝜉(𝑗)

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi 𝜉(𝑗), 𝑗 = 0, . . . , 𝑁 за даними спо-
стережень 𝜁(𝑗) = 𝜉(𝑗) + 𝜂(𝑗), 𝑗 ∈ 𝑆, де 𝑆 = {−𝑀1, . . . ,−1} ∪ {𝑁 + 1, . . . , 𝑁 +𝑀2},
𝜂(𝑗) – шум, тобто некорельована з 𝜉(𝑗) стацiонарна послiдовнiсть.

Нехай 𝑓(𝜆) та 𝑔(𝜆) – спектральнi щiльностi 𝜉(𝑗) та 𝜂(𝑗) вiдповiдно, що задоволь-
няють умову мiнiмальностi

∫︀ 𝜋
−𝜋

1
𝑓(𝜆)+𝑔(𝜆)

𝑑𝜆 <∞.

Позначимо через 𝑅,𝐵,𝑄 матрицi, що визначаються формулами

𝑅𝑗,𝑘 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆 𝑓(𝜆)

𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆)
𝑑𝜆,

𝐵𝑗,𝑘 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆 1

𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆)
𝑑𝜆, 𝑗, 𝑘 = 0, 𝑁.

𝑄𝑗,𝑘 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆 𝑓(𝜆)𝑔(𝜆)

𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆)
𝑑𝜆.

Тодi спектральна характеристика та середньоквадратична похибка обчислюю-
ться за формулами

ℎ(𝑒𝑖𝜆) =
𝑓(𝜆)

𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆)
·

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑎(𝑗)𝑒𝑖𝑗𝜆 −
1

𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆)
·

𝑁∑︁
𝑗=0

(𝐵−1𝑅a⃗)𝑗𝑒
𝑖𝑗𝜆𝑑𝜆,

Δ(ℎ; 𝑓 ; 𝑔) =
⟨︀
𝑅a⃗, 𝐵−1𝑅a⃗

⟩︀
+ ⟨𝑄a⃗, a⃗⟩ .
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Визначення форм коливань рiдини в резервуарах
на основi методу допомiжної областi

Пляс Павло Олександрович
Вiдома задача про визначення форм i частот коливань рiдини в резервуарах має

самостiйне значення, а також її розв’язок використовується як координатнi функцiї
в рiзних варiантах побудови нелiнiйних моделей динамiки тiл з рiдиною. Аналiз ви-
конання граничних умов задачi i умов розв’язностi задачi Неймана для рiвняння
Лапласа свiдчить про те, що традицiйнi методи не забезпечують належної точностi
виконання граничних умов, причиною чого є вiдома сингулярнiсть на контурi три-
фазного контакту стiнка-рiдина-повiтря. До того ж при пiдйомi рiдини над рiвнем
незбуреної вiльної поверхнi при використаннi традицiйних пiдходiв на стiнцi вище
рiвня незбуреної вiльної поверхнi нiякi граничнi умови не ставляться взагалi, що
суперечить умовi розв’язностi задачi.

Для розв’язання цiєї проблеми використовується метод допомiжної областi [1]
який базується на властивостi коливань рiдини в резервуарах, вiдмiченiй Жуков-
ським. Якщо розглянути два резервуари з рiдиною рiзних рiвнiв заповнення, i вiд-
окремити в резервуарi з бiльшим рiвнем заповнення частину областi рiдини, яка
збiгається з областю меншого рiвня заповнення, то кiнематика руху рiдини в цих
областях буде подiбною, хоча може вiдбуватися рух з iншими частотами. На основi
цього пропонується така схема розв’язання: умовно пiдвищується рiвень заповнення
рiдини в резервуарi, розв’язується задача на власнi значення. За координатнi фун-
кцiї приймаються значення на перерiзi, що вiдповiдає реальному рiвню заповнення.
Цей прийом в певному розумiннi еквiвалентний винесенню сiнгулярного контуру за
межi областi рiдини. В пiдсумку виконання граничних умов значно покращується, а
частоти коливань рiдини вiдрiзняються вiд частот, визначених традицiйними мето-
дами на долi вiдсоткiв. Такий пiдхiд реалiзований на прикладi резервуару у формi
гiперболоїда обертання.
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Методи Монте – Карло в машинному навчаннi
Поровчук Марiя Костянтинiвна

В данiй роботi розглядається задача прогнозування рейтингу фiльму засновано-
му на вiдгуках користувачiв з використанням датасету "Netflix Prize". Цей датасет
мiстить близько 100 мiльйонiв оцiнок для 17 770 фiльмiв вiд 480 189 користувачiв.
Користувачi та фiльми представленi цiлими числами, а оцiнки можуть набувати
значень вiд 1 до 5. Для розв’язання задачi було використано метод ймовiрнiсної
матричної факторизацiї (PMF). Для обчислення праметрiв обраної моделi було за-
стосовано байєсiвський пiдхiд з використанням методу Монте-Карло який полягає
у генерацiї маркiвської послiдовностi випадкових величин, що утворюють вибiрку з
апостерiорного розподiлу. Також, для порiвняння було застосовано класичну PMF
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модель яка полягає у використаннi пакетного градiєнтного спуску (mini-batch gradi-
ent descent) для пошуку мiнiмуму цiльової функцiї. В порiвняннi з класичною PMF
моделлю байєсiвський пiдхiд має переваги у виглядi вищої точностi i недолiки у
швидкостi навчання та необхiднiстi залучення великої обчислювальної потужностi.
В обох випадках, у якостi оцiнки точностi прогнозу обрано середньоквадратичне
вiдхилення (RMSE).
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Iснування i єдинiсть слабкого розв’язку
стохастичного функцiонально-диференцiального

рiвняння нейтрального типу у нескiнченновимiрних
просторах

Правдивий О.А.
Дослiдження властивостей розв’язку стохастичного функцiонально-

диференцiального рiвняння нейтрального типу набуває все бiльшого значення в
прикладних задачах. Загальновiдомими є дослiдження про iснування i єдинiсть
м’якого(mild) розв’язку рiвняння нейтрального типу. В роботi проводилось дослi-
дження iснування i єдиностi слабкого розв’яку, i було виявлено достатнi умови
iснування i єдиностi слабкого розв’язку рiвняння нейтрального типу.

Розглянемо наступне стохастичне функцiонально-диференцiальнк рiвняння
нейтрального типу :

𝑑[𝑢(𝑡) + 𝑔(𝑢𝑡)] = [𝐴𝑢+ 𝑓(𝑢𝑡)]𝑑𝑡+ 𝜎(𝑢𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0;

𝑢(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0), ℎ > 0;
(1)

Нехай 𝑉 ⊂ 𝐻0
∼= 𝐻*0 ⊂ 𝑉 * - трiйка Гельфанда, тодi 𝑊 - цилiндричний Вiнерiв-

ський процес на сепарабельному гiльбертовому просторi 𝑈 , 𝑢(𝑡) - стохастичний про-
цес з значеннями в 𝑉 , 𝐴 - нелiнiйний оператор з 𝑉 в 𝑉 * . Нехай 𝐶ℎ = 𝐶((−ℎ, 0], 𝐻0),
тодi 𝑢𝑡 = 𝑢(𝑡+𝑣), 𝑣 ∈ (−ℎ, 0] i 𝑓, 𝑔 - функцiї з 𝐶ℎ в 𝑉 * , а 𝜎 - функцiя з 𝐶ℎ в 𝐿2(𝑈,𝐻0)
.

Тодi, якщо накласти на функцiї 𝑓, 𝜎 умови коерцитивностi та монотонностi, на-
класти на оператор 𝐴 умови коерцитивностi та припустити, що для 𝑔 виконується
умова Лiпшиця зi сталою 𝐿 < 1, то слабкий розв’язок рiвняння (1) iснує i єдиний.
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Оцiнювання параметрiв у моделi
Кокса–Iнгерсолла–Росса за дискретними

спостереженнями
Пронiна Д. В.

Процес Кокса–Iнтерсолла–Росса визначається як єдиний розв’язок стохастично-
го диференцiального рiвняння:

𝑑𝑟𝑡 = (𝑎− 𝑏𝑟𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎
√
𝑟𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑟𝑡|𝑡=0 = 𝑟0 > 0,

де 𝑊 = {𝑊𝑡, 𝑡 ≥ 0} – вiнерiвський процес, 𝑎, 𝑏, 𝜎 – додатнi константи.
Вивчається задача статистичного оцiнювання параметрiв зсуву (𝑎, 𝑏) за дискре-

тними спостереженнями траєкторiї процесу 𝑟. А саме, для кожного натурального
числа 𝑛 розглядається рiвномiрне розбиття вiдрiзка [0, 𝑛] з кроком 𝛿𝑛 = 1

𝑛𝛽 , де
𝛽 > 0. Нехай 𝑡𝑘 = 𝑘

𝑛𝛽 – моменти спостережень, а 𝑚𝑛 = 𝑛𝛽+1 – кiлькiсть спостере-
жень на вiдрiзку [0, 𝑛]. Побудовано оцiнки

𝑎̂𝑛 =
𝜎2

2
·

(︀∑︀𝑚𝑛−1
𝑘=0 𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛

)︀2
𝑛
∑︀𝑚𝑛−1

𝑘=0 𝑟2𝑡𝑘𝛿𝑛 −
(︀∑︀𝑚𝑛−1

𝑘=0 𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛
)︀2 ,

𝑏̂𝑛 =
𝜎2

2
·

𝑛
∑︀𝑚𝑛−1

𝑘=0 𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛

𝑛
∑︀𝑚𝑛−1

𝑘=0 𝑟2𝑡𝑘𝛿𝑛 −
(︀∑︀𝑚𝑛−1

𝑘=0 𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛
)︀2 ,

якi є дискретними аналогами оцiнок ергодичного типу, запропонованих в [1]. За
припущення 𝑎 > 𝜎2, доведено консистентнiсть оцiнок (𝑎̂𝑛, 𝑏̂𝑛) при 𝑛 → ∞. За до-
помогою комп’ютерного моделювання виконано порiвняння побудованих оцiнок з
дискретизованими оцiнками максимальної вiрогiдностi зi статтi [2].
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Асимптотичнi властивостi оцiнок параметрiв моделi
Васiчека за дискретними спостереженнями

О. Д. Приходько, К. В. Ральченко
Розглядається математична модель еволюцiї вiдсоткової ставки, яка була впер-

ше запропонована О. Васiчеком у 1977 роцi [1]:

𝑑𝑋𝑡 = (𝛼− 𝛽𝑋𝑡)𝑑𝑡+ 𝛾𝑑𝑊𝑡, 𝑋𝑡

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑥0 ∈ R, (1)

де 𝑊 = {𝑊𝑡, 𝑡 ≥ 0} — вiнерiвський процес, а параметри 𝛼 ∈ R, 𝛽 > 0 i 𝛾 > 0
фiксованi, але невiдомi. Оцiнювання значень параметрiв 𝛼, 𝛽 i 𝛾 проведено за дис-
кретними спостереженнями 𝑋0, 𝑋ℎ, 𝑋2ℎ, . . . , 𝑋𝑛ℎ з фiксованим додатним кроком
ℎ. Для вказаних параметрiв побудовано такi оцiнки:

𝛽𝑛 =
1

ℎ
ln+

𝜂𝑛 − 𝜉2𝑛
𝜁𝑛 − 𝜉2𝑛

, 𝛼̂𝑛 = 𝜉𝑛𝛽𝑛, 𝛾𝑛 = 2𝛽𝑛
(︀
𝜂𝑛 − 𝜉2𝑛

)︀
, (2)

де

𝜉𝑛 :=
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘ℎ, 𝜂𝑛 :=
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋2
𝑘ℎ, 𝜁𝑛 :=

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘ℎ𝑋(𝑘+1)ℎ, (3)

ln+ 𝑥 =

{︂
ln𝑥, 𝑥 > 1,

0, 𝑥 ≤ 1.

Дослiджено асимптотичну поведiнку оцiнок (𝛼̂𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛) при 𝑛 → ∞. Доведе-
но, що цi оцiнки є строго конзистентними та асимптотично нормальними; знайдено
явний вигляд асимптотичної коварiацiйної матрицi. Якiсть отриманих оцiнок пере-
вiрено на змодельовних траєкторiях процесу 𝑋, який є розв’язком стохастичного
диференцiйного рiвняння (1). Отриманi числовi значення пiдтвердили теоретичнi
результати про строгу конзистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть оцiнок (2).
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Вплив реактивних сил витiкання в задачi про
кутовий рух резервуару з рiдиною

Причантовський Iван Володимирович
Актуальнiсть задач про нелiнiйнi коливання рiдини з вiльною поверхнею важко

переоцiнити. Майже у всiй сучаснiй технiцi використовуються рiдини як паливо
чи вантаж. Наприклад в спортивних автомобiлях маса палива може складати до
п’ятнадцяти вiдсоткiв вiд маси усього автомобiля, тому дуже важливими є розробки
надiйних моделей динамiки систем з рiдиною для передбачення будь-яких ситуацiй.

Розглянуто рух системи резервуар-рiдина в нелiнiйнiй постановцi, з витратою
рiдини i без, пiд дiєю короткотривалого iмпульсу синусоїдальної форми. Абсолю-
тно твердий цилiндричний резервуар з технологiчним отвором на днi закрiплено на
маятниковому пiдвiсi, всерединi резервуару знаходиться iдеальна однорiдна рiдина
з вiльною поверхнею. Резервуар виконує лише кутовi рухи, поступальнi перемi-
щення не розглядалися. Нелiнiйними ефектами витiкання знехтувано. Предметом
дослiдження є вплив реактивних сил витiкання на сумiсний рух динамiчної систе-
ми маятника та рiдини за рiзних початкових умов. Математичну модель [1] по-
будовано на основi варiацiйного формулювання задачi iз застосуванням принципу
Гамiльтона-Остроградського. Для побудови дискретної моделi використано розкла-
ди за формами вiльних коливань рiдини, що є розв’язками лiнiйної задачi.

В задачах, що моделюють рух конструкцiй з рiдиною з витратою в процесi руху,
застосовується пiдхiд «заморожених коефiцiєнтiв», який передбачає лише квазиста-
тичну змiну рiвнянь внаслiдок зниження рiвня заповнення без врахування реактив-
них сил витiкання. Для оцiнки ефективностi такого пiдходу було проведене порiв-
няння результатiв за участi реактивних сил i без них i показано, що врахування
витiкання лише в аспектi змiни рiвня заповнення є недостатнiм.

Список лiтератури

[1] Limarchenko O., Matarazzo G., Yasinsky V. Rotational motion of structures with
tanks, partially filled by liquid. – Kyiv: FADA Ltd, 2003. – 286 p.

Автор

Причантовський Iван Володимирович — студент 4-го курсу, механiко-
математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шев-
ченка, Київ, Україна; E-mail: tekskon@gmail.com

Структура функцiй Морса на занурених сферах
Марiя Олегiвна Роман

Згiдно теорiї Морса довiльну функцiю Морса на многовидi за допомогою опера-
цiй додавання та скорочення критичних точок можна звести до оптимальної. Тому
важливо знати якi структури можливi у оптимальних функцiй. Можливi структури
оптимальних функцiй Морса на поверхнях з межею описано у [1]

Занурена в тривимiрний многовид сфера має природну структуру стратифiко-
ваної множини: 1-стратами є компоненти множини подвiйних точок, а 2-стратами
компоненти доповнень до них. Функцiя 𝑓 : 𝑀 → 𝑅 називається функцiєю Морса
на стратифiкованiй множинi, якщо кожна критична точка, що належить 2-страту
є невиродженою, а критичнi точки обмеження функцiї на 1-страт є невиродженими
критичними точками як для обмеження на 1-страт, так i для омеження функцiї на
замикання компонент перетину 2-стратiв з околом точки [2].

Нашою метою є описати всi можливi топологiчнi структури простих оптималь-
них функцiй Морса на стратифiкованих множинах, що є зануренням двовимiрної
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сфери в тривимiрний многовид без потрiйних точок i з не бiльше нiж двома компо-
нентами зв’язностi множин подвiйних точок.

Нами описано всi можливi структури занурень сфери у тривимiрнi многовиди
зi зв’язною множиною подвiйних точок та двома компонентами множини подвiних
точок . На кожному iз цих просторiв знайденi всi можливi структури оптималь-
них простих функцiй Морса: 6 структур для зв’язної множини подвiйних точок та
1433 структур для двох компонент зв’язностi. Для класифiкацiї цих структур ми
використовуємо графи Рiба для функцiй на замиканнi кожного 2-страта.
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Модифiкований метод випадкової проекцiї для
вирiшення дискретних некоректних задач

О. В. Романенко, О. О. Десятерик
Розглядається наближене рiвняння Ax ≈ b, де матриця A ∈ 𝑅𝑁×𝑁 та вектор

(виходу) b ∈ 𝑅𝑁 – вiдомi, та b = Ax+ 𝜀, 𝜀 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2). Дослiджується задача оцiнки
вектору (входу) x ∈ 𝑅𝑁 . Рандомiзацiя задачi найменших квадратiв дослiджувала-
ся Сарласом для добре обумовлених матриць A. У задачах машинного навчання,
вiдновлення даних за результатами дистанцiйних вимiрювань матриця A часто має
велике число обумовленостi i невизначений чисельний ранг. У роботi [1] дослiджено
модифiкований метод випадкової проекцiї (MRP) для матриць R елементи яких
мають нормальний розподiл 𝒩 (0, 1). У данiй роботi дослiджено методи RP та MRP
для випадку ортонормованої матрицi випадкової проекцiї Ω, отриманої з сингуляр-
ного розкладу матрицi R. Сингулярний розклад матрицi випадкового проектора
запишемо наступним чином R = URSRVT

R, покладемо Ω = UR, як Ω𝑘 – позна-
чимо матрицю, що складена з перших 𝑘 рядкiв матрицi Ω. Для MRP проведено
аналiтичне усереднення помилки ||x*MRP − x||2 за реалiзацiями збурення 𝜀 у ве-
кторi правої частини. Та отримано вираз помилки розв’язку (вiдновлення вхiдних
даних) в залежностi вiд 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑁}, у якому видiлено детермiновану та стоха-
стичну складовi

𝐸𝜀

{︀
||x*MRP − x||2

}︀
=

⃒⃒⃒⃒⃒⃒(︁(︀
(Ω𝑘A)𝑇Ω𝑘A + 𝜆I

)︀−1
(Ω𝑘A)𝑇Ω𝑘

)︁
Ax− x

⃒⃒⃒⃒⃒⃒2
+

𝜎2𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒
(︁
Ω𝑘A

(︁(︀
(Ω𝑘A)𝑇Ω𝑘A+ 𝜆I

)︀−1
)︁𝑇(︁(︀

(Ω𝑘A)𝑇Ω𝑘A+ 𝜆I
)︀−1

A𝑇Ω𝑇
𝑘

)︁)︁
.

Експериментально дослiджено залежнiсть помилки вiдновлення вхiдних даних
вiд кiлькостi рядкiв матрицi випадкового проектора та вiд дисперсiї збурення.
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Approximation of fractional integrals
of Hölder functions

A. Malyarenko, Yu. Mishura, Y. A. Rudyk
Fractional integrals are widely used for solving fractional differential equations and

construction of fractional stochastic calculus. At the same time, it is impossible to
calculate fractional integrals explicitly even for many elementary functions. In our work
we investigate Hölder properties of fractional integrals and then apply them to get the
rate of convergence of integral sums to fractional integrals. Extended theory of fractional
intergration is presented in the book [1], some facts are contained in [2].

Definition[1]. Let the function 𝜙 ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏). The integral(︀
𝐼𝛼𝑎+𝜙

)︀
(𝑥)

def
= 1

Γ(𝛼)

𝑥∫︀
𝑎

𝜙(𝑡)

(𝑥−𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎, where 𝛼 > 0,

is called the left-sided fractional integral of the order 𝛼.
Consider the interval [0, 𝑇 ] and the sequence of uniform partitions 𝜋𝑛 of the interval

[0, 𝑇 ] consisting of points 𝑡𝑘 = 𝑘𝑇/𝑛, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Let 𝑓 : [0, 𝑇 ] → 𝑅. Introduce the
integral sums

𝑆1,𝑛

(︂
𝑘𝑇

𝑛

)︂
=

1

Γ(𝛼)

𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘𝑇

𝑛
−
𝑗𝑇

𝑛

)︂𝛼−1

𝑓

(︂
𝑗𝑇

𝑛

)︂
𝑇

𝑛
,

and

𝑆2,𝑛

(︂
𝑘𝑇

𝑛

)︂
=

1

Γ(𝛼+ 1)

𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︂(︂
𝑘𝑇

𝑛
−

(𝑗 + 1)𝑇

𝑛

)︂𝛼

−
(︂
𝑘𝑇

𝑛
−
𝑗𝑇

𝑛

)︂𝛼)︂
𝑓

(︂
𝑗𝑇

𝑛

)︂
.

Theorem. Assume that 𝑓 ∈ 𝐶𝛽 [0, 𝑇 ] with Hölder constant 𝐶𝛽 , and 𝛼+𝛽 > 1. Then

max
𝑘∈[0,𝑛]

⃒⃒(︀
𝐼𝛼0+𝑓

)︀
(𝑘𝑇/𝑛)− 𝑆𝑖,𝑛 (𝑘𝑇/𝑛)

⃒⃒
≤ 𝐶𝑖𝑛

1−𝛼−𝛽 , 𝑖 = 1, 2,

where 𝐶1 =
(︀
𝐶𝛽𝑇

𝛼+𝛽/𝛼+ ‖𝑓‖𝐶[0,𝑇 ]𝑇
𝛼
)︀
/Γ(𝛼) and 𝐶2 = 𝐶𝛽𝑇

𝛼+𝛽/Γ(𝛼+ 1).
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Математична модель iнвестицiйного страхування та
її реалiзацiя в Excel

Є.А.Рудик,В.П.Зубченко

Проблема та тема iнвестування завжди буде актуальною.Через те,що постає пи-
тання як зберегти i примножити свої заощадження в умовах нестабiльної економiки
в країнi,свiтi ,внаслiдок змiни зовнiшнiх та внутрiшнiх макро/мiкро-економiчних
чинникiв.Iнвестицiйне страхування протягом останнього часу стало одним iз основ-
них та надiйних можливостей для грошових вкладень,яке потребує найменших ри-
зикiв,в порiвняннi з iншими.

Основною метою та практичною частиною курсової роботи є побудова на основi
конкретного прикладу в програмi Excel моделi,графiкiв iнвестицiйного страхування
на срок 10 рокiв та їх порiвняння з можливими iнвестицiями в акцiї рiзних компа-
нiй,депозитами в банках впродовж цього часу.Висновками якої i буде ефективнiсть
такого типу вкладень.
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Рiвностороннi (𝑚− 1)𝑛-кутники на базi
рiвностороннього напiвправильного 𝑛-кутника

М. Є. О. Рудик
Робота присвячена дослiдженню рiвностороннiх 𝑛(𝑚− 1) - кутникiв на базi рiв-

ностороннiх напiвправильних многокутникiв. Цi многокутники утворюють добу-
довою зовнi до рiвностороннього напiвправильного 𝑛-кутника 𝑛 рiвних 𝑚-кутникiв
таким чином, щоб одна їхня сторона збiгалася зi стороною початкового многокутни-
ка. В роботi дослiджено питання невиродженостi рiвностороннiх (𝑚−1)𝑛 - кутникiв
на базi рiвностороннiх напiвправильних многокутникiв та властивостi таких мно-
гокутникiв. На вiдмiну вiд рiвностороннiх 𝑛(𝑚− 1) - кутникiв на базi правильного
многокутника, якi поворотно симетричнi на кут 360∘/𝑛, рiвностороннiх 𝑛(𝑚 − 1)
- кутникiв на базi рiвностороннiх напiвправильних многокутникiв поворотно си-
метричнi на кут 720∘/𝑛. Виявлено, що рiвностороннi (𝑚 − 1)𝑛 - кутники на базi
рiвностороннiх напiвправильних многокутникiв з добудованими многокутниками,
що симетричнi вiдносно прямої, яка мiстить серединнi перпендикуляри до сторiн
основного базового многокутника, мають 𝑛/2 осей симетрiї. Неосновнi базовi мно-
гокутники до рiвностороннього (𝑚− 1)𝑛 - кутника на базi рiвностороннього напiв-
правильного 𝑛-кутника є на чверть правильними. У випадку, коли одна з вершин
такого многокутника потрапляє на серединний перпендикуляр до сторони базового
многокутника, то базовий многокутник, що з’єднує вiдповiднi вершини многоку-
тникiв, що добудовуються, є рiвнокутним напiвправильним.
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Дослiдження напружено-деформованого стану
масивного твердого тiла методом скiнчених

елементiв
Селiванов Данило Михайлович

В’язкопружнi матерiали, такi як твердопаливнi речовини, полiмери i компози-
ти на їх основi, все частiше використовуються в промисловостi. Механiчнi власти-
востi багатьох в’язкопружних матерiалiв дуже часто можна змоделювати в рам-
ках лiнiйної теорiiї в’язкопружностi [1]. Метод скiнченних елементiв – один iз най-
поширенiших обчислювальних методiв. Вiн успiшно адаптований для розв’язання
в’язкопружних задач [2].

Для аналiзу напруженого стану в’язкопружного елементу конструкцiї з кон-
центраторами напруження (отворами) за допомогою адаптованого на в’язкопружнi
задачi методу скiнченних елементiв в роботi побудовано приклади визначення
напружено-деформованого стану масивного елементу конструкцiї. Проведено ана-
лiз довготривалого деформування ортотропної в’язкопружної пластини з централь-
ними отворами та крайовими виточками з урахуванням товщини пластини. Для
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цього побудовано розподiли концентрацiї напружень за товщиною пластини в дис-
кретнi моменти часу.

Для проведення дослiдження були розробленi програмнi комплекси для визна-
чення залежного вiд часу напружено-деформованого стану масивного елементу кон-
струкцiї. Визначальнi спiввiдношення Больцмана–Вольтерра, вираженi в iнтеграль-
нiй формi, що мiстить модулi релаксацiї, перед використанням методу скiнчених
елементiв перетворенi до iнкрементної алгебраїчної форми на часовiй сiтцi. Ця iн-
кременталiзацiя здiйснена в замкненiй формi i зведена до рекурсивної процедури,
що призвело до необхiдностi розв’язання простого набору лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь для отримання розв’язку у випадку в’язкопружного ортотропного матерi-
алу.

Крiм аналiтичних розв’язкiв було проiлюстровано змiни напружень в площинi
пластини та поперечних напружень з часом на лiнiї концентрацiї. Числовi приклади
побудовано для середини лiнiї концентрацiї напружень та її кiнцiв.
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Матрицi Адамара та коди Адамара

Селiванов Д.А.

Матрицi i коди Адамара є важливими об’єктами в теорiї кодування i крипто-
графiї. Вони почали активно вивчатися в серединi 20-го столiття i мають широке
застосування в рiзних галузях науки та технiки (зауважимо, що сам Адамар не ви-
находив цi коди, вiн визначив матрицi Адамара в 1893 роцi, задовго до появи кодiв
з виправленням помилок, якi були винайденi Хеммiнгом в 40-роках 20-го столiття,
цi коди вiдомi також як коди Уолша або Уолша-Адамара). Однiєю з ключових вла-
стивостей матриць Адамара є їх ортогональнiсть та спосiб, яким вони можуть бути
використанi для збiльшення кiлькостi передаваних даних з меншою кiлькiстю пере-
дач. Коди Адамара забезпечують мiнiмальну можливу кiлькiсть помилок при пере-
дачi даних, що робить їх незамiнними в багатьох сферах, зокрема, у криптографiї
та телекомунiкацiях. У роботi я провiв детальний аналiз матриць та кодiв Адамара,
розглянув їх властивостi, застосування та iснуючi проблеми. Дослiдив можливiсть
використання кодiв Адамара для забезпечення безпеки в системах передачi даних.
Незважаючи на те, що залишається ряд нерозв’язаних проблем, повязаних з ви-
користанням матриць i кодiв Адамара, дослiдження цих об’єктiв продовжується i
вони залишаються актуальними в теорiї кодування. В результатi роботи були визна-
ченi сильнi та слабкi сторони матриць та кодiв Адамара, а також їхнi можливостi
в практичному використаннi. Виконанi дослiдження дали змогу зробити висновки
про важливiсть цих об’єктiв у теорiї кодування та криптографiї, а також вiдкрити
для автора новi напрями дослiдження.
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Вивчення залежностi кiнематичних i динамiчних
параметрiв коливань рiдини в залежностi вiд

довжини маятникового пiдвiсу
Слойка Любомир Iгорович

Задачi динамiки резервуарiв з рiдиною мають велике значення в контекстi роз-
витку науки та технiки, оскiльки дозволяють розумiти особливостi руху рiдини в
рiзних умовах та створюють передумови для розробки нових технологiй, що ба-
зуються на використаннi рiдинних середовищ. Вивчення залежностi кiнематичних
i динамiчних параметрiв коливань рiдини вiд довжини маятникового пiдвiсу має
важливе значення для багатьох практичних застосувань, включаючи дизайн суден,
гiдротехнiчних споруд та iнших механiзмiв, що працюють з рiдинами.

Розглянуто задачу сумiсного руху цилiндричного резервуару, частково заповне-
ного iдеальною рiдиною, на маятниковому пiдвiсi пiд дiєю зовнiшнього iмпульсного
навантаження, розляд обмежено випадком кутових рухiв резервуару (точка пiдвiсу
вважається нерухомою). В початковий момент часу система перебуває в положеннi
рiвноваги, на резервуар дiє короткотривалий iмпульс синусоїдальної форми. Ам-
плiтуду iмпульсу пiдiбрано так, щоб хвильовий рух на вiльнiй поверхнi перебував у
нелiнiйному дiапазонi, що вiдповiдає амплiтудам хвиль на вiльнiй поверхнi рiдини
до 0.3 радуса резервуару.

Чисельнi результати отримано на основi широко апробованої математичної мо-
делi [1], в рамках якої враховано 12 форм коливань вiльної поверхнi рiдини. Порiв-
няння результатiв для рiзних довжин пiдвiсiв показало, що зi зростанням довжини
хвильовий рух на вiльнiй поверхнi набуває суттєво нелiнiйного характеру. У всiх
випадках виходу системи на усталений режим руху не спостерiгається.
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Динамiка розв’язку стохастичного неавтономного
логiстичного рiвняння iз пуассонiвським збуренням

Т. Ю. Смiрнова
Нехай задано стохастичне диференцiальне рiвняння, яке описує динамiку попу-

ляцiї iндивiдiв (представлених змiнною 𝑁(𝑡)) протягом часу 𝑡:

𝑑𝑁(𝑡) = 𝑁(𝑡) [(𝑎(𝑡)− 𝑏(𝑡)𝑁(𝑡))] 𝑑𝑡+ 𝛼(𝑡) (𝑁(𝑡) +𝑁2(𝑡)) 𝑑𝜔(𝑡)+

+

∫︁
R

𝛾(𝑡, 𝑧) (𝑁(𝑡) +𝑁2(𝑡)) 𝜈(𝑑𝑡, 𝑑𝑧) , 𝑁(0) = 𝑁0 ,

де 𝑎(𝑡) – iнтенсивнiсть росту популяцiї; 𝑏(𝑡) – коефiцiєнт, який вимiрює силу конку-
ренцiї мiж представниками популяцiї; 𝛼(𝑡) – контролює силу шуму, 𝛾(𝑡, 𝑧) - функцiя,
яка описує вплив стрибка на популяцiю, 𝜔(𝑡) – стандартний одновимiрний вiнерiв
процеc; 𝜈(𝑡, 𝐴) = 𝜈(𝑡, 𝐴)− 𝑡Π(𝐴), 𝜈(𝑡, 𝐴) – мiра Пуассона, яка є незалежною вiд 𝜔(𝑡);
𝑁0 > 0, 𝐸[𝜈(𝑡, 𝐴)] = 𝑡Π(𝐴), Π(𝐴) – скiнчена мiра на борелевих множинах 𝐴 у R.

Схоже рiвняння з iншою залежнiстю шуму i стрибка вiд 𝑁(𝑡) було проаналiзо-
вано в [1].

Доведено наступнi теореми, що дають умову для iснування та єдиностi глобаль-
ного додатного розв’язку, та умову вiдсутностi (асимптотичного) експоненцiйного
росту популяцiї:

Теорема 1 Для довiльного невипадкового початкового значення𝑁(0) = 𝑁0 > 0,
якщо 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝛼(𝑡) – обмеженi, неперервнi функцiї на [0,+∞), 𝑏inf > 0, 𝛾(𝑡, 𝑧) –
обмежена, неперервна по 𝑡 функцiя, inf 𝛾(𝑡, 𝑧) > 0, Π(R) < ∞, то iснує єдиний
розв’язок 𝑁(𝑡) рiвняння (1), який є глобальним i P[𝑁(𝑡) > 0] = 1.

Теорема 2 При виконаннi умови Теореми 1 маємо

lim
𝑡→∞

ln𝑁(𝑡)

𝑡
≤ 0 , м.н.
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"Рiвень злипання" та його зв’язок з фактом
залежностi випадкових величин

В.В. Сорочинський
Факт залежностi випадкових величин не завжди є очевидним, але незважаючи

на це є важливим. Розглянемо до прикладу двi послiдовностi:

10010010100101110
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У другiй послiдовностi однаковi значення збираються у бiльшi кластери, тобто
рiвень "злипання" тут бiльший. Виявлення феномену невипадкового злипання може
покращити прогнози та сформувати глибше розумiння про природу дослiджуваного
об’єкту.

У роботi його визначено як: max
𝑝𝜖[0;1]

(𝑝(𝑠1,1+𝑠0,0) * (1− 𝑝)(𝑠0,1+𝑠1,0 ), де

𝑠1,1− кiлькiсть 1 пiсля 1, 𝑠1,0− кiлькiсть 0 пiсля 1, 𝑠0,1− кiлькiсть 1 пiсля 0,
𝑠0,0− кiлькiсть 0 пiсля 0

Метою роботи є виявлення факторiв, якi здатнi впливати на дане явище, роз-
робка механiзму присвоєння рiвня "злипання" послiдовностям.

Послiдовностi цього типу можна розглядати як реалiзацiю ланцюга Маркова.
Основна iдея роботи − це розробка методiв, що вiдповiли б на питання, чи є да-
на послiдовнiсть реалiзацiєю ланцюга Маркова, або ж це реалiзацiя послiдовностi
незалежних випадкових величин.

У роботi запропоновано 3 авторськi методи та ще один на основi розподiлу XI
квадрат. Методи були реалiзованi мовою програмування Python та R, протестованi,
порiвнянi та є валiдними. З’ясованi переваги та недолiки кожного з них.
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Кодування структур потокiв з особливiстю на межi
однозв’язної областi
Сергiй Олегович Стась

При вивченнi топологiчних структур функцiй та потокiв часто повним тополо-
гiчним iнварiантом є граф, що надiлений деякою додатковою iнформацiєю [1].

Ми розглядаємо потоки на компактнiй двовимiрнiй однозв’язнiй областi, що
мають скiнчене число сепаратрис та єдину особливу точку, яка лежить на межi
областi. Для класифiкацiї таких потокiв ми використовуємо повний топологiчний
iнварiант, який є орiєнтованим кореневим деревом на верхнiй пiвплощинi, у якого
видiленi деякi ребрами. Це дерево є двоїстим графом до множини сепаратрис, орi-
єнтацiя ребер задається орiєнтацiєю сепаратрис, а видiленi ребра вiдповiдають за
параболiчнi сектори. Такi дерева будемо зображати на площинi так, що при русi з
будь-якої точки дерева у напрямку кореня, його ордината спадає.

Нами побудовано код, який записує iнформацiю про число ребер направлених
до гори для кожної вершини. Орiєнтацiя ребер задається за допомогою верхнiх
рисок над вiдповiдними числами, а видiленi ребра — за допомогою штрихiв. Для
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отримання топологiчної класифiкацiї потокiв за допомогою кодiв нами доведено
критерiй еквiвалентностi потокiв, описанi властивостi кодiв та доведено теорему
реалiзацiї про те, коли набiр чисел є кодом потоку.

Ми використовуємо отриману класифiкацiю для обчислення числа топологiчно
не еквiвалентних потокiв iз заданим числом сепаратрис. Зокрема, нами знайдено
понад 160000 рiзних структур потокiв, у яких не бiльше 7 сепаратрис.
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Моноїд 𝐺𝑛 та його властивостi
Ю.О. Степанова

Полiциклiчнi iнверснi моноїди були введенi у роботi Нiва, Перро [1] та знайшли
застосування у багатьох областях математики, зокрема у теорiї 𝐶*–алгебр [2], [1].

Полiциклiчний моноїд 𝑃𝑛, 𝑛 ≥ 2, визначається як моноїд з нулем за допомогою
зображення

𝑃𝑛 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎−1
1 , . . . , 𝑎−1

𝑛 : 𝑎−1
𝑖 𝑎𝑖 = 1 та 𝑎−1

𝑖 𝑎𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗⟩.

Ненульовi елементи 𝑃𝑛 можуть бути зображенi у виглядi 𝑥𝑦−1, де 𝑥, 𝑦 — елементи
𝐴*𝑛, вiльного моноїда на множинi твiрних 𝐴𝑛 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}.

Ми розглядаємо пiдмножину елементiв 𝑃𝑛 вигляду

𝐺𝑛 = {𝑥𝑦−1 ∈ 𝑃𝑛 : |𝑥| = |𝑦|} ∪ {0}.

Теорема 1. а) 𝐺𝑛 є iнверсним пiдмоноїдом 𝑃𝑛.
б) Множина всiх iдемпотентiв 𝐺𝑛 має вигляд {𝑥𝑥−1 : 𝑥 ∈ 𝐴*𝑛}.

Структуру iнверсного моноїда 𝐺𝑛 можна описати за допомогою вiдношень Грi-
на.

Теорема 2. Вiдношення Грiна в iнверсному моноїдi 𝐺𝑛 мають вигляд
а) 𝑥𝑦−1ℒ𝑢𝑣−1 ⇐⇒ 𝑦 = 𝑣;
б) 𝑥𝑦−1ℛ𝑢𝑣−1 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑦;
в) 𝑥𝑦−1ℋ𝑢𝑣−1 ⇐⇒ 𝑥𝑦−1 = 𝑢𝑣−1;
г) 𝑥𝑦−1𝒟𝑢𝑣−1 ⇐⇒ 𝜇(𝑥𝑦−1) = 𝜇(𝑢𝑣−1);
д) 𝒟 = 𝒥 .

Список лiтератури

[1] M. Nivat, J.-F. Perrot, Une generalisation du monoide bicyclique, Comptes Rendus
de L’Academie des Sciences de Paris, Vol. 271 (1970), P. 824-827.

58



[2] O. Bratteli, P. E. T. Jorgensen, Iterated function systems and permutation
representations of the Cuntz algebra, Memoirs of the A.M.S. No. 663, 1999.

[3] D.G. Jones, Polycyclic monoids and their generalisations, Math. and Comp. Science,
2011, 166 p.

Автори

Юлiя Олександрiвна Степанова — студентка 2-го курсу магiстратури,
механiко-математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi
Тараса Шевченка, Київ, Україна; E-mail: juliastepanova10@gmail.com

Використання моделей процесiв Пуассона для
виявлення нетипової поведiнки

Сторожук А.О.

За даними компанiї McAfee, у 2018 роцi кiберзлочини, бiльшою частиною яких є
фiнансове шахрайство, коштували свiту приблизно 600 мiльярдiв доларiв США, що
становить 0,8% свiтового ВВП. За прогнозами компанiї McKinsey, глобальнi збитки
через шахрайство з переказами мiж банкiвськими картками можуть сягнути 44
мiльярдiв доларiв США до 2025 року.

Першим кроком банкiв та фiнансових установ до виявлення шахрайства була
звичайна мануальна перевiрка. Цей метод має певнi обмеження. Ручна перевiрка
ефективна для виявлення аномалiй, що вiдповiдають вже вiдомим закономiрностям,
але вона не показує себе так само добре з досi невiдомими закономiрностями. Зро-
стаюча складнiсть цифрових атак i креативнiсть кiбер-зловмисникiв роблять цей
метод виявлення менш ефективним i бiльш ресурсо затратним, тому є необхiднiсть
у розробцi i використаннi нових методiв для виявлення шахрайських транзакцiй.

В роботi були використанi методи машинного навчання та моделi процесiв Пу-
ассона для виявлення шахрайських транзакцiй якнайточнiше. Було розглянуто 3
моделi процесiв Пуассона: однорiдний процес (𝜆(𝑡) = 𝜆), неоднорiдний процес з лi-
нiйною функцiєю iнтенсивностi (𝜆(𝑡) = 𝑎+𝑏𝑡), неоднорiдний процес з квадратичною
функцiєю iнтенсивностi (𝜆(𝑡) = 𝑎+𝑏𝑡+𝑐𝑡2). Серед методiв машинного навчання були
використанi вiдомi методи LightGBM(https://lightgbm.readthedocs.io/en/latest/ - Li-
ght Gradient Boosting Machine) та XGBoost(https://xgboost.readthedocs.io/en/latest/
- Extreme Gradient Boosting)

Усi методи показали гарну ефективнiсть у виявленнi шахрайських транзакцiй.
Щодо процесiв Пуассона, були розглянутi доволi простi функцiї iнтенсивностi, тому
справедливим є припущення, що моделi з бiльш складними функцiями iнтенсивно-
стi можуть покращити результат. Методи машинного навчання показали майже
iдеальний результат.
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Узагальнена напiвгрупа Джонса та її властивостi
I.О. Сулима

Ми розглядаємо узагальнену бiциклiчну напiвгрупу

𝐵𝑛 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑛𝑏 = 1⟩

та узагальнену напiвгрупу Джонса

𝐴𝑛 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎(𝑛+1)𝑏 = 𝑎⟩.

Вони є узагальненнями бiциклiчної напiвгрупи 𝐵 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑏 = 1⟩ та аналогiчної до
неї напiвгрупи 𝐴 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎2𝑏 = 𝑎⟩, вiдкритої П.Р. Джонсом у 1927 роцi. Розв’язано
проблему слiв для цих типiв напiвгруп. Доведено, що при 𝑛 ≥ 2 напiвгрупа 𝐵𝑛 є
бiпростою правою iнверсною, але не iнверсною напiвгрупою, i що напiвгрупа

𝐶 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎2𝑏 = 𝑎, 𝑎𝑏2 = 𝑏⟩

є найменшим безiдемпотентним гомоморфним образом 𝐴𝑛.
Отримано опис вiдношень Грiна цiєї напiвгрупи.
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Математичне моделювання динамiки страхового
сектору економiки України
Б. М. Танасюк, В. П. Зубченко

У зв’язку з динамiчнiстю розвитку страхового ринку виникає необхiднiсть ве-
сти постiйний монiторинг його функцiонування для виявлення закономiрностей,
проблемних аспектiв, змiн показникiв за рiзними видами страхування, оптимальної
кiлькостi страхових компанiй, що зможуть задовольняти потреби страховикiв.

Останнi роки вiдчувається суттєвий вплив зовнiшнiх факторiв на динамiку стра-
хового ринку України, зокрема вплив коронакризи, починаючи з березня 2019 року,
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та безпосередньо вплив воєнних дiй на територiї України, що зумовленi росiйським
вторгненням, з лютого 2022 року. Це призводить до змiн у розвитку страхового
сектору.

Головною метою роботи є характеристика стану та основних тенденцiй розвитку
страхового ринку України, якi визначаються через його показники, на основi 5
останнiх рокiв, а саме: 2018-2022 та прогнозування подальшої динамiки страхової
сфери.

У роботi визначено мiсце страхового ринку у фiнансовiй системi України. Про-
ведений аналiз основних тенденцiй розвитку страхового сектору, починаючи з до-
коронавiрусного часу, закiнчуючи перiодом воєнного стану на територiї України,
за такими основними показниками: кiлькiсть та концентрацiя страхових компанiй,
динамiка та обсяги активiв, валових i чистих страхових премiй, страхових виплат,
сформованих страхових резервiв, сплачених статутних капiталiв. Проведено порiв-
няльний аналiз макроекономiчних iндикаторiв розвитку страхового ринку, таких
як: проникнення страхування, щiльнiсть страхування, рiвень страхових виплат, з
їх оптимальними значеннями. Проаналiзовано ймовiрну подальшу динамiку розви-
тку страхового сектору України.
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Властивостi зважених сум випадкових процесiв iз
класiв 𝑉 (𝜙, 𝜓)

Дмитро Тихоненко, Ростислав Ямненко

Вивчається оцiнка ймовiрностi виходу суми зважених деякими неперервними
функцiями 𝑤𝑖(𝑡) незалежних випадкових процесiв {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} iз класiв 𝑉 (𝜙,𝜓),
означених на компактнiй множинi, за рiвень 𝜖 > 0, заданий деякою непервною
кривою {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}, що монотонно зростає. Тобто ми дослiджуємо таку ймовiрнiсть

𝑃

(︃
sup
𝑡∈𝑇

[︃∑︁
𝑖

𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

]︃
> 𝜖

)︃
.

Клас 𝑉 (𝜙,𝜓) мiстить 𝜓-субгауссовi випадковi процеси, прирости яких є 𝜙-
субгауссовими, де N-функцiя Орлiча 𝜙 пiдпорядкована N-функцiї Орлiча 𝜓.

Властивостi 𝜙-субгауссових випадкових величин було розглянуту в книзi [1].
Отримана оцiнка узагальнює узагальнює результати, отриманi в роботах [2, 3].

Як приклад, розглядається зважена лiнiйними ваговими функцiями сума про-
цесiв узагальненого субгауссового процесу дробового броунiвського руху. Надалi
задача оцiнки такої ймовiрностi буде поширена для iнших типiв процесiв та випад-
кових полiв.
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Неавтономна стохастична модель хижак-жертва з
функцiональною вiдповiддю Ватта

Ткач В.С.
Розглядається стохастична система⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑥(𝑡) =
(︁
𝑥(𝑡)[𝑎1(𝑡)− 𝑏1(𝑡)𝑥(𝑡)]− 𝑐1(𝑡)𝑦(𝑡)

[︁
1− exp{− 𝑐(𝑡)𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡)𝑚
}
]︁)︁
𝑑𝑡

+𝜎1(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡),

𝑑𝑦(𝑡) =
(︁
−𝑎2(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑐2(𝑡)𝑦(𝑡)

[︁
1− exp{− 𝑐(𝑡)𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡)𝑚
}
]︁)︁
𝑑𝑡

+𝜎2(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡)).

(1)

де x(t) and y(t) - функцiї часу, що представляють щiльнiсть популяцiї жертви та
хижака„ 𝑎1(𝑡) – iнтенсивнiсть росту популяцiї жертви, 𝑏1(𝑡) – коефiцiєнт який ви-
мiрює силу конкуренцiї мiж представниками популяцiї жертв, 𝑐1(𝑡) – максимальна
кiлькiсть жертв, яку може з’їсти хижак за одиницю часу, 𝑐2(𝑡) - ефективнiсть кон-
версiї, за допомогою якої новi хижаки впроваджуються в систему через споживання
здобичi, 𝑎2(𝑡) iнтенсивнiсть смертностi хижака, 𝑊1(𝑡), 𝑊2(𝑡) - незалежнi стандартнi
броунiвськi рухи. Стохастична система (1) описує динамiку популяцiї, її розв’язок
має бути додатним i не вибухати за скiнченний час. Доведено наступнi теореми.

Теорема 1. Нехай функцiї 𝑎𝑖(𝑡),𝑐𝑖(𝑡), 𝜎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 𝑐(𝑡), 𝑏1(𝑡) є неперервними,
обмеженими i додатними, 𝑏1𝑖𝑛𝑓>0. Tодi система (1) має єдиний додатний глобаль-
ний розв’язок на iнтервалi [0,∞) для будь-якої початкової умови (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑅2

+.
Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 i 𝑐𝑖𝑛𝑓>0, 𝑐1𝑖𝑛𝑓>0. Якщо 0

< m < 1, , то для будь-яких 𝑝1 > 0, 𝑝2 ≥0 маємо таку оцiнку для будь-якого
початкового значення (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑅2

+: lim sup
𝑡→∞

(ln[𝑥(𝑡)𝑝1𝑦(𝑡)𝑝2 ])/(ln 𝑡) ≤ 𝑝1 + 𝑝2 м.н.

Крiм того, для всiх m > 0, ми маємо наступну оцiнку швидкостi росту популяцiї
жертви lim sup

𝑡→∞
(ln𝑥(𝑡))/(ln 𝑡)) ≤ 1 м.н.
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Вiльнi коливання конiчної оболонки з жорстко
закрiпленими торцями

Ткаченко Данило Олегович

На практицi широке застосування знайшли оболонки, якi мають складну гео-
метрiю, наприклад, некруговий перерiз, конiчнiсть, отвори, ребра жорсткостi та
iнше. При створенi таких конструкцiй необхiдно проводити попереднi дослiдження
мiцностi та стiйкостi. Особливу уваги треба придiлити розрахункам частот i форм
вiльних коливань оболонок для проведення вiдповiдних заходiв, щодо уникнення
або виведення конструкцiї з резонансних режимiв, якi можуть спричинити руйну-
вання. Динамiчнi характеристики оболонкових конструкцiй можна встановлюва-
ти як чисельними [2] так i експериментальними методами [1], при цьому останнiй
метод потребує виготовлення масштабованої моделi оболонки з реального матерiа-
лу, громiздкої пiдготовки до експерименту, значних затрат часу та коштiв. Одним
iз чисельних методiв є метод скiнченних елементiв (МСЕ), який застосовується в
сучасних програма для iнженерного аналiзу, наприклад, в програмi FEMAP. За-
значений програмний комплекс використовується при розрахунках частот i форм
вiльних коливань конiчної оболонки iз значенням кута розхилу 𝛼 = 100 [1]. Да-
на робота присвячена дослiдженню вiльних коливань жорстко закрiпленої по обом
торцям конiчної кругової оболонки з кутом розхилу 𝛼 = 100 та порiвнянню отрима-
них результатiв з результатами розрахунку еквiвалентної по масi конiчної оболонки
[2], такої самої геометрiї, з такими самими фiзико-механiчними характеристиками
та жорстко закрiпленим одним торцем. В результатi розрахункiв реалiзованих в
середовищi програмного комплексу FEMAP отримано частоти та форми вiльних
коливань дослiджуваної конiчної оболонки, проведена класифiкацiя форм коли-
вань, встановлена залежнiсть частоти вiд кiлькостi закрiплених торцiв оболонки.
Отриманi результати можуть бути використанi для оцiнки допущень побудованих
iнших теоретичних та експериментальних моделей.
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Моделювання процесiв Левi
В. Ю. Трохiна

Процеси Левi використовуються у рiзних галузях, зокрема в актуарнiй та фiнан-
совiй математицi при моделюваннi ринкових коливань як для управлiння ризиками,
так i для цiлей цiноутворення опцiонiв. Популярнiсть застосування процесiв Левi
обґрунтована тим, що побудованi на них моделi динамiки цiн є бiльш реалiстичними
та надають краще бачення ризику у порiвняннi з традицiйними моделями на осно-
вi дифузiї. Тож метою даної роботи є дослiдження процесiв Левi, рiзних методiв
моделювання та реалiзацiя деяких з них.

Для моделювання було взято конкретний випадок процесу Левi, а саме симе-
тричний 𝛼-стiйкий процес 𝑋𝑡 з характеристичною трiйкою (0, 𝜈, 0). Закон приростiв
такого процесу вiдомий, вiдповiдно, iснує можливiсть змоделювати дискретизова-
ну траєкторiю, проте, щоб отримати бiльш точний результат, його траєкторiя бу-
ла побудована шляхом апроксимацiї складеним процесом Пуассона з вiдкиданням
стрибкiв, менших за деякий рiвень 𝜀, тобто

𝑋𝜀
𝑡 =

∑︁
𝑠≤𝑡

Δ𝑋𝑠1𝜀≤|Δ𝑋𝑠|<1 − 𝑡

∫︁
𝜀≤|𝑥|≤1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) +
∑︁
𝑠≤𝑡

Δ𝑋𝑠1|Δ𝑋𝑠|≥1. (1)

Точнiсть наближення (1) також можна покращити апроксимацiєю малих стриб-
кiв процесу броунiвським рухом:

𝑋̃𝜀
𝑡 = 𝑋𝜀

𝑡 + 𝜎(𝜀)𝑊𝑡.

Окрiм цього буде побудувана так звана "динамiчна зрiзка":

𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1 +
∑︁

𝑠≤𝑇/𝑛

Δ𝑋𝑠1(𝑠/𝑇 )𝜅≤|Δ𝑋𝑠|≤1 −
𝑡∫︁

0

𝑐𝛼

∫︁
(𝑠/𝑇 )𝜅≤|𝑥|≤1

|𝑥|−1−𝛼𝑑𝑥+

+
∑︁
𝑠≤𝑡

Δ𝑋𝑠1|Δ𝑋𝑠|≥1.
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Математична модель iнвестицiйного страхування
Є.В. Удод, В.П. Зубченко

Iнвестицiйне страхування життя (далi IСЖ) або, так званий за межами України
Unit-linked – змiшаний iнвестицiйно-страховий продукт. Вiн поєднує у собi страху-
вання життя клiєнта та вкладення у фiнансовi активи.

Головною метою роботи є дослiдження даного виду страхування та визначен-
ня найоптимальнiших шляхiв iнвестування страхових резервiв з метою отримання
прибутку. Отже, було проаналiзовано доступнi напрями iнвестування на основi по-
ложення [1]. Як наслiдок, побудовано математичну модель IСЖ. Основою моделi
є класичнi актуарнi методи обчислення страхових премiй та резервiв [2]. За допо-
могою побудованої моделi було визначено особливостi впливу тої чи iншої страте-
гiї iнвестування на величину майбутнього прибутку. Дослiдження проводилися на
основi положень Закону України про страхування [3].

У результатi, виявлено, що найбiльш розповсюджений серед українського на-
селення спосiб iнвестування – банкiвський депозит, – далеко не найприбутковiший.
Також через зростання iнфляцiї набувають популярностi iнвестицiї в метали, а саме
– в золото. Вкладення в нерухомiсть дають можливiсть добре примножити капiтал,
проте враховуючи ситуацiю в країнi, - це занадто ризиково. Найбiльш прибутковим
виявилося iнвестування в цiннi папери, а саме – в акцiї. Але варто брати до уваги те,
що даний вид iнвестицiй передбачає iстотнi ризики та вимагає peтельного аналiзу
ринку. Отже, чим вище очiкуваний прибуток, тим бiльшi i ризики.
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Побудова системи управлiння ризиками страхової
компанiї зi страхування життя

К.М. Удовик, В.П. Зубченко
Робота присвячена створенню системи управлiння ризиками для страхової ком-

панiї, яка займається страхуванням життя. Ця тема є дуже актуальною, оскiльки
страхування життя є одним з найбiльш вiдповiдальних видiв страхування.
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Система управлiння ризиками включає аналiз та оцiнку ризикiв, визначення
стратегiї управлiння ризиками, вибiр та застосування методiв управлiння ризика-
ми, монiторинг та контроль ризикiв. Для цього необхiдно провести аналiз фiнансо-
вої стiйкостi компанiї, оцiнити фiнансовi ризики та ризики страхування життя та
провести моделювання ймовiрностi настання ризикiв.

Одним з ключових етапiв роботи є розгляд iнструментiв та методiв, що вико-
ристовуються для управлiння ризиками у цiй сферi. Розглянуто рiзнi пiдходи та
методики, такi як оцiнка ризикiв, страховi премiї, резервування та перестрахуван-
ня.

Розробка ефективної системи управлiння ризиками для страхової компанiї зi
страхування життя потребує iнтеграцiї багатьох факторiв, включаючи аналiз ри-
зикiв, розробку стратегiй управлiння ризиками та їх реалiзацiю. Це дозволить за-
безпечити максимальний захист iнтересiв страхової компанiї та її клiєнтiв. Iншим
важливим етапом є регулярний монiторинг ризикiв та впровадження вiдповiдних
заходiв щодо їх управлiння.

Для розробки системи управлiння ризиками ми використовуємо практичний
кейс страхової компанiї зi страхування життя "LifeShield"[1]. Пiсля аналiзу фiнан-
сової стiйкостi компанiї та оцiнки ризикiв страхування життя розроблено страте-
гiї та заходи щодо управлiння ризиками, включаючи вибiр i застосування методiв
управлiння ризиками, монiторинг i контроль ризикiв.

Список лiтератури

[1] LifeShield National Insurance Company is a life, accident and health insurance
company and has been domiciled in Oklahoma since 1982.

Автори

Катерина Миколаївна Удовик — студентка 4-го курсу, механiко-
математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса
Шевченка, Київ, Україна;; E-mail: k.udovyk@knu.ua

Володимир Петрович Зубченко — канд. фiз.-мат. наук, доцент кафедри тео-
рiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики, механiко-математичний фа-
культет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Украї-
на;; E-mail: volodymyr.zubchenko@knu.ua

Дослiдження динамiки iнструменту своп процентної
ставки

Д.В.Федак, В.П.Зубченко
Своп процентної ставки використовується учасниками ринку, перш за все для

хеджування змiн процентних ставок. Крiм того, процентнi свопи також викори-
стовуються для iнвестування та зменшення витрат фiнансування. Частка всiх цих
операцiй у свiтовому валютному ринку становить близько 1 275 мiльярдiв доларiв
США в день, незважаючи на це, в Українi ринок процентних свопiв недостатньо
розвинений. Вiдсутнiсть в Українi ринку грошових деривативiв призводить до сут-
тєвих прогалин у застосуваннi процентних свопiв, тому дослiдження цiєї теми є,
безумовно, актуальним.

Метою i завданням курсової роботи є: дослiдження причин i механiзму син-
тезу процентних свопiв на прикладi кривої дохiдностi Свенссона, з побудовою в
Excel кривої безкупонної дохiдностi за певний перiод; аналiз динамiки iнструменту
своп процентної ставки; реалiзацiя розрахунку справедливої вартостi свопу iндексу
UONIA.
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Централiзатори лiнiйних та якобiанних
диференцiювань в алгебрi Лi всiх диференцiювань

кiльця многочленiв вiд кiлькох змiнних
Цвiк А. С.

Централiзатором диференцiювання 𝐷, яке належить алгебрi Лi всiх диферен-
цiювань кiльця многочленiв 𝑊𝑛(𝐾), де 𝐾 — алгебраїчно замкнене поле характери-
стики нуль, називається множина 𝐶𝑊𝑛(𝐾)(𝐷) = {𝐷1 ∈ 𝑊𝑛(𝐾) | [𝐷,𝐷1] = 0}, де
[𝐷,𝐷1] = 𝐷𝐷1 −𝐷1𝐷.

З використанням результатiв роботи [1], але дещо iншими методами було оха-

рактеризовано централiзатор лiнiйного диференцiювання 𝐷2 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑛−𝑖+1
𝜕

𝜕𝑥𝑖
для

парних 𝑛 = 2𝑘. Вiдзначимо, що знання таких централiзаторiв є необхiдним для
знаходження централiзаторiв в 𝑊𝑛(𝐾) довiльних лiнiйних диференцiювань, тобто
диференцiювань вигляду 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓𝑖𝜕𝑖, 𝑓𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐾.

Це дозволить знаходити централiзатори iнших диференцiювань, якi за допомо-
гою автоморфiзмiв кiльця многочленiв зводяться до 𝐷2.

Для якобiанних диференцiювань, якi визначаються за правилом: 𝐷𝑓 (ℎ) =
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕ℎ
𝜕𝑥

для довiльного ℎ ∈ 𝐾[𝑥, 𝑦], 𝐷𝑓 ∈𝑊2(𝐾) з використанням результатiв
роботи [2] були розглянутi деякi спiввiдношення мiж централiзаторами рiзних
якобiанних диференцiювань 𝐷𝑓 i 𝐷𝑔 , якi комутують мiж собою.
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Складнiсть проблеми слiв в групi Григорчука
Чорноморець Матей Юрiйович

Проблемою слiв для скiнченнопородженої групи 𝐺 з множиною твiрних елемен-
тiв 𝑆 називають проблему розпiзнавання мови

WP𝐺 = {𝑤 ∈ (𝑆 ∪ 𝑆−1)* |𝑤 = 𝑒 в групi 𝐺}.

Вiдомо, що мова WP𝐺 є регулярною тодi i лише тодi, коли група 𝐺 є скiнченною
[1], i є контекстно-вiльною тодi i лише тодi, коли група 𝐺 є вiртуально вiльною [3].
Для скiнченно породжених абелевих груп проблема розв’язується за час 𝑂(𝑛 log𝑛)
машинами Тюрiнга з однiєю стрiчкою, а для нiльпотентних та гiперболiчних груп
за час 𝑂(𝑛) машинами Тюрiнга з кiлькома стрiчками.

Ми розглянули проблему слiв у групi Григорчука, яка не належить до жодно-
го з перелiчених вище класiв груп. Її твiрнi задаються рекурсивно, а сама гру-
па є 2-групою, не є скiнченнозаданою i має промiжний (бiльший за полiномiаль-
ний, але менший за експоненцiйний) ступiнь зростання. В [2] побудовано алго-
ритм, що розв’язує проблему слiв у цiй групi за час 𝑂(𝑛 log𝑛). Ми довели, що вона
розв’язується детермiнованою машиною Тюрiнга за лiнiйний час.

Теорема 1. Iснує машина Тюрiнга з 3 стрiчками, що розв’язує проблему слiв у
групi Григорчука за лiнiйний час.

Вiдповiдна машина Тюрiнга, реалiзована на симуляторi, доступна за посилан-
ням: http://turingmachinesimulator.com/shared/ltdmuorblt.
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Реакцiя конструкцiї з рiдиною на дiю послiдовностi
силових iмпульсiв в керованому i некерованому

рухах
Шрубковський Олександр Вiталiйович

Розглядається задача про сумiсний рух конструкцiї з рiдиною з вiльною по-
верхнею. В бiльшостi таких задач, якi мають практичне значення, спостерiгається
рух рiдини в нелiнiйному дiапазонi збурень, що призводить до суттєвого впливу
руху рiдини на рух конструкцiї-носiя. Метою керування рухом такими системами
є зменшення такого впливу. Особливу складнiсть при реалiзацiї такого керуван-
ня набувають випадки, коли на систему дiє послiдовнiсть силових iмпульсiв, що
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призводить до того, що при надходженнi наступного iмпульсу залишаються невi-
домими початковi умови, що значно ускладнює визначення алгоритму керування.
Для опису вихiдної системи використовується нелiнiйна динамiчна модель сумiсно-
го руху конструкцiї з рiдиною, в якiй за параметри прийнято амплiтуди збурення
форм коливань рiдини. Така модель пройшла широку апробацiю для рiзних ти-
пiв навантажень i способiв обмеження руху конструкцiй. Для створення алгоритму
керування використовується метод компенсацiї силового вiдгуку рiдини на стiнки
резервуару в її збуреному русi, яка вже була успiшно застосована для рiзних форм
силових iмпульсiв i гармонiчного навантаження.

Методика керування була успiшно застосована для задачi про дiю на систему
конструкцiя-рiдина (цилiндричний резервуар, частково заповнений iдеальною рiди-
ною) [1]. Конструкцiя рухається в горизонтальнiй площинi пiд дiєю послiдовностi
двох однакових рiзнополярних силових iмпульсiв, якi у пiдсумку надають системi
нульову кiлькiсть руху. За умови вiдсутностi керування в системi залишаються сут-
тєвi збурення на вiльнiй поверхнi, якi обумовленi проявом iнерцiї рiдини, проте у
випадку керованого руху на основi компенсацiї силового вiдгуку рiдини на стiнки
резервуара резервуар стоїть нерухомо.
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Асимптотична нормальнiсть оцiнок параметрiв
змiшаного дробового броунiвського руху з

розширенням на випадок тренду
Яковлєв Микита Сергiйович, Ральченко Костянтин Володимирович
Нами дослiджується наступна модель змiшаного дробового броунiвського руху:

𝑋𝑡 = 𝜎𝑊𝑡 + 𝜅𝐵𝐻
𝑡 , 𝑡 ≥ 0, (1)

де 𝑊𝑡 – вiнерiвський процес, 𝐵𝐻
𝑡 – дробовий броунiвський рух з параметром Херста

𝐻 ∈ (0, 1), 𝑊𝑡 та 𝐵𝐻
𝑡 – незалежнi. Задача полягає в оцiненi невiдомих параметрiв

(𝐻,𝜎, 𝜅) за спостереженнями {𝑋𝑘ℎ, 𝑘 ∈ (0, 1, 2, . . . )} , ℎ > 0.
У роботi [1] автори дослiджували наступну модель змiшаного дробового броу-

нiвського руху за наявностi тренду:

𝑋𝑡 = 𝜃𝑡+ 𝜎𝑊𝑡 + 𝜅𝐵𝐻
𝑡 , 𝑡 ≥ 0, (2)

та проводили одночасне оцiнювання невiдомих параметрiв (𝐻,𝜎, 𝜅, 𝜃).
Наша дослiджувана модель (1) є частковим випадком (2) при 𝜃 = 0. Конси-

стентнi оцiнки невiдомих параметрiв (𝐻,𝜎, 𝜅, 𝜃) отриманi в [1] для (2) можуть бути
застосованi в (1). Ми показазали, що вiдповiднi оцiнки будуть асимптотично нор-
мальними для моделi (1) за 𝐻 ∈ (0, 1

2
) ∪ ( 1

2
, 3
4
). Отриманi результати можуть бути
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узагальненi й на модель (2) з обмеженнями на iндекс 𝐻 ∈ (0, 1
2
). Ми також до-

слiдили поведiнку побудованих оцiнок чисельними методами за допомогою методу
Монте-Карло.

Список лiтератури

[1] A. Kukush, S. Lohvinenko, Y. Mishura, and K. Ralchenko, Two approaches to consi-
stent estimation of parameters of mixed fractional Brownian motion with trend,
Statistical Inference for Stochastic Processes 25 (2021), no. 1, 159–187.

Автори

Яковлєв Микита Сергiйович — аспiрант 3-го курсу, механiко-математичний
факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ,
Україна; E-mail: mykyta.yakovliev@gmail.com

Ральченко Костянтин Володимирович — Доктор фiзико-математичних
наук, доцент кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики,
механiко-математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Та-
раса Шевченка, Київ, Україна; E-mail: kostiantynralchenko@knu.ua

70



Секцiя «Прикладна
математика, комп’ютернi
науки, iнженерiя
програмного забезпечення,
системний аналiз»

Математичне моделювання P&L iнвестицiйного
портфелю

Зубченко В.П., Антiп’єв I.Ю.
Iнвестицiї в фондовий ринок давно стали альтернативою державним пенсiйним

накопиченням. В той час як найпопулярнiшими залишаються диверсифiкованi фон-
довi iндекси, ринок опцiонiв набирає широку популярнiсть серед фiзичних осiб. У
роботi розглянемо портфель що складається з акцiй та опцiонiв, розглянемо сцена-
рiї за яких опцiони можуть стати в нагодi та як це впливає на ризик портфелю.

В якостi моделi поведiнки цiни акцiї було розглянуто Броунiвський рух[2]:

Δ𝑆 = 𝜇𝑆Δ𝑡+ 𝜎𝑆
√
Δ𝑡, (1)

де Δ𝑆 - змiна цiни акцiї за промiжок часу Δ𝑡, 𝜇 - очiкувана стала дохiднiсть
акцiї, 𝜎 - волатильнiсть цiни акцiї. Цiна опцiона визначалась моделлю Блека-
Шоулза-Мертона.

Були розглянутi стратегiї Buy and Hold, покупка акцiй через продаж опцiонiв
Put та пiдвищення дохiдностi портфелю через продаж опцiонiв Call. Враховуючи
описанi моделi проведений аналiз ризику портфелю мiрою Value-at-Risk (VaR).

Динамiка портфелей для рiзних стратегiй була протестована засобами Python у
двох випадках: на синтетичних даних, згенерованих згiдно вiдповiдних розподiлiв;
на iсторичних даних за останнi 13 рокiв.
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Побудова автоматичної системи вiдповiдей на
питання

О. О. Башук
Ранiше проблему перевантаженостi технiчної пiдтримки можна було вирiшити

лише збiльшенням кiлькостi працiвникiв. Але з розвитком технологiй на бiльшу ча-
стину простих питань стали вiдповiдати значно дешевшi за повноцiнних працiвникiв
чат-боти. Проте часто, через вузькоспрямованiсть продукту чи чату, популярнi пи-
тання нерiдко є занадто специфiчними для розмовних чат-ботiв. Саме для такої
задачi я хочу запропонувати власну модель чат-боту.

Провiвши певнi дослiдження, я зупинився на моделi, яка в своїй основi пере-
важно покладається на створену компанiєю Google модель BERT [1] та її рiзнови-
ди, що дають можливiсть знаходження числового представлення загального змiсту
тексту, та косинусної подiбностi [2], що дуже часто використовується в обробцi при-
родної мови для порiвняння двох векторiв чисел на подiбнiсть.

Сама ж модель у спрощеному виглядi робить наступнi дiї. Врахлвуючи можливе
використання бота в загальних чатах, спершу модель по окремих реченнях повiдом-
лення має визначити чи задано питання. Далi модель шукає серед записаних в базi
питань подiбнi, порiвнюючи загальний змiст повiдомлень та вживанiсть специфi-
чинх для продукту чи чату слiв зi словника, та обирає найкращi. При вiдсутностi
вiдповiдей на цi питання в базi, модель аналогiчним чином намагається визначити
вiдповiдi на питання серед подальших повiдомлень, та записати їх в базу. З вiдпо-
вiдей на знайденi питання обирається найкраща, дублюється разом iз питанням та
надається користувачу, як ймовiрно розглянуте ранiше питання. Для кращого ефе-
кту до вiдповiдi також додають посилання на iншi обранi питання-вiдповiдi. Сам
же словник специфiчних слiв може бути як наданим моделi, так i згенерованим
моделлю штучно.

З можливих покращень, для визначення подiбностi питань та знаходження вiд-
повiдей можна скористатись нейронними мережами, що будуть навчатись на фонi
роботи моделi та потенцiйно замiнять косинусну подiбнiсть [2] в нiй.

Таку модель, через специфiчнiсть тематики, я вважаю найбiльш вдалою.
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Формалiзацiя алгоритму навчання штучного
нейронна - модель Маккалоха-Пiттса в системi

комп’ютерної алгебри MathCAD
Д.О. Бiлоконь

На сьогоднiшнiй день штучнi нейроннi мережi (надалi ШНМ) та їх архiтектура
набувають великих розмiрiв. Глибиннi мережi iлюструють кращу здатнiсть до уза-
гальнення. Науковцi та iнженери iнтелектуальних систем манiпулюють шарами та
кiлькiстю нейронiв задля отримання високих результатiв функцiонування iнтеле-
ктуальних систем. Проєктування ШНМ неможливе без розумiння функцiонування
елементарної або спрощеної моделi природного нейрона. В данiй роботi формалiзу-
ється алгоритм навчання Ворена Маккалоха (Warren Sturgis MacCulloch) та Волте-
ра Пiттса (Walter Harry Pitts), що має назву модель Маккалоха-Пiттса, наводиться
приклад реалiзацiї даного алгоритму та проводяться обчислювальнi експерименти.
Математична модель Маккалоха-Пiттса має наступний вигляд:(1) [1])

𝜐𝑘 =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑤𝑘𝑗
𝑥𝑗 + 𝑏𝑘 (1)

У своїй роботi Маккалох та Пiттс описали логiку обчислень у ШНМ. З часiв пу-
блiкацiї робота Маккалоха та Пiттса привертала чималу увагу читачiв та постiйно
обговорювалась у наукових колах. Дана робота лишається актуальною i сьогоднi.[2]
Реалiзацiя псевдокоду алгоритму навчання нейронної моделi Маккалоха-Пiттса
(Алгоритм-1) в MathCAD набуває наступного виду: (Рис. 1)

Рис. 1. Реалiзацiя алгоритму навчання для моделi Маккалоха-Пiттса
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Algorithm 1 Модель Маккалоха-Пiттса
Require: Вектор iз трьох елементiв
Ensure: Навчена матриця вагових коефiцiентiв 𝑊
𝐷 ← 2
while 𝐷 > 0 do

Σ← 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑤3𝑥3

if Σ ≤ 𝑏𝑘 then
𝑦 ← 0

else
𝑦 ← 1

end if
𝐷 ← 𝑦𝑘 − 𝑦
𝑤1 ← 𝑤1 +𝐷𝑥1𝜂
𝑤2 ← 𝑤2 +𝐷𝑥2𝜂
𝑤3 ← 𝑤3 +𝐷𝑥3𝜂
𝐷

end while
𝑊 ← 𝑤

Псевдокод алгоритму навчання моделi Маккалоха-Пiттса має наступний вигляд:
(1)

Отже, ми реалiзували алгоритм навчання елементарного нейрона - модель
Маккалоха-Пiттса та провели обчислювальнi експерименти. В першу чергу слiд
зазначити, що експерименти пiдтвердили основну тезу про те, що дана модель роз-
дiляє вхiдний сигнал на два класи. Це один iз прикладiв бiнарної класифiкацiї.
Також слiд додати, що дана модель не може працювати з логiчним вентилем ви-
ключне АБО (XOR). Крiм цього, для успiшного запуску даного алгоритму слiд
використовувати наступнi додатковi показники: коефiцiєнт навчання 𝜂 = 1, поро-
говий елемент 𝑏𝑘 = 5, бажане значення вихiдного сигналу 𝑦𝑘 = 1, сигмоїдальна
функцiя активацiї, початковi ваговi коефiцiєнти 𝑤 = [0, 0, 0], iндекси 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3,
вектор вхiдного сигналу 𝑥. Як результат експериментатор повинен отримати навче-
ну матрицю вагових коефiцiєнтiв - вектор 𝑊 .
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Програмна реалiзацiя алгоритмiв гарантованого
середньоквадратичного оцiнювання прогнозу

матричних спостережень в умовах статистичної
невизначеностi

Борисенко Олександр Олегович

В данiй доповiдi дослiджуються оцiнки невiдомих математичних сподiвань за
спостереженнями реалiзацiй випадкових матричних послiдовностей. Розглядаються
матричнi спостереження вигляду (1).

𝑌𝑘 = 𝜌𝑘(𝑥(𝑘)) + 𝜂𝑘, 𝑘 = 0, 𝑁 − 1 (1)

де 𝜌𝑘(𝑥(𝑘)) =
∑︀𝑚

𝑠=1 𝐴𝑠(𝑘)𝑥𝑠(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 − 1,

𝐴𝑠(𝑘) ∈ 𝐻𝑛×𝜌, 𝑠 = 1,𝑚, 𝑘 = 0, 𝑁 − 1 - вiдомi матрицi;

𝐻𝑛×𝜌 - простiр матриць розмiрностi 𝑛× 𝜌;

𝑥(𝑘) = (𝑥1(𝑘), ..., 𝑥𝑚(𝑘))𝑇 , 𝑘 = 0, 𝑁 - невiдомi вектори, якi належать обмеженiй
множинi;

𝐺 =
{︁
𝑥(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 :

∑︀𝑁−1
𝑘=0 |𝑓(𝑘)|2𝑞2𝑘 ≤ 1

}︁
,

𝑓(𝑘) = 𝑥(𝑘 + 1)− 𝑥(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 − 1,

𝑞2𝑘, 𝑘 = 0, 𝑁 − 1 - вiдомi додатнi числа;

𝑇 - символ транспонування;

𝜂𝑘 ∈ 𝐻𝑛×𝜌, 𝑘 = 0, 𝑁 − 1 - послiдовнiсть випадкових матриць.

Припускається, що середнє значення випадкових матриць 𝜂𝑘, 𝑘 = 0, 𝑁 − 1 до-
рiвнює нуль-матрицi, тобто 𝐸𝜂𝑘 = 0 (𝐸 - символ математичного сподiвання), а
кореляцiйнi матрицi 𝑅𝑘 ∈ 𝐻𝑛×𝑛, 𝑘 = 0, 𝑁 − 1 - вiдомi та визначаються спiввiдноше-
ннями:

𝐸⟨𝜂𝑘, 𝑍1⟩⟨𝜂𝑘, 𝑍2⟩ = ⟨𝑅𝑘𝑍1, 𝑍2⟩, ∀𝑍𝑖 ∈ 𝐻𝑛×𝑝, 𝑖 = 1, 2, 𝑘 = 0, 𝑁 − 1,

де ⟨𝜂𝑘, 𝑍𝑖⟩ = 𝑠𝑝(𝜂𝑘𝑍
𝑇
𝑖 ) - скалярний добуток матриць.

Необхiдно оцiнити вектор 𝑉 𝑥(𝑁), де 𝑉 ∈ 𝐻𝑙×𝑚.
В ходi роботи мною було розроблено програму на мовi Python для знаходження

квазiмiнiмаксних гарантованих оцiнок вектора 𝑉 𝑥(𝑁) в рамках першого наближе-
ння методу малого параметра.
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Оптимальне керування для хвильового рiвняння iз
дробовою похiдною за часом

Веклич Ростислав Анатолiйович

В обмеженiй областi Ω ⊂ R𝑛 з гладкою границею 𝜕Ω при 𝑇 < ∞ розглянемо
задачу оптимального керування

𝐽(𝑢) =
1

2

⃦⃦
𝑦(𝑥, 𝑇 )− 𝑦0𝑑

⃦⃦2
𝐿2(Ω)

+
1

2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑇 )− 𝑦1𝑑

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2(Ω)

+
𝛽

2
‖𝑢‖2

𝐻1
0 (Ω)

→ inf, (1)

де 𝑢 ∈ 𝑈𝜕 , 𝑈𝜕 ⊂ 𝐻1
0 (Ω) — непорожня опукла та замкнута область допустимих

керувань, стан 𝑦(𝑥, 𝑡) є розв’язком системи

𝐶
0 𝐷

𝛼
𝑡 𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), (2)
𝑦(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), (3)
𝑦(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (4)

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (5)

де 𝐶
0 𝐷

𝛼
𝑡 𝑦(𝑥, 𝑡) — дробова похiдна Капуто порядку 𝛼 ∈ (1, 2) за часом та 𝐴 — симе-

тричний рiвномiрно елiптичний оператор:

𝐴𝑦(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑗
(𝑥)

)︂
+ 𝑎0(𝑥)𝑦(𝑥),

де 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ∈ 𝐶1(Ω), 𝑎0 ∈ 𝐶(Ω) ≤ 0 та iснує така стала 𝜇 > 0, що для довiльних
𝑥 ∈ Ω та 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 ∈ R виконується нерiвнiсть

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝜇

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉

2
𝑖 , 𝑦0𝑑 ∈

𝐻2(Ω) ∩𝐻1
0 (Ω) та 𝑦1𝑑 ∈ 𝐷((−𝐴)𝛾) ⊂ 𝐿2(Ω).

Системи вигляду (2)–(5) виникають при математичному моделюваннi процесiв
аномальної дифузiї та поширення механiчних хвиль у в’язкопружних матерiалах.
В доповiдi для задачi (1)–(5) розглянуто iснування i єдинiсть оптимального керу-
вання.
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Еволюцiйний пошук
унiкально-ексцентрично-точкових графiв iз

заданими властивостями
А. О. Гак

Зв’язний граф 𝐺 називається унiкально-ексцентрично-точковим(у.е.т.), якщо
кожна його вершинf має єдину ексцентричну вершину [3]. Графом ексцентриси-
тетiв 𝐸𝐷(𝐺) називається орiєнтований граф, який має ту саму множину вершин,
а дуги визначаються як: 𝑢 → 𝑣 ⇐⇒ 𝑣 є ексцентричною для 𝑢 [1]. Кожна ком-
понента слабкої зв’язностi 𝐸𝐷(𝐺) мiстить єдиний 2-цикл. Якщо обидвi вершини
2-циклу мають вхiдний степiнь 1, називаємо таку компоненту голою, якщо рiвно
одна, то напiвголою, iнакше ж називаємо її повною. У роботi [2] ставиться питання
iснування у.е.т. графа iз парою взаємно ексцентричних вершин, вiдстань мiж якими
менша за його дiаметр. Використовуючи еволюцiйнi стратегiї, вдалось знайти граф
на 22 вершинах, який задовольняє цiй властивостi (її будемо називати нульовою).
Введемо ще три властивостi:

1) 𝐸𝐷(𝐺) мiстить простi ланцюги довжини бiльше нiж 2;
2) 𝐸𝐷(𝐺) мiстить напiвголу компоненту;
3) 𝐸𝐷(𝐺) одночасно мiстить повну та голу компоненти.
У дослiдженi було знайдено приклади графiв до кожної з цих властивостей та

поставлено питання їх комбiнування. Кортежем (𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), де 𝑝𝑖 ∈ {0, 1} будемо
позначати виконання вищенаведених властивостей. У дослiдженнi знайдено графи,
якi iлюструють 10 iз 16 можливих комбiнацiй. Для частини з них вдалось довести
мiнiмальнiсть отриманих прикладiв за дiаметром, кiлькiстю вершин та кiлькiстю
компонент у графi ексцентриситетiв. Кортежi, до яких не вдалось знайти прикладiв
графiв: (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1). Iз цього спо-
стереження випливає вiдкрите питання iснування у.е.т графа, для якого одночасно
виконуються 2 та 3 властивостi.
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Деякi питання утворення класичного скутоїда
М.С. Деркач

У 2018 роцi бiологами Iспанiї та США, якi займалися обчислювальною бiологi-
єю, при дослiдженнi епiтелiальної тканини ембрiона було знайдено новий вид не-
класичних многогранникiв, названих скутоїдами, з бiчними гранями, що можуть
бути криволiнiйними поверхнями. Скутоїдом вченi назвали геометричне тiло, що
мiститься мiж паралельними поверхнями, у яких лежать многокутники - основи
скутоїда, причому вершини цих многокутникiв можуть з’єднуватися прямою, або
кривою, або Y- подiбним звязком, а всi перерiзи тiла, що паралельнi до основ, є
многокутниками.

У данiй роботi введено часткову класифiкацiю скутоїдiв. Оскiльки гранi скуто-
їда можуть бути плоскими або криволiнiйними поверхнями, то дослiджено умови
перетворення скутоїда на класичний многогранник. Дослiджено можливiсть засто-
сування до скутоїдiв теореми Ейлера для класичних многогранникiв. За допомо-
гою моделювання задачi у прямокутнiй декартовiй системi координат дослiджено
типи поверхонь, якi можуть бути гранями скутоїда. Виявлено, що гранi можуть
бiти плоскими, цилiндричними, або бути прямим гелiкоїдом – гвинтовою поверх-
нею. Для правильного класичного скутоїда, у якого нижня основа є правильним
п’ятикутником, а верхня – правильним шестикутником, причому радiуси кiл, опи-
саних навколо цих многокутникiв, рiвнi, i центр шестикутника проєктується у центр
п’ятикутника, дослiджено умови, за яких одне з бiчних ребер є прямолiнiйним або
одна з граней є плоскою чи цилiндричною.
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Алгоритми фiльтрацiї та знаходження першої
похiдної для ефективного виявлення складових

електрокардiограм
Єфремов Микола Сергiйович

Для аналiзу електрокардiограм (ЕКГ) важливо виявити QRS комплекси (група
зубцiв, що представленi на електрокардiограмi) якi вказують на скорочення м’язiв
серця та є ключовим елементом для дiагностування рiзних захворювань серця,
таких як аритмiї, iшемiчна хвороба серця, хвороба клапанiв та iншi. Актуальнiсть
тематики полягає в тому, що виявлення QRS комплексiв є важливою складовою
аналiзу ЕКГ. Для знаходження QRS комплексiв застосовують цифрову обробку
ЕКГ сигналу математичними методами. Робота присвячена визначенню точок R-
пiкiв (точок R) за допомогою порового методу. Суть обраного пiдходу складається
з таких етапiв:

1)Фiльтрацiя ЕКГ сигналу за допомогою високочастотного фiльтра. Був
вибраний найбiльш придатний фiльтр для даної задачi.
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2) Визначення першої похiдної, яка надалi пiдноситься до квадрату, й точка
R шукається на множинi точок, де квадрати похiдної приймають найбiльше
значення. R пiк шукається серед цих точок.

Для визначення цих множин обираєтьcя деяке порогове значення для квадрата
похiдної. Пiсля визначення R пiкiв запропонованим методом обчислюються вiдстанi
мiж пiками, iнтервали часу мiж ними та iншi характеристичнi ознаки. Обчислення
таких характеристичних ознак допомагає лiкарям у проведенi дiагностики. Напри-
клад, можна обчислити частоту серцевих скорочень, оцiнити амплiтуду та трива-
лiсть QRS комплексiв, виявити симптоми аритмiї та iншi параметри, що можуть
допомогти лiкаревi у дiагностуваннi та лiкуваннi пацiєнта. Використовуючи даний
пiдхiд було реалiзовано програмний код на мовi Python для досягнення кроспла-
тформностi. Це дозволяє приймати данi з рiзних пристроїв, що можуть зчитувати
ЕКГ, для подальшої обробки та пересилати отриманi результати на будь якi пла-
тформи.
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Maritime Object Tracking Using Monte Carlo
Simulations and Dynamic Particle Scoring

Zadorozhnyi O.A.

Maritime object tracking is a crucial aspect of marine surveillance systems, playing
a significant role in ensuring the safety and security of maritime operations. Accurate
tracking of moving objects in complex marine environments poses significant challenges
due to factors such as dynamic ocean conditions, the presence of multiple objects wi-
th similar characteristics, and limitations in the performance and accuracy of various
sensors. Developing a robust and flexible algorithm to address these challenges is critical
for improving the efficiency and effectiveness of marine surveillance applications.

In this study, we developed a flexible and modular algorithm for tracking moving
objects in a marine environment using data collected from various sensors and Monte
Carlo simulations. We utilized Sequential Monte Carlo simulations, dynamic particle
scoring, clustering, and resampling techniques to differentiate and track multiple mariti-
me objects in different scenarios. The algorithm was tested on synthetic data with varyi-
ng parameters, showcasing its adaptability and scalability. The results highlighted the
strengths and weaknesses of the algorithm, as well as areas for future research, includi-
ng improving the handling of similar objects moving in close proximity, incorporating
moving sensors, and developing quantitative performance metrics.

Implemented framework can be viewed at https://github.com/a1exandr0/maritime-
object-tracking
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Аналiз оптимiзацiйних моделей датасету для
розв’язання задач машинного навчання

Терещенко Василь Миколайович, Закала Павло Андрiйович
Нейроннi мережi зарекомендували себе як ефективний та унiверсальний ме-

тод. Проте сучасний свiт диктує новi правила гри. Оновлення даних вiдбувається
настiльки швидко, що оновлення моделi у вiдповiдностi до нової iнформацiї являє-
ться ресурсоємною задачею. Або ж накоплених даних стає настiльки багато, що не
завжди вистачає ресурсiв для навчання моделi на такому об’ємi. Iснують класичнi
способи боротьби з цими проблемами, так як зменшення розмiру нейронної моде-
лi, видалення додаткових ресурсiв для навчання або ж випадковий викид даних з
датасету. Цi пiдходи є унiверсальними та робочими, проте не ефективними, адже
здатнi значно погiршити фiнальний результат. Альтернативою таким пiдходом є
пошук Базової пiдмножити (coreset).

Базовою пiдмножиною (coreset) деякої множини 𝐷, називаються таку зважену
пiдмножину 𝐶, що рiшення отримане на множинi 𝐷𝑐𝑜𝑟𝑒 є порiвнювано (provably
competitive) з рiшенням отриманим на 𝐷[1].

Пiдходи, що розв’язують задачу пошуку базової пiдмножини, можна роздiли-
ти на декiлька груп. До першої можна вiднести геометричнi базовi пiдмножини.
Вони використовуються геометричнi пiдходи для узагальнення набору даних. Кла-
сичними пiдходами є кластеризацiя та побудова оболонок, якi апроксимувати данi
до зрозумiлих структур, що полегшує роботу з ними.

Баєсiвська базова пiдмножина використовується для задач Баєсiвського висно-
вування для оптимiзацiї великого об’єму даних у реальному часi. На основi схiдних
даних будується зважена пiдмножина, яка оброблюється алгоритмами типу MCMC.

Також можна видiлити групу пiдходiв, що застосовують унiверсальнi методи
оптимiзацiї, для визначення базової пiдмножини, наприклад генетичнi алгоритми
[2]. Навiдмiну вiд попереднiх пiдходiв, генетичнi алгоритми можна без додаткових
адаптацiй застосувати до нейронних мереж, проте швидкiсть такого пiдходу буде
надто повiльною, що не призведе до суттєвого виграшу.

Ми пропонуємо розглянути задачу пошуку базової пiдмножини з точки зору
нейронних мереж. Для цього ми пропонуємо два пiдходи. Першим є перевести данi
в простiр ознак та розглянути задачу як геометричну роботу з даними. Такий пiдхiд
є бiльш iнтуїтивно зрозумiлим та дасть можливiсть застосувати уже напрацьованi
методи в цiй областi. Другим пiдходом є створення абсолютно нових даних на основi
вхiдного набору. Нейроннi мережi демонструють прекраснi результати при генерацiї
зображень та текстових даних, що є прекрасною основою. Такий пiдхiд допоможе
не лише правильно збалансувати результуючий датасет, а i глибше зрозумiти самi
данi та адаптувати їх правильно у вiдповiдностi до поставленої задачi.
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Improving Financial Sentiment Analysis with DeBERTa
Model and LoRa Fine-Tuning

Viacheslav Ivanenko
Financial sentiment analysis is becoming increasingly important in the financi-

al sector. Investors, traders, and some financial institutions can benefit greatly from
understanding the future of financial markets through the ability to effectively forecast
financial sentiment. However, financial terminology is complex and context-dependent,
which makes sentiment analysis difficult.

A new model to improve financial sentiment analysis is presented using the
DeBERTa V3 model[1][2] with LoRa fine-tuning[4][3]. The cutting-edge DeBERTa
V3 language model, which is based on transformers architecture, has demonstrated
outstanding performance on a number of Natural Language Understanding (NLU)
tasks. To accelerate and optimize training, I use Low-Rank Adaptation. By freezing
the pre-trained model weights and injecting trainable rank decomposition matrices
into each layer of the transformer architecture, LoRA reduces the number of trainable
parameters.

I evaluate the performance of the new approach using a dataset of labeled financi-
al sentences[5]. I compare the performance of our model with existing state-of-the-art
models[6] and demonstrate the benefits of using DeBERTa V3 and fine-tuning LoRa.
Experimental results show that our approach outperforms existing Financial Sentiment
Anaysis models in terms of accuracy and F1 score.

This research has important implications for the financial industry. By improving the
accuracy of financial sentiment analysis, we can help stakeholders make better-informed
decisions and improve the overall efficiency of financial markets. The proposed model
can be applied to a wide range of financial applications, including stock prediction, risk
management, and financial news analysis.
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Адаптивнi системи керування. ПIД-регулятор
С.М. Iванов, Ю. М. Шевчук

Останнiм часом все бiльше викликають iнтерес адаптивнi системи керування
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процесами, адже використання звичайних принципiв керування для складних су-
часних систем може бути зовсiм не ефективно, через те, що їх використання немо-
жливе без великої кiлькостi iнформацiїї про характеристики системи та керованого
процесу. Одним iз найпростiших алгоритмiв функцiонування автоматичного регу-
лятора є пропорцiйно-iнтегрально-диференцiальний регулятор (ПIД-регулятор): П
компонента виправляє поточну похибку в поточний момент часу; I компонента ви-
правляє минулi похибки; Д компонента виправляє майбутнi похибки.

Формула для знаходження адаптивного ПIД-регулятора має наступну форму
([1]):

𝑢 = 𝑘𝑝(𝑒(𝑡) + 𝑘𝑢

∫︁ 𝑡

0

𝑒(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑇𝑑
𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
), 𝑡 ∈ (0, 𝑇𝑢),

де 𝑒(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) — сигнал неузгодженостi, 𝑘𝑝 — загальний коефiцiєнт передачi
регулятора, 𝑘𝑢 = 1/𝑇𝑢 — коефiцiєнт обернено пропорцiйний часу iнтегрування 𝑇𝑢,
𝑇𝑑 — постiйна часу диференцiювання.

Запропоновано приклад побудови ПIД-регулятора для системи, у якiй об’єктом
керування є звичайний автомобiль. Також проведено моделювання описаної системи
керування в програмному середовищi Simulink.

Ця робота була пiдтримана Мiнiстерством освiти i науки України у рамках гран-
ту МОН України для перспективного розвитку наукового напряму "Математичнi
науки та природничi науки"в Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса
Шевченка.
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Оптимiзацiя коефiцiєнта конверсiї вебсистеми через
пошук найвпливовiшого за швидкодiєю компонента

О. П. Iлькун
Оптимiзацiя коефiцiєнта конверсiї - це процес збiльшення вiдсотка вiдвiдува-

чiв вебсайту, якi здiйснюють деяку встановлену власником вебсайту бажану мету
(наприклад, купують продукт або оформлюють пiдписку). [1]

Коефiцiєнт конверсiї визначається як вiдсоток вiдвiдувачiв, якi досягають ме-
ти. Вiн розраховується як загальна кiлькiсть конверсiй, яка подiлена на загальну
кiлькiсть людей, якi вiдвiдали вебсайт 𝐶𝑂𝑁 = 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑜𝑛𝑠

𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡𝑜𝑟𝑠
.

Швидкодiя вебсайту має iстотний вплив на коефiцiєнт конверсiї. Дослiдження
постiйно показують, що висока швидкодiя сторiнок вебсайту призводить до збiль-
шення коефiцiєнта конверсiї. [2]
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Нехай задано деяку вебсистему 𝑊𝑆, яка складається з 𝑁 компонентiв 𝐶𝑖, 𝑖 =
1..𝑁 , тодi можемо ввести функцiю оцiнки коефiцiєнта конверсiї всiєї системи

𝐶𝑂𝑁(𝑡)𝑊𝑆 =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐶𝑂𝑁𝐶𝑖
(𝑡𝑖) + 𝐶𝑂𝑁𝐵 (1)

де 𝑡 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑡𝑖 – середня швидкодiя запита до системи, 𝑡𝑖 - середня швидкодiя
компонента 𝐶𝑖, 𝐶𝑂𝑁𝐶𝑖

(𝑡𝑖) - функцiя впливу компонента 𝐶𝑖 на загальну конверсiю,
𝐶𝑂𝑁𝐵 - деяка базова конверсiя вебсистеми, що не залежить вiд її швидкодiї.

Для виявлення найвпливовiшого компонента вебсистеми можна використовува-
ти «уповiльнюючий експеримент» [3]. Уповiльнюючий експеримент полягає у шту-
чному сповiльненi деякого компонента системи. Результат експеримента можна ви-
користати для виявлення впливу цього компонента на функцiю оцiнки конверсiї
всiєї системи 𝐶𝑂𝑁(𝑡)𝑊𝑆 .
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Розробка iнструменту для визначення кола
господарiв вiрусiв Архей з застосуванням методiв

машинного навчання
К. О. Iльченко

Завдяки стрiмкому збiльшенню геномних баз даних алгоритми машинного на-
вчання з кожним роком набувають популярностi в бiологiчних дослiдженнях. До
найпоширенiших задач належать задача класифiкацiї та задача кластеризацiї, а
можливiсть представлення послiдовностей ДНК усiх живих органiзмiв у виглядi
рядкiв довжиною n над алфавiтом {A, T, G, C} дозволяє ефективно використову-
вати рекурентнi та згортковi нейроннi мережi. Уже вiдомо декiлька iнструментiв
для визначення кола господарiв вiрусiв з застосуванням методiв машинного навча-
ння, але переважна бiльшiсть з них розроблена для вiрусiв бактерiй i задовiльно
працює лише для дуже добре поширених та добре вивчених груп, тодi як дуже ва-
жливою є можливiсть ефективно дослiджувати принципово новi пари вiрус-хазяїн.
У цьому випадку кiлькiсть таких описаних пар налiчує не бiльше кiлькох десяткiв,
що надзвичайно мало для навчання нейронної мережi. З iншого боку, вченим вiдоме
явище коеволюцiї, в результатi якого послiдовностi вiрусних ДНК стають схожими
на ДНК хазяїна, що призводить до певної схожостi частот k-мерiв (коротких слiв
довжиною 3-20 символiв) їхнiх ДНК.
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Саме цю еволюцiйну схожiсть було використано для створення iнструменту для
визначення кола господарiв вiрусiв Архей з застосуванням згорткових нейронних
мереж. Розроблено iєрархiчний ансамбль 17 однотипних згорткових нейронних ме-
реж з етапом голосування для пошуку вiрусiв архей Thaumarchaea, Asgardarchaea
та Thermoprotei з загальною кiлькiсть параметрiв 33 313 на модель. Для навчання
як позитивнi датасети використано вiдомi геноми вiдповiдних архей, як негатив-
нi - використано геноми iнших груп архей. Вiдсутнiсть вiрусних послiдовностей в
навчальних наборах даних дозволяє стверджувати, що дана модель не залежить
вiд вiдомих вiрусiв i буде однаково ефективною для визначення господарiв нових
видiв вiрусiв. Особлива система голосування дозволила зменшити вiдсоток хибно-
позитивних результатiв в середньому до 0.5% з досить високим вiдсотком iстинно-
позитивних результатiв близько 70% на тестових даних.
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Ефективне використання платiжного механiзму
Zether для надання анонiмної грошової допомоги

Н.Г. Iчанська
В бiльшостi країн свiту вiдбувається комплексний фiнансовий монiторинг пе-

ребiгу грошових переказiв вiд вiдправника до отримувача. Обмеження, пов’язанi з
монiторингом, можуть ускладнювати здiйснення платiжних операцiй з метою на-
дання грошової допомоги iншим країнам, якi знаходяться у складних соцiально-
полiтичних умовах. Яскравим прикладом може служити надання допомоги україн-
ськiй армiї громадянами країн, армiя котрих прямо або приховано здiйснює агресiю
по вiдношенню до України. В цьому прикладi, важко, в повнiй мiрi, оцiнити тиск,
що може спричинити держава та суспiльство вiдносно людини, що надсилає кошти
iншiй країнi. Проте iснують механiзми уникнення ризикiв розкриття цiєї допомоги.

Криптовалюти на основi технологiї блокчейн - новий тип активiв, що вiдрi-
зняється вiд традицiйних валют, але дозволяють швидко та безпечно здiйснювати
грошовi перекази мiж користувачами з усього свiту без посередництва банкiв чи
iнших фiнансових установ. Використовуючи розширення Zether, який iдентифiкує
акаунти користувачiв вiдкритими ключами криптосистеми Ель-Гамаль, волонтер
отримує ефективний, повнiстю децентралiзований механiзм конфiденцiйних та ано-
нiмних платежiв у моделi на основi рахункiв Ethereum.

Щоб вiдправити 𝑏 токенiв ZTH вiд публiчного ключа 𝑦 до 𝑦, у реалiзацiї викори-
стовується нова система доказiв без розголошень Σ-Bullets, що iнтегрує Bulletproofs
[3] з Σ-протоколами [2].
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Порiвняння алгоритмiв перевiрки простоти числа
Казмiренко Яна Володимирiвна

Генерацiя простих чисел є однiєю з важливих задач у криптографiї. Простi чи-
сла використовуються, наприклад, в криптографiчних системах з вiдкритим клю-
чем. Окрiм простих чисел iснують так званi псевдопростi числа (найбiльш вiдомими
серед них є числа Кармайкла), якi за властивостями схожi на простi, але є скла-
деними. Одним з пiдходiв до генерацiї простих чисел є генерацiя псевдопростого
числа с подальшою перевiркою того, чи є число простим. Проте не всi алгоритми
можуть точно вказати чи є число простим чи нi.

У роботi були розглянутi ймовiрнiснi алгоритми, тест на елiптичних кривих та
полiномiальнi алгоритми. Ймовiрнiснi алгоритми працюють швидше, але з певною
ймовiрнiстю можуть помилятися. Алгоритм Мiллера-Рабiна дає правильну вiдпо-
вiдь з ймовiрнiстю 3

4
. Ймовiрнiсний алгоритм Соловея-Штрасена дає правильну

вiдповiдь з ймовiрнiстю 1
2
. Кращим з ймовiрнiсних алгоритмiв вважається алго-

ритм Мiллера-Рабiна, вiн має бiльшу ймовiрнiсть того, що вiдповiдь є правильною,
i краще розпiзнає числа Кармайкла. Полiномiальний алгоритм AKS теоретично є
доволi хорошим детермiнованим алгоритмом, дає точну вiдповiдь чи є число про-
стим на вiдмiнну вiд ймовiрнiсних алгоритмiв, де потрiбно враховувати похибку,
але на великих числах його не застосувати, так як вiн вимагає багато пам’ятi.
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Мережевi агрегативнi iгри
О. Ю. Коваленко

Мережевi агрегативнi iгри — це набiр взаємозалежних задач оптимiзацiї, що
пов’язанi iз гравцями, що приймають рiшення, або агентами, якi не спiвпрацюють,
де на кожного агента впливає певний сукупний ефект усiх агентiв. Такi iгри виника-
ють у сферах, таких як управлiння попитом в iнтелектуальнiй мережi, регулювання
попиту на конкурентних ринках. Спiльною основою задач є наявнiсть великої кiль-
костi «впертих» агентiв, чиї сукупнi дiї можуть порушити спiльну iнфраструктуру,
якщо залишити їх без контролю.
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У роботi розглянуто гру, де функцiя вартостi 𝑖-го гравця 𝑓𝑖 (𝑥𝑖, 𝑥) залежить вiд
його власної дiї 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 ⊂ 𝑅𝑝 i сукупної дiї iнших гравцiв 𝑥 = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖.

Метою 𝑖-го гравця в такiй грi є мiнiмiзацiя його локальних витрат, тобто:

𝑓𝑖 (𝑥𝑖, 𝑥) → min, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, (1)

де точки 𝑥𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑖 є фiксованими. Розв’язком є набiр точок, на яких досягається
рiвновага Неша для всiх гравцiв.

У роботi описано мережеву агрегативну гру, де гравцi розподiленi по одноран-
говiй мережi (P2P) i не мають прямого доступу до сукупної дiї. Гру предсттавлено
у виглядi задачi моделювання того, як iдеї, iнновацiї чи «думки» поширюються в
соцiальнiй мережi з кiлькiстю агентiв 𝑛. Припускаючи, що кожен агент 𝑖 має ве-
ктор 𝑥𝑖 ∈ [0, 1]𝑁 з думок щодо 𝑁 тем. Кожен компонент вектора представляє думку
агента 𝑖 щодо конкретної теми, де 0 означає негативну, а 1 — позитивну думку. Для
знаходження рiвноваги Неша (нерухомих точок) записано гру у виглядi варiацiй-
ної нерiвностi i застовано до неї градiєнтнi методи, що дозволять знайти розв?язок
поставленої задачi. Пiд час виконання роботи було розроблено бiблiотеку, що опи-
сує вiдомi градiєнтнi методи та застосовує їх для чисельних експериментiв з рiзною
кiлькiстю гравцiв та стратегiй.
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Високорiвнева модель строго типiзованих
обчислень на основi теорiї категорiй

Коваленко Д.
Математичнi моделi обчислень використовуються для формалiзацiї конкретної

системи i надання можливостi дослiднику зробиит якiсь наперед заданi висновки
про цю модель. Але основнi класичнi методи обчислень сформульованi на низькому
рiвнi. В той час як вони допомогають сформулювати основнi правила при проєкту-
ваннi архiтектури процесора(-iв) не є можливим використовувати їх у повсякден-
ному створеннi програмного забезпечення, оскiльки рiвень абстракцiї недостатнiй.

В цiй роботi розглянуто кiлька моделей високорiвневих строго типiзованих об-
числень, детально розглянгуто модель на основi теорiї категорiй, показано що така
модель еквiвалентна типiзованому лямбда-численю. На основi цiєї моделi iмпле-
ментовано просту мову програмування, схожу за синтаксисом на Haskell. Показано
також, що за допомогою монад можна реалiзувати деякi стандартнi високорiвневi
конструкцiї в таких мовах як Rust або Haskell:

Option<T> = Some<T> | None Result<T, ErrT> = Res<t> | Err<ErrT>
Або бiльш абстрактi структури даних, такi як
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PossiblyInfSeries :: Set -> Set
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Modern Trends in Machine Learning: Overview
M. Kovalchuk

it is stated that we are on the edge of a technological revolution initiated by models
such as GPT-4 and DALL-E2. In this research, we provide an overview of current trends
in AI by analyzing numerous papers published primarily in 2022. We identified seven key
trends: empirical-theoretical research, simulation of biological structures, new concepts
for training neural networks, meta-environment and Artificial General Intelligence (AGI),
meta-learning, innovative techniques in Reinforcement Learning (RL), and continual
learning.

A practical approach is scaling the model, but cost necessitate planning for number of
parameters and training dataset [1]. The ultimate goal is AGI creation. Neural networks
in meta-environments of multiple games [2] or both text and video information are under
investigations. Supervised learning is often used for pretraining, but obtaining trillions
of high-quality labeled tokens is impractical. Thus, researchers employ RL methods
for fine-tuning their models. Our work concludes with a graph (Figure 1) illustrating
relationships among concepts in modern AI .

Рис. 1. Connections between different concepts and ideas in modern AI
development.

We also describe a potential approach for developing a medical assistance bot. We
propose pretraining on numerous scientific papers and collecting symptoms and medi-
cations data from hospitals where it’s already stored. Such medical assistant could be a
revolutionary civilizational proposition from Ukraine for the world.
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Методи пришвидшення розрахунку
мел-кепстральних коефiцiєнтiв

Коган В.В., Пенко В.Г.

Мел-частотнi кепстральнi коефiцiєнти (MFCC) є найпоширенiшим iнструмен-
том у системах спектрального аналiзу аудiо, музики, автоматичного розпiзнавання
голосу та штучного iнтелекту . Їх обчислення для вiдносно великих аудiо, таких
як довга людська фраза чи музикальний запис може зайняти помiтний час [1].
Крiм того, швидкодiя може впасти у разi високої частоти дискретизацiї аудiо. Мел-
кепстральнi коефiцiєнти добре пiдходять для розпiзнавання упорядкованих джерел
аудiо-сигналiв, такiх як окремий голос чи iнструмент. MFCC є кепстром коротко-
часного сигналу, для якого застосовують банк фiльтрiв та центральних магнiтуд.
MFCC обчислюють для вiдрiзкiв, що завчасно розбитi на iнтервали по 10-30 мс
[2]. Час розрахунку мел-кепстрального коефiцiєнта для одного iнтервалу розмiром
10 мс може сягати декiлькох мс. Це обумовлює необхiднiсть удосконалення швид-
костi обчислень. Виконання цiєї цiлi буде сприяти поширенню використання мел-
кепстрального аналiзу аудiо. Це можливо завдяки тому, що як правило максимальна
кiлькiсть фiльтрiв та магнiтуд вiдома на етапi компiляцiї. Сучаснi мови програму-
вання та їх стандарти, такi як С++14, дозволяють робити частину обчислень на
етапi компiлювання або старту программу, а частину обчислень безпосередньо на
етапi виклику функцiї. Метою роботи є створення вiльної бiблiотеки на мовi про-
грамування С++ з покращеною у декiлька разiв швидкодiєю порiвняно з деякими
з iснуючих бiблiотек.
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Знаходження iнтервалу неарбiтражних цiн для
дискретних моделей еволюцiї ризикових активiв.

Коржук Андрiй Володимирович
Для дисконтованої еволюцiї ризикового активу заданої законом

𝑆𝑛 =

𝑆0

𝑛∏︀
𝑖=1

exp(𝜎𝑖𝜀𝑖 + 𝜇)

𝐵0 exp(𝑛𝑟)
,

де 𝜎𝑖 задовольняє стохастичне рiвняння Енгла

𝜎2
𝑖 = 𝜎2

0 + 𝛼𝜀2𝑖−1𝜎
2
𝑖−1, 𝑖 = 1, 𝑁,

𝜇 коефiцiєнт росту ринку, 𝑟 ставка вiдсотка на депозит, а 𝜀𝑖 послiдовнiсть незале-
жних однаково розподiлених випадкових величин задано наступним законом:

𝜀𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1, з ймовiрнiстю 𝑝01

0 з ймовiрнiстю 𝑝02

1 з ймовiрнiстю 𝑝03

𝑝01 + 𝑝02 + 𝑝03 = 1

описано сiм’ю еквiвалентних мартингальних мiр та знайдено формули для iнтерва-
лу неарбiтражних цiн для опцiонного контракту сall європейського типу. Розроблено
алгоритм комп’ютерної реалiзацiї заданих формул для їх практичної реалiзацiї на
фiнансових ринках.
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WriteRight: Handwriting recognition using
CNN-Transformer NN architecture

B. Turbal, I. Kostiuk, A. Fedorych
In our project, we worked on handwriting Ukrainian and English recognition systems

using Neural Networks. Though there are recent works involving pure Transformers [1]
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or using GCNN [2] this still is an open area of research because existing solutions haven’t
achieved a human-level understanding of handwriting and usually have a very big number
of parameters.

We combined two popular NN architectures: CNN and Transformer. That is
used for OCR, CV, and other areas. In contrast, Transformers is a relatively new
architecture[3] that is used for various tasks including NLP, Text Generation, and has
some main advantages: parallel computing and the ability to utilize attention. Our
CNN + Transformer network learns to recognize handwriting words or lines, where
CNN is used like an encoder that encodes the image and learns patterns. In contrast,
Transformer learns to decode results from CNN to Human Language and also learns
the character-level model of language.

The result is an application combination of NLP spelling using the bigrams approach
and a robust model which can recognize English and Ukrainian handwritten text with
punctuation symbols. We also came to a conclusion, that a proper combination of CNN
and Transformers can lead to great improvements in accuracy as Transformer’s properties
like extremely long-term memory help to deal with long sequences of letters and thus
eliminate all mistakes made by LSTM-based models.

Achieved state-of-art results show the great potential of transformers to attain
or even surpass human-level performance in text recognition. That means effectively
analyzing tons of paperwork in a matter of hours when this task might take weeks of
constant and monotonic work. In the modern world, there is still a lot of information
written, and the use of HTR in educational, government and medical institutions results
in a significant reduction in the number of misinterpreted moments.
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Розробка системи для сентиментального аналiзу
новин на основi даних Телеграм каналiв

О.Ю. Косуха, Ю. М. Шевчук
У данiй роботi наведено короткий опис запропонованої та реалiзованої методи-

ки отримання прогнозiв реакцiй на новини на основi даних Телеграм-каналiв. По-
тенцiал розробленої програмної реалiзацiї [1] було протестовано на датасетi з 63494
новинних повiдомлень з Телеграм-каналiв ТСН, "Громадське "Ukraine NOW доступ
до яких було отримано з використанямм Telegram API. Для переведення слiв у чи-
словi вектори, були використанi вкладення, якi вловлюють сенс слiв - GloVe [2].
Вкладення були взятi з сайту спiльноти lang-uk, яка займається пiдтримкою i роз-
витком проектiв по збору українських корпусiв. Всього було було протестовано 4
види вкладень, якi подiленi за характером та регiстром тексту, на якому вони були
навченi.
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На базi даних вкладень та архiтектур LSTM i GRU було побудовано нейромере-
жевi моделi. Найкраща модель має F-мiру 0.889. В роботi [3] навчання проводилось
на цих же данних, використовувались статистичнi методи переведення тексту в
числовi ознаки “торба слiв” i TF-IDF та алгоритми навчання: наївний баєсiвський
класифiкатор та метод опорних векторiв. Найкраща отримана F-мiра була 0.858,
що на 0.03 менше отриманої в нашiй моделi.

Ця робота була пiдтримана Мiнiстерством освiти i науки України у рамках ви-
конання спiльного українсько-литовського проєкту «Моделювання ролi людського
потенцiалу для забезпечення оборони країни пiд час новiтнiх загроз» у 2023 роцi.
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Оцiнка температурних ефектiв при розтягу
в’язкопружного стержня
Кравчук Сергiй Вiкторович

В процесi експлуатацiї елементи конструкцiй зазнають рiзного роду механiчних
навантажень. При цьому процес деформування, в загальному випадку, не є iзо-
термiчним, оскiльки деформацiя матерiалiв супроводжується тепловими явищами
як оборотної, так i необоротної природи. Взагалi, у розвитку зв’язаної теорiї тер-
мов’язкопружних середовищ видiляють два основнi напрямки. В рамках першого
напрямку розглядають процеси iнтенсивного монотонного або циклiчного дефор-
мування. За деяких умов, наприклад при резонансних коливаннях, дисипативний
розiгрiв може досягати значного рiвня. Другий напрямок пов’язаний з поглибленим
вивченням визначальних рiвнянь непружних матерiалiв. В данiй роботi дослiджує-
ться процес неiзотермiчного навантаження в’язкопружного стержня на розтяг. Для
цього використовується формалiзм термодинамiки необоротних процесiв. Постанов-
ка задачi складається iз балансових рiвнянь, якi зводяться до рiвняння руху, рiвнян-
ня теплопровiдностi, а також з визначальних рiвнянь нестацiонарної в’язкопружної
поведiнки матерiалу.

Задача розв’язувалась чисельно iз застосуванням пакету програм для
розв’язання крайових задач в термiнах диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними (FEniCS [1]), результати вiзуалiзувалась за допомогою пакету ParaVi-
ew [2]. Дослiджено температурнi ефекти при одноосьовому розтягу в’язкопружного
стрежня. Встановлено, що розтяг стержня супроводжується змiною температури
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матерiалу. Температурнi ефекти залежать вiд швидкостi розтягування i вла-
стивостей матерiалу. Якщо розтягувати стержень з достатньою швидкiстю, то
процес супроводжуватиметься зменшенням температури матерiалу(вiдбувається
збiльшення внутрiшньої енергiї, що приводить до зменшення температури). Якщо
ж розтягувати стержень дуже повiльно, то температура матерiалу може збiльшу-
ватись (вiдбувається зменшення його внутрiшньої енергiї, що може призвести до
зростання температури).
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Визначення вибухонебезпечних предметiв

Кунiчiк О.В.

Доповiдь присвячена дослiдженню у галузi визначення вибухонебезпечних пре-
дметiв (далi ВП). Це дуже велика проблема для України, адже 30 вiдсоткiв терито-
рiї держави наразi замiновано [1], а на розмiнування знадобиться десятки рокiв. На-
ше дослiдження полягає в застосуваннi комп’ютерного зору та методiв машинного
навчання (далi МН) для точного та ефективного виявлення ВП. Iснуючi перешкоди,
як-то вiдсутнiсть великої кiлькостi даних, велика рiзноманiтнiсть видiв мiн та скла-
днiсть ландшафту, на якому потрiбно визначати ВП, являє собою складну задачу.
Сюди можна додати рiзнi погоднi умови, типи грунту та забрудненiсть територiй.
На даному етапi дослiдження використовується модель YOLOv5, головна увага при-
дiлена конструюванню датасету, збiльшенню кiлькостi класiв об’єктiв, що розпiзна-
ються, створенню та навчанню моделi для вiзуального визначення об’єктiв. Модель
тестується на сайтi Roboflow, досягнуто точнiсть на тестовому датасетi близько 91
вiдсотка, що може бути порiвняно з провiдними дослiдженнями у цiй галузi [2].
Наразi дослiджується тонке налаштування моделi за допомогою трансферного на-
вчання, а також проводиться робота зi збору фото та вiдео.

Наступним етапом буде розгортання моделi на безпiлотний летальний апарат
для збору та тестування ще бiльшої кiлькостi реальних даних. Для покращення
точностi моделi планується додавання нових сенсорiв, таких як термальнi камери
та георадари, а також застосування сучасних технiк МН, таких як трансферне та
активне навчання тощо. Планується застосування iнших напрямкiв покращення то-
чностi моделi, зокрема методiв для аналiзу знiмкiв магнiтно-резонансної томографiї
(3D CNN) та iнших напрямкiв медичної вiзуалiзацiї.

Наше дослiдження потенцiйно має великi шанси iстотно вплинути та значно
пришвидшити процес розмiнування територiї України та зберегти багато життiв, а
також стати базою для вирiшення iнших задач прикладної областi.
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Вiзуалiзацiя та розмiтка даних ЕКГ для видiлення
ефективних характеристичних ознак

А. В. Ляшко
Серцево-судиннi захворювання є однiєю з головних причин смертностi людей.

Запобiгання серцевим захворюванням здiйснюється шляхом виявлення початкових
стадiй хвороби за допомогою ЕКГ (електрокардiограма). ЕКГ є головним неiнва-
зiйним методом дослiдження роботи серця та визначення його аномалiй. При наяв-
ностi хвороби серця своєчасно зроблена ЕКГ може запобiгти серцевому нападу або
i смертi.

В данiй роботi здiйснюється препроцесорна обробка даних добової ЕКГ по Хол-
теру. Данi ЕКГ по Холтеру збираються протягом доби i мають великий обсяг. З
огляду це необхiдно мати алгоритмiчнi та програмнi засоби попередньої обробки
великих масивiв даних[1].

В данiй роботi розроблено програмне забезпечення, яке реалiзує такi можливо-
стi:

- видiлення даних окремих вiдведень (данi кожного вiдведення створюються
парою датчикiв) з вихiдного файлу Холтера;

- розподiл отриманої iнформацiї за їх ознаками та збереження вiдповiдних
сигналiв в окремих файлах;

- розбиття даних за вказаними часовими iнтервалами з їх подальшою вi-
зуалiзацiєю та можливостями масштабування, прокрутки, збереження.

Програмне забезпечення розроблено на мовi Python. Для запуску програми по-
трiбно встановити Python 3.5 та Numpy 1.9.1 або вище. Основним вхiдним параме-
тром є посилання на мiсце зберiгання вихiдного файлу Холтера .edf формату. При
першому запуску програми створюються окремi файли, в якi записуються розши-
фрованi данi, що належать певному сигналу. Загальний iнтервал подiляється на
сегменти, довжина яких за замовчуванням - 1 година. В користувача є можливiсть
перейти до будь-якої частини iнтервалу та зберегти вiдповiднi координати сигналiв
вiд всiх вiдведень та їх графiки.

Розроблена програма може бути корисна лiкарям-кардiологам для видiлення
аномалiй серцевого ритму для бiльш детального аналiзу. Загалом програмне забез-
печення може допомогти лiкарю швидше поставити дiагноз.
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Проєктний пiдхiд до розробки моделi керування
людським потенцiалом

Малахов Д.I.
Проєктний пiдхiд до розробки моделi керування людським потенцiалом в Укра-

їнi є дуже актуальною темою в сучасному бiзнес-середовищi. Особливо важливою
вона стає у зв’язку зi стрiмкими змiнами в економiцi, технологiях, культурi та ринку
працi [1], а також високим рiвнем безробiття порiвняно з середнiм в Європi. Це по-
требує вiд органiзацiй нових пiдходiв до управлiння своїми людськими ресурсами.
Тож актуалiзується проблема розробки оптимальної моделi керування людським
потенцiалом [2], що дозволить здiйснювати ефективнi процеси управлiння такi як
набiр, навчання, розвиток, мотивацiя та утримання працiвникiв.

Результатом дослiдження даної теми є оптимальна модель керування людським
потенцiалом, яка буде адаптована до умов українського ринку працi, враховую-
чи мiсцевi особливостi. Це допоможе компанiям впроваджувати новi технологiї та
iнновацiї, залучати талановитих спiвробiтникiв, пiдвищувати рiвень ефективностi
дiяльностi та збiльшувати конкурентнi переваги на ринку.
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DeFi trading strategies evaluation
Marchuk Y. M.

A crypto trading strategy is a fixed and consistent method of planning and making
crypto trades. Trading strategies typically set out the following specifications: which
trades to make, when to make them, when to exit them, how much capital you should
risk on each position. There are many different types of crypto strategies. We chose the
most popular among them, which are:

- Day trading;
- Swing trading;
- Crypto arbitrage;
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- Crypto futures trading;
- High-frequency trading;;
- Range trading;
- Scalping in Crypto;
- Trend-based trading.

and conducted their detailed analysis. The analysis included the next steps:
- collecting the market data (it is important to have enough information about

the market before starting to check the performance of the strategy);
- determining the extent of trader’s presence in the market;
- calculating the profit-loss ratio (Profit-loss ratio = total failed trades/total

successful trades);
- calculating the effective profit-loss ratio (effective profit-loss ratio = total

amount lost / total amount gained; if this ratio < 1 − 𝑎 – trader is losing
their capital);

During this research the most effective trading strategy (based on our analysis and
evaluation) was obtained and different ways to assess a strategy (which parameters take
into account and how to choose the most critical among them) were proposed to potential
traders.
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Побудова та аналiз математичних моделей
ураження малошвидкiсних динамiчних об’єктiв

Нижник Б. М.
Зараз безпiлотнi лiтальнi апарати (БПЛА) все частiше використовуються в зо-

нах бойових дiй, тому дуже важливо розробляти новi методики протистояння їх
застосуванню. Одним з ключових напрямiв є розробка математичних моделей для
аналiзу та передбачення руху малорухомих об’єктiв.

Для передбачення позицiї дрона використовують часовий ряд (𝑡𝑖, 𝑌⃗𝑖), де 𝑡𝑖 - час
спостереження, 𝑌⃗𝑖 - вектор положення дрона в момент часу 𝑡𝑖. Задача полягає в
знаходженнi положення дрона 𝑌⃗𝑖+𝑘 в заданий момент часу 𝑡𝑖+𝑘.

Одним зi способiв передбачення є використання авторегресiйної моделi перед-
бачення, яка описується наступною формулою:

𝑌⃗𝑡 = 𝛼⃗0 +

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖𝑌⃗𝑡−𝑖 +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝜂𝑗 𝜖⃗𝑡−𝑗 + 𝜖⃗𝑡

де 𝑌𝑡 - значення часового ряду в момент часу 𝑡, 𝛼0 - константа, 𝜑𝑖 та 𝜂𝑗 - коефiцiєнти,
𝑝 та 𝑞 - порядки моделi, а 𝜖𝑡 - похибка моделi.
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Оскiльки позицiя дрона не є стацiонарною, доцiльно використовувати авторе-
гресiйне iнтегроване ковзне середнє (ARIMA). У дрона є заданий напрям, тому його
середнє перемiщень буде в напрямку до цiлi, а усi вiдхилення вiд цього напрямку
мають тимчасовий характер.

Для оцiнки параметрiв моделi використовуємо метод найменших квадратiв.
Оптимальнi значення параметрiв знаходяться з використанням чисельних методiв
оптимiзацiї функцiї багатьох змiнних

Пiсля отримання оптимальних значень параметрiв моделi, можна використову-
вати її для передбачення майбутнього положення дрона. Це може бути корисним
для визначення областi, в якiй можливо знаходиться дрон, та для аналiзу ефектив-
ностi зенiтних установок.

Данi моделi можуть використовувати для аналiзу ефективностi рiзних методiв
ураження малорухомих об’єктiв. Таким чином, дослiдження в цьому напрямку є
актуальним для розвитку методiв боротьби з БПЛА.
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Використання технологiї геймiфiкацiї для
полегшення навчального процесу на прикладi

створення чат-боту
В. В. Павленко, С. В. Павленко, Ю. М. Шевчук

Iгри, симуляцiї та геймiфiкацiя протягом останнiх рокiв викликають все бiль-
ший iнтерес з боку освiтян як засiб залучення учнiв у новi та нестандартнi способи
здобуття знань [1]. Цей iнновацiйний пiдхiд уже успiшно використовується в рядi
навчальних дисциплiн, як от у математицi, iноземних мовах тощо, а одними з най-
бiльш вiдомих та ефективних прикладiв геймiфiкацiї у цих сферах є платформи
Duolingo [2] та Duolingo Math.

Було спроєктовано та розроблено iнструмент, що використовує метод геймiфi-
кацiї, для вивчення наголосiв iз затвердженого перелiку Мiнiстерства освiти i науки
як необхiдної складової зовнiшнього незалежного оцiнюванння (ЗНО) з української
мови. Наразi iснує чимало платформ для створення iгрових навчальних матерiа-
лiв: Kahoot, Quizizz, Canvas тощо. Утiм, було вирiшено скористатися платформою
чат-ботiв у месенджерi Telegram, що має зручний та добре задокументований API.

Отож, iз використанням мови програмування Golang та бiблiотеки SQLite для
реалiзацiї систем баз даних, було створено бота в Telegram, що доступний за поси-
ланям t.me/naholosy_bot. Цей бот є комплексним середовищем для вивчення на-
голосiв та має функцiї тестування (по 12, 24 та 36 питань), пошуку правильних
наголосiв для слiв iз перелiку та окремих слiв за алфавiтом тощо. Була також ре-
алiзована функцiя аналiзу успiшностi користувача (слова, на яких користувач не
робить помилок, трапляються у тестах рiдше).
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Адаптацiя алгоритмiв роботи з рядками та
текстами для оцiнки подiбностi стекiв викликiв

С. В. Павленко, П. П. Кулябко
Сучаснi програмнi системи швидко зростають за складнiстю та обсягом коду, що

ускладнює уникнення помилок та збоїв у них. Автоматичний збiр звiтiв про помил-
ки(стек викликiв, лог-файли та iн) є необхiдною частиною розробки програмного
забезпечення, але їх групування стає проблемою при збiльшеннi кiлькостi користу-
вачiв. В бiльшостi випадкiв стек викликiв дає вичерпну iнформацiю про причину
збою[1], тому завдання кластеризацiї звiтiв зводиться до кластеризацiї їх стекiв ви-
кликiв. Для цього потрiбно розв’язати проблему їх порiвняння. У своїй роботi я
пропоную розглянути iдею адаптацiї алгоритмiв роботи з рядками та текстами для
оцiнки подiбностi стекiв викликiв.

Застосування алгоритмiв роботи з рядками для вирiшення цiєї задачi досить
очевидне, адже стек викликiв, складається з послiдовностi кадрiв (аналогiчно як
слова з лiтер або текст зi слiв), якi можуть повторюватися. З iншого боку, якщо в
рядочку всi символи мають однакову вагу, то в стеку викликiв вага кожного кадру
зменшується в залежностi вiд його вiддаленостi вiд вершини. Також, важливий
контекст кадру - тобто, кадри якi йому передували та якi слiдують пiсля нього.

Першi алгоритми були побудованi на основi алгоритму найдовшої спiльної
пiдпослiдовностi[2]. Його альтернативою став алгоритм розрахунку вiдстанi Левен-
штейна, який вдалося значно точнiше сконфiгурувати для цiєї задачi. Наступний
кроком стало використання алгоритмiв для роботи з текстами, наприклад алго-
ритмiв ранжування TF-IDF. Також досить цiкавим виглядає досвiд використання
рекурентних нейронних мереж для порiвняння стекiв викликiв[3] та Прихованих
Маркiвських Моделей [4].

Отже, незважаючи на те, що алгоритми роботи з рядками та текстами, на пер-
ший погляд, не мають нiчого спiльного з задачею порiвняння стекiв викликiв, та все
ж їх iдеї та принципи знайшли своє застосування у цiй задачi. Звiсно, особливостi
реалiзацiї та вибiр алгоритму залежить вiд конкретних вимог та наявних обчислю-
вальних ресурсiв. А кожен з пiдходiв має свої сильнi та слабкi сторони. Та все ж,
це чудовий приклад, як розробки з однiєї галузi можуть стати досить плiдним пiд-
ґрунтям для вирiшення сумiжних задач, для яких не iснує специфiчних алгоритмiв.
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Оцiнка ефективностi застосування системи
масового обслуговування на прикладi
Олександрiвської лiкарнi мiста Києва

Перерва Антонiна Григорiвна
Iз системами масового обслуговування суспiльство зустрiчається повсякденно.

У багатьох галузях виробництва, побутового обслуговування, економiки та фiнансiв
важливу роль вiдiграють системи спецiального виду, що реалiзують багаторазове
виконання однотипних завдань. Подiбнi системи i називають системами масового
обслуговування. Теорiя масового обслуговування розглядає затримки, спричиненi
невiдповiднiстю мiж попитом на послугу та можливостями задовольнити попит.
Iндустрiя охорони здоров’я в усьому свiтi страждає вiд затримок черги. Найча-
стiше це проблема оцiнки рiвня обслуговування, наданого пацiєнтам, середнього
часу очiкування, кiлькостi пацiєнтiв у черзi, використовуваної потужностi та ймо-
вiрностi того, що пацiєнту потрiбно чекати, або ж ймовiрнiсть вiдмови пацiєнту,
коли зайнятi усi сервери обслуговування у випадку системи без черги. Лiкарнi по-
стiйно мають покращувати свою роботу, бо неправильне планування та несправна
логiстична система призводять до надто тривалого перебування. Аналiз черги та
затримок може значно пiдвищити медичну продуктивнiсть, задоволенiсть пацiєнтiв
та економiчну ефективнiсть медичної допомоги. Це обумовлює актуальнiсть дослi-
дження ефективностi роботи Олександрiвської лiкарнi та порiвняння її з середнiми
київськими показниками. Метою роботи є виявлення впливу базових показникiв
обслуговування, таких як: змiна кiлькостi лiжок, часу обслуговування, чисельностi
пацiєнтiв - на ефективнiсть дiяльностi реанiмацiйних палат мiста Києва.
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Виявлення контурiв зображення зi згладжуванням
поверхнею другого порядку
Пiдлетейчук Анна Володимирiвна

Контури - це такi кривi на зображеннi, вздовж яких вiдбувається рiзка змiна
яскравостi. Знайшовши їх, видiляють суттєвi характеристики зображення [1]. Це
може бути корисно у рiзних галузях, таких як медична дiагностика, вiдеоспостере-
ження, графiчний дизайн тощо.

На практицi iснує багато рiзних методiв видiлення контурiв, в основному це
градiєнтнi методи [1], [2]. Але , використовуючи їх, можна стикнутися з проблемами
. Наприклад, можна побачити виникнення фiктивних контурiв.

У даннiй роботi розглядається метод, що дозволяє хоча б частково усунути
фiктивнi контури в зображеннi. Метод виявлення контурiв зображення зi згладжу-
ванням поверхнею другого порядку полягає в апроксимацiї яскравостей пiкселiв
площиною.

Для побудови цiєї площини використовується метод найменших квадратiв. Пi-
сля знаходження невiдомих коефiцiєнтiв поверхнi другого порядку пiдраховуються
її градiєнти, що дає можливiсть видiлити контури.

Вихiдне зображення цього алгоритму дуже схоже на те, яке отримується пiсля
дiї оператора Превiтта або Собела[2], але має вiдмiнностi. Основним недолiком цього
методу є висока обчислювальна складнiсть для великих зображень.

Список лiтератури

[1] Reinhard Klette. Coincise Computer Vision. An Introduction into Theory and Algori-
thms . / Springer, 2014. - 429 с.

[2] Rafael C. Gonzalez, Richard E. Woods. Digital Image Processing / 3rd ed., Person
, 2008. - 976с.

Автори

Пiдлетейчук Анна Володимирiвна — студентка 4-ого курсу бакалаврiату,
факультет комп’ютерних наук та кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна; E-mail: angik24na7@gmail.com

99



Розробка iгрового застосунку для Android з
використанням рушiя Unity

П. С. Пiнчук
Iгрова iндустрiя — це масштабний бiзнес, який щорiчно приносить мiльярди до-

ларiв прибутку. З розвитком мобiльних iгор попит на високоякiснi iгровi програми
для Android нiколи не був таким великим. Одним iз найбiльш поширених iгрових
рушiїв для розробки iгор є Unity[1].

Розробка iгрового застосунку складається з декiлькох етапiв. Перший етап — це
розробка архiтектури продукту, яка передбачає проектування загальної структури
гри, взаємодiю мiж класами програми та вибiр вiдповiдних компонентiв Unity, якi
знадобляться для розробки застосунку. Наступним етапом є розробка графiки гри,
яка передбачає створення рiзноманiтних iгрових ресурсiв, таких як персонажi, ото-
чення та об’єкти, а також їх iнтеграцiю в програму. Третiй етап — бекенд гри, який
вiдповiдає за її логiку та керування даними. Для його розробки було використано
мову програмування C#[2]. Вона об’єктно-орiєнтована, пiдтримується Unity i надає
можливiсть розробникам створювати ефективнi та надiйнi сервернi системи, якi за-
безпечують безперебiйну роботу гри. Ще одним важливим аспектом розробки iгор є
створення штучного iнтелекту для неiгрових персонажiв (NPC). Це передбачає роз-
робку та впровадження систем штучного iнтелекту, для створення iнтелектуальних,
чуйних i складних NPC, якi дозволяють їм взаємодiяти з гравцем у реалiстичний
та привабливий спосiб. Гра пройшла ретельне тестування та оптимiзацiю для ши-
рокого дiапазону пристроїв, i тiльки пiсля цього вона була опублiкована в Google
Play, де її можуть завантажувати та грати користувачi з усього свiту. Посилання на
гру: https://play.google.com/store/apps/details?id=com.SunLabGames.TheLastPirate
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WMFA-based convolution for 4D and higher
dimensions

Roman Polishchenko
Convolutional Neural Networks (CNNs) have been widely used in various fields and

played an important role, especially in computer vision tasks, therefore, boosting the
development of this domain. Lots of work has been done for optimizing 2D ConvNet
layers. Also, 3D convolution gets to be used more frequently, for example in tasks that
require the analysis of time-dependent data. However, there is a set of problems, which
can theoretically be solved using 4D or 5D ConvNets. For example, some geodesic data
could have up to 5 dimensions or any 3D object changing its position or shape in time
produces a 4D sample.
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The goal of the research is to adapt the approach for computing convolutions based
on a Winograd minimal filtering algorithm [1], prototype it using Python, and try to
analyze its pros and cons compared to a straightforward definition-based algorithm.

We presented a brief overview of all main groups of methods for computing the
convolution layers and deeply investigated the approach that relies on the Winograd
minimal filtering algorithm and its N-D generalization [2]. The functions for computi-
ng convnet layers based on the WMFA were implemented both for 2D and 4D cases
specifically, and for N-D case in general (code is open-source and can be found via
https://github.com/roma-vinn/winograd_convNd).

In conclusion, we can be sure of the numerical stability of the considered WMFA-
based approach to calculate ConvNet layers. The highest magnitude of error that has
been seen is 10−14, which is more than acceptable for deep learning purposes. Then, we
can be sure that this algorithm can be faster for 2D (our Python implementation), but
detailed speed analysis for higher dimensions still requires optimized implementation on
GPU, which was out of the scope of this research.
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Дослiдження ефективностi iєрархiчного кодування
класiв для класифiкацiї зображень за допомогою

штучних нейронних мереж
Полухiн А.К.

Проблема iєрархiчного кодування класiв для задачi розпiзнавання об’єктiв
на зображеннi зараз надзвичайно актуальна, адже з кожним днем вiд систем
комп’ютерного зору вимагається працювати з усе бiльшими масивами даних,
одночасно зберiгаючи, бiльше того, покращуючи, показники ефективностi.

Iєрархiчне кодуванння дiйсно може покращити роботи алгоритмку, як це пока-
зано у [1, 2], де використання вкладеного iєрархiчного кодування класiв для задачi
сегментацiї зображення пухлин мозку покращило результат. Автори використали
функцiю кодування класiв [3] виду

𝑎(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑛=1

𝜎(𝑘[𝑥+ ℎ(𝑛−
𝑚+ 1

2
)]),

де 𝜎(𝑥) = 1
1+𝑒−𝑥 , 𝑘 — це гладкiсть функцiї активацiї, а ℎ— це вiдстань мiж сусiднiми

класами.
У цiй роботi розглядається декiлька рiзних методiв кодування, представлення,

та функцiй активацiї для iєрархiчного кодування класiв для задачi класифiкацiї
зображень.
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Транспортна задача для економiчного
обґрунтування перевезення зерна

Резнiченко I.В., Капустян О.А.
Одним iз ключових напрямiв розвитку економiки України є агробiзнес, зокрема

така його стратегiчна галузь, як транспортування зерна. В умовах тривалого пов-
номасштабного вторгнення росiї витрати на перевезення зерна в Українi, якi були
найнижчими порiвняно з європейськими чи американськими, сьогоднi стали чи не
найбiльшими у свiтовiй практицi та несподiвано вийшли на перший план у форму-
ваннi собiвартостi продукцiї. Тож актуалiзується проблема органiзацiї економiчно
обґрунтованого перевезення зерна, щоб зберегти конкурентоздатнiсть агропроду-
кцiї, уникнути катастрофiчного падiння рентабельностi аграрного виробництва та
не втратити цiлий сектор економiки України.

Розв’язати зазначену проблему покликанi економiко-математичнi методи й мо-
делi [1], до яких вiдноситься й транспортна задача. У нашому випадку транспортна
задача нацiлена на пошук економiчно обґрунтованого плану перевезення зерна з
пунктiв виробництва (чи зберiгання) до пунктiв призначення, ураховуючи рiзнi ти-
пи транспорту для перевезення, що дозволяє мiнiмiзувати витрати пов’язанi з цим
процесом.

У роботi поставлено й розглянуто збалансовану чiтко формалiзовану трьохiн-
дексну транспортну задачу [2] та доведено iснування її розв’язкiв.

[1]
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Про розв’язування однiєї нечiткої задачi
комiвояжера на основi методу вiдпалу

Рець Вадим Олександрович
Метою формування багатьох теоретичних iдей у галузi дослiдження та моделю-

вання соцiальних процесiв є адаптацiя математичних моделей до реального життя.
Це дає можливiсть поєднати потужнiсть обчислювальних методiв з врахуванням
особливостей суб’єктивного впливу. Такi задачi є поширеними, коли мова йде про
застосування алгоритмiв штучного iнтелекту, створення систем пiдтримки прийня-
ття рiшень, вирiшення питань розподiлу ресурсiв – в них оцiнка часу є вирiшаль-
ним фактором, i при визначеннi часових iнтервалiв важливо враховувати варiацiї
сприйняття часу, викликанi людськими емоцiями [1]. У контекстi проблеми комi-
вояжера (TSP) нечiткий пiдхiд у методi вiдпалу [2] може ефективно обробляти не-
визначену та суб’єктивну iнформацiю. Цей пiдхiд використовує нечiткi числа для
врахування суб’єктивного характеру людської участi (сприйняття часу), який часто
присутнiй у сценарiях TSP.

Наведено результати дослiдження застосування нечiтких чисел i методу вiдпалу
в контекстi поставленої задачi з урахуванням суб’єктивного сприйняття плину часу
в реальних умовах руху, що дозволяє сформулювати нечiтку оптимiзацiйну задачу
для знаходження найкращого значення цiльової функцiї, яка визначається величи-
ною необхiдного для подорожi мiж мiстами часу. Розглянуто оптимiзацiю розв’язкiв
задачi комiвояжера шляхом поступового зниження енергiї системи процесу вiдпалу.
Результати пiдтвердили ефективнiсть цього пiдходу. Розроблено програму, яка ви-
користовувалася для порiвняння результатiв задачi комiвояжера з використанням
чiтких i нечiтких чисел на основi методу вiдпалу. Отримано висновок, що викори-
стання нечiтких чисел iз методом вiдпалу призводить до покращення результатiв
задачi порiвняно з використанням чiтких чисел за умов наявностi можливих вiдхи-
лень вiд очiкуваного фiксованого середнього.

Список лiтератури

[1] Schirmer, A. How emotions change time// Frontiers in Integrative Neuroscience. –
2011. - № 5. - Р.58.

[2] Grabusts, P., Musatovs, J., & Golenkov, V. The application of simulated annealing
method for optimal route detection between objects// Procedia Computer Science.
- 2019. – 149. - Рp. 95-101.

Автори

Рець Вадим Олександрович — аспiрант 1-го курсу, факультет комп’ютерних
наук та кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,
Київ, Україна; E-mail: vadym.rets@gmail.com

103



Прогнозування попиту товарiв за допомогою
класичних статистичних методiв та методiв

машинного навчання
Рудь Максим Максимович

Задача прогнозування часових рядiв є класичною задачею, яка має багато при-
кладних застосувань. Однiєю iз таких є прогнозування попиту на товар на основi
iсторичних даних. Ця задача є актуальною, адже дає можливiсть пiдприємцям оцi-
нити об’єм майбутнiх продажiв та забезпечити наявнiсть товару в потрiбний час i
в необхiднiй кiлькостi. Це дозволяє уникнути недостачi або надлишковостi товару
на складах i вiдповiдно уникнути списання товару, який може зiпсуватися.

Метою дослiдження є аналiз ефективностi прогнозування попиту товарiв рiзних
категорiй на три тижнi вперед за допомогою визначених моделей . У до- слiдженнi
порiвнюються класичнi статистичнi методи прогнозування часових рядiв(ARIMA,
Exponential Smoothing, Croston) [1] та методи машинного навча- ння(Recurrent
Neural Networks, Temporal Convolutional Networks [2], Random Forest [3]). Також
використали ансамблеву модель iз наївних моделей як найпростiшу модель для по-
рiвняння. Дослiдження також передбачало роздiлення часових рядiв за їх типами
попиту, якi описанi в [4]. Ефективнiсть прогнозування моделей оцiнювалася за до-
помогою метрик MAE, SMAPE та коефiцiєнту детермiнацiї.

В результатi дослiдження отримали, якi моделi найкраще прогнозують конкре-
тнi категорiї товарiв та конкретнi типи попиту. Це дослiдження може допомогти
у створеннi системи автоматизованого прогнозування попиту для пiдприємцiв, якi
хочуть мати впевненiсть, що доставка товарiв на склади буде вчасною, що продажi
максимiзуються та покращиться рiвень обслуговування.
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WriteRight: Text Segmentation
D. Samus, B. Turbal, I. Kostiuk

Text extraction is a crucial step in text recognition. It can be done in three ways:
extracting words, extracting lines, or extracting whole paragraphs.

Learning-free techniques that we implemented are: connected component-based word
extraction and horizontal projection profile method.

A connected component method is prone to connecting characters from different
lines, and is susceptible to ink smears and preprocessing noise. Even if extraction was
successful, ordering words left to right, down to bottom can be problematic, but should
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be solvable for a certain subset of inputs (e.g. estimate text line height and order using
heuristically-derived line regions).

The horizontal projection profile method is based on the assumption of lines being
non-skewed. This greatly limits the usage of this method in the segmentation of handwri-
tten text, which tends to have non-straight text lines, characters of different heights, and
other features of a person’s handwriting.

Both methods have severe limitations and they are not robust enough for our
application. There are other learning-free methods [1, 2] that perform better, but are
computationally harder than the aforementioned methods.

Another modern solution is to use Deep Neural Networks to present a more robust
solution. There are two main types: single-shot detection techniques like YOLO [3] (you
only look once) and region-based text detection techniques [4]. YOLO is a one-shot
technique with a significant advantage - you only need to pass the image once. To get
better results on Ukrainian text datasets, one of the most effective solutions is to choose a
modern architecture of Neural Networks and implement fine-tuning on a selected dataset
with some modifications.
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Analysis of the software development process using the
system analysis methodology

K.V. Senko
Software development is a complex and multi-stage process in which various problems

can arise, leading to a decrease in the quality of the product or its incorrect operation.
One of the effective tools for preventing such problems is the methodology of system
analysis, which allows you to consider the software as a system consisting of many
interdependent components and study their interaction in order to optimize the system
as a whole.

One of the key advantages of using the system analysis methodology in software
development is the ability to identify and eliminate errors at the initial stages of
development.

In order to successfully use the methodology of system analysis in software
development, it is necessary to have experience and knowledge in the field of system
analysis, as well as to possess the appropriate tools and technologies. For this, you can
use various software products, for example, CASE-systems (Computer-Aided Software
Engineering), which allow you to analyze and design software according to the system
analysis methodology.
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In addition, an important stage in the application of the system analysis methodology
is the collection and analysis of input data. For this, various methods can be used,
for example, structural analysis, functional analysis, problem area analysis, etc. This
approach makes it possible to understand the needs and requirements of users, identify
possible problems and ensure the high quality of the developed product.

Therefore, the analysis of the software development process using the system analysis
methodology is an important step that allows you to improve the quality and efficiency
of the developed product and reduce the risks associated with its development and
implementation.
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Exploring the Effectiveness of Deep Learning
Techniques for Sentiment Analysis of Social Media

Texts
K.V. Senko

Sentiment analysis of social media texts has become an important area of research
due to the increasing amount of user-generated content on social media platforms. The
goal of this research is to investigate the effectiveness of deep learning techniques for
sentiment analysis of social media texts and to compare their performance with traditi-
onal machine learning techniques.

The exponential growth of social media has created an immense amount of data
generated every day, which is difficult to process using traditional data analysis techni-
ques. Sentiment analysis of social media texts can help in understanding the users’ opini-
ons and emotions about different products, services, or events. This information can be
valuable for businesses, organizations, and governments in making informed decisions.

The main results of this research are as follows:
1. We evaluated the performance of deep learning techniques such as Convoluti-

onal Neural Networks (CNN), Recurrent Neural Networks (RNN), and Long Short-Term
Memory (LSTM) for sentiment analysis of social media texts.

2. We analyzed the impact of different factors such as data preprocessing techni-
ques, feature extraction methods, and hyperparameter tuning on the performance of the
models.

3. We conducted experiment benchmark dataset, namely, the SemEval 2017 Task
4 dataset, and achieved state-of-the-art performance on dataset using deep learning
techniques.

The results of this research demonstrate the effectiveness of deep learning techniques
for sentiment analysis of social media texts and provide insights into the factors that
influence their performance.
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Дослiдження та розробка проєкту
сервiсно-орiєнтованої соцiальної мережi

М. Ф. Сизько

Соцiальна мережа (англ. Social networks) – це вебсайт, який дозволяє зареєстро-
ваним на ньому користувачам розмiщувати iнформацiю про себе й спiлкуватися
мiж собою, встановлюючи соцiальнi зв’язки. Iнформацiя на цьому сайтi створює-
ться самими користувачами [1].

Соцiальнi мережi набувають дедалi бiльшого значення у сучасному суспiльствi.
Їх розвиток змiнив характер комунiкацiї та взаємодiї людей. Дослiдження демон-
струє значний розвиток соцiальних мереж, статистика свiдчить про постiйне зро-
стання їх користувачiв. Iснують рiзнi типи таких мереж: вiдеохостинги, соцiальнi
мережi для обмiну короткими повiдомленнями, для дiлової комунiкацiї та iншi.

У ходi роботи було проаналiзовано сучасний стан та проведено порiвняль-
ний аналiз iснуючих соцiальних мереж. У данiй роботi розроблено сервiсно-
орiєнтований проєкт соцiальної мережi. Реалiзовано можливiсть створення кори-
стувача з такими атрибутами, як iм’я, аватар, адреса та iн. Користувачi можуть
створювати публiкацiї, переглядати записи iнших користувачiв, комунiкувати.

Головна iдея розробки - соцiальна мережа для пошуку роботи. Особливiсть цiєї
мережi полягає у її призначеннi: надати користувачевi можливiсть вирiшити лише
одну задачу - отримання нової роботи, не вiдволiкаючи його увагу будь-яким чином.

Програмне забезпечення розроблено на Java 17, Spring Framework. Використо-
вується БД PostgreSQL, що зберiгається в Docker контейнерi.
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Apodeixis – EVM powered posts system
Statnik M., Masych N., Kostiuk I.

In today’s world, protecting intellectual property and verifying claims can be
challenging. To address these issues, we engineered Apodeixis – a blockchain-driven
posts service.

Our system uses decentralized and cryptographically assured [1] EVM chains to
guarantee the authenticity and immutability of data. Users can create articles which
serve as a payload for transaction to a smart contract, an autonomous program that
runs on top of the Ethereum Virtual Machine [2]. Apodeixis also allows users to view
other users’ posts and verify their authenticity by checking the corresponding blockchain
records.

To optimize transactional fees and unify data structures for smart contract, we hash
the posts before composing transactions. Our backend monolith service is implemented
using high-performing Go, while lightweight framework Vue.js is applied for the frontend.
PostgreSQL is used for orchestrating system data, and smart contracts are written in
Solidity. The backend API is documented with swagger. We have given the architecture
of Apodeixis in the following diagram:

We utilize GitLab CI/CD shared runners to containerize our services and build
docker images with werf, an open-source, rapid, and scalable tool. For demo purposes,
we have deployed our smart contract to Polygon [3] Mumbai testnet.
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Дослiдження методiв роздiлення каналiв у
радiорелейних лiнiях зв’язку

Степанченко Б.С.
Дана робота присвячена просторовому методу роздiлення каналiв у радiорелей-

них лiнiях зв’язку. Основна його особливiсть полягає у економiї частотного ресурсу
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при органiзацiї зв’язку мiж багатьма абонентами, якi рознесенi в просторi [1]. Це
забезпечується здатнiстю антен збiльшувати iнтенсивнiсть випромiнювання у не-
обхiдному напрямку, послаблюючи її в iнших, тобто антена використовується як
просторовий фiльтр.

Спираючись на отриманi результати дослiджень, можна стверджувати,
що впровадження смарт антени в засобах зв’язку є актуальною задачею [2].
Розв’язання цiєї задачi дозволить збiльшити об’єми iнформацiї, що передається,
за рахунок вивiльнення частотних дiапазонiв для передавання iнших видiв
iнформацiї.
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Розв’язання задач економiчного прогнозування з
використанням нейромережевих методiв

Степченко П.В.
В сучасному свiтi, де швидкiсть змiн i нестабiльнiсть економiки є нормою, ефе-

ктивне прогнозування є ключовим фактором успiху для будь-якої органiзацiї. Для
цього використовуються рiзноманiтнi методи i технiки прогнозування, серед яких
нейромережевi методи займають особливе мiсце [1]. Нейромережевi методи дозволя-
ють враховувати багатофакторнiсть економiчних процесiв, використовуючи складнi
математичнi моделi, що дозволяє забезпечувати високу точнiсть прогнозiв [2]. До-
слiдження з розв’язання задач економiчного прогнозування з використанням ней-
ромережевих методiв має велику актуальнiсть, оскiльки може допомогти пiдприєм-
ствам та державним органам приймати обґрунтованi рiшення, зменшувати ризики
та пiдвищувати ефективнiсть дiяльностi в умовах невизначеностi i конкуренцiї.

Результатом дослiдження даної роботи є розробка нових алгоритмiв та мате-
матичних моделей, що дозволять пiдвищити точнiсть прогнозування економiчних
показникiв i знизити ризики прийняття невiрних рiшень. Крiм того, дослiдження
може допомогти вдосконалити наявнi методи прогнозування, розробити новi пiд-
ходи до аналiзу економiчних даних та використання iнформацiйних технологiй у
процесi прийняття рiшень.
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Перспективи використання безсерверних технологiй
для математичних обчислень

Свистунов Антон Олександрович

Безсервернi обчислення (англ. - "Serverless Computing") є одним з найперспе-
ктивнiших напрямкiв розвитку хмарних технологiй. Ринок безсерверних обчислень
матиме iндекс CAGR (Compound Annual Growth Rate, з англ. - "Складений рiчний
темп приросту") 26% до 2032 року [1]. Орiєнтуючись на загальнi тенденцiї роз-
витку галузi, компанiї-постачальники хмарних сервiсiв, такi як Microsoft, Amazon,
Google, на iншi, пропонують свої реалiзацiї платформ для безсерверних обчислень.

Безсервернi обчислення - це модель хмарних обчислень, в якiй задача видiлення
обчислювальних ресурсiв покладається на постачальника хмарних послуг. Пiдходи
для розробки програмного забезпечення на платформах, що реалiзують дану мо-
дель обчислень, можуть бути iмперативними (з використанням мов програмування,
таких як, Python, Java, C#) та декларативними, так званими Low Code/No Code (з
англ. - "низькокодовий" та "безкодовий"). Разом з широким спектром засобiв для
програмування, постачальники послуг надають засоби для iнтеграцiї програмних
рiшень з iншими хмарними послугами - сховищами даних, брокерами повiдомлень,
системами автентифiкацiї, тощо [2].

При розробцi програмних рiшень для математичних обчислень, особливо, що
стосуються обробки великих даних та обробки даних у реальному часi, необхiдно
враховувати обчислювальнi потужностi, планувати видiлення пам’ятi, синхронiза-
цiю потокiв виконання, тощо. Платформи для безсерверних обчислень у поєднаннi
з декларативними пiдходами розробки дозволяють абстрагуватися вiд деталей реа-
лiзацiї механiзмiв керування обчислювальними потужностями - масштабування на
вимогу дозволяє ефективно використовувати хмарнi ресурси. Водночас пiдтримка
широкого спектру мов програмування, сприяє швидкiй адаптацiї iснучних рiшень.
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Рiзниця мiж стандартами представлення числа з
плаваючою крапкою POSIT та IEEE 754 у

комп’ютерних системах.
Т. А. Тищенко

Числа в комп’ютерних системах складаються з бiтiв, якi кодують рiзнi значення.
Для зберiгання чисел iз плаваючою крапкою використовується зазвичай стандарт
IEEE 754, але нещодавно був розроблений новий формат числа - POSIT.

Один з недолiкiв IEEE 754 полягає в тому, що вiн використовує фiксований
формат, тому що кiлькiсть бiтiв змiнюється для рiзних дiапазонiв чисел. Це озна-
чає, що найбiльш значущi бiти повиннi бути розташованi бiля крайнього правого
боку числа, що зменшує точнiсть. З iншого боку, POSIT використовує динамiчний
формат, що дозволяє зберiгати числа з рiзною точнiстю без втрати точностi.

Крiм того, POSIT пiдтримує безпечне переповнення, що означає, що в разi пере-
вищення обмежень числа, вiн не буде руйнувати число або використовувати непра-
вильне значення. Також POSIT дозволяє проводити простiшi операцiї з числами,
що зменшує обчислювальнi витрати порiвняно з IEEE.

Результати перевiрки показали, що POSIT може бути ефективнiшим за IEEE у
певних умовах, особливо при обробцi чисел з великим дiапазоном i значною рiзни-
цею мiж значеннями. Однак, вiн може бути менш точним для деяких значень, де
IEEE буде забезпечувати кращу точнiсть.

Отже, вибiр мiж POSIT i IEEE залежить вiд потреб користувача. Якщо точнiсть
є критичним фактором, то IEEE може бути кращим варiантом, але якщо точнiсть
може бути жертвована на користь швидкостi та ефективностi, то кращим варiантом
буде POSIT.
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Видiлення та обробка техногенних звукових
сигналiв методами великих даних

Троцько К. Р.
Об’єктом дослiдження є проблема виявлення, класифiкацiї та подальшої оброб-

ки техногенних звукiв у природному середовищi. Бiльш детально я зосереджуюся
на звуках вибухового характеру – пострiли, звуки заведених двигунiв, вибухи тощо.
Результати цього дослiдження можуть бути потенцiйно корисними в рiзних напрям-
ках застосування, таких як посилення безпеки в зонах активних вiйськових дiй або
ж як iнструмент для пiдвищення якостi аналiзу великих наборiв звукових даних.

Робота складається з двох частин. У першiй було зроблено огляд iснуючих ме-
тодiв локалiзацiї джерела звуку в мережах бездротових акустичних датчикiв [1].
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У другiй частинi пропонуються пiдходи до вирiшення однiєї з проблем, зазначе-
них у процитованiй статтi. А саме – це вiдокремлення звукового сигналу вiд шуму
та подальша обробка сигналу методами машинного навчання (СNN та GAN).
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WriteRight: Ukrainian Handwriting Recognition App
A. Fedorych, V. Kravchuk, N. Ivanov

The problem of recognizing handwritten text is still relevant today [1]. Existing
technologies are not efficient enough to allow an average user to quickly recognize
documents (notes and similar written materials) and save them in a convenient format.

The whole app pipeline is shown in the following diagram:

The goal of our project is to solve the Cyrillic recognition problem and develop an
interactive application [2] for working with the Ukrainian language.

The main difficulty is the lack of open datasets of Ukrainian words, for example, in
English collected more than 115k words [3]. Thus, manual assembly, preliminary artificial
generation, and supplementing with user suggestions obtained through the On-the-fly
concept will lead to a significant increase in confidence in the neural network and help
further NLP researchers.
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Методи атестацiї розподiлених систем на базi
сервiсно-орiєнтованої архiтектури

А. Ю. Харченко
Сервiсно-орiєнтована архiтектура (SOA) стала важливою складовою сучасної

бiзнес-практики. Це стиль архiтектури програмного забезпечення, який дозволяє
органiзацiям створювати програми, поєднуючи слабозв’язанi та незалежно розгор-
нутi служби. SOA має важливе значення у сучасному бiзнесi, оскiльки дозволяє
досягти гнучкостi в iнновацiях. Розбиваючи додатки на меншi багаторазовi ком-
поненти, органiзацiї можуть швидко реагувати на змiну ринкових умов i вимог
споживачiв. SOA також дозволяє органiзацiям iнтегрувати рiзнi системи та програ-
ми, покращуючи обмiн даними та спiвпрацю мiж вiддiлами.[1] Але для того, щоб
досягти успiху треба, щоб програмне забезпечення було якiсно протестовано.

Тестування SOA – це процес перевiрки того, що кожен компонент системи пра-
вильно функцiонує. Для того, щоб провести тестування SOA системи, програмнi
iнженери застосовують рiзнi пiдходи та методи. Вони також пiд час тестування
розглядають кожен рiвень архiтектури, щоб бути впевненими, що всi процеси у си-
стемi працюють. Тестування SOA, як i iнше тестування в розробцi ПЗ, дозволяє
iнженерам порiвняти власний продукт iз запитами клiєнта та переконатися, що всi
вимоги збереженi.

У данiй роботi представлена розробка сервiсно-орiєнтованої системи, на при-
кладi якої було показано основнi методи атестацiї програмного забезпечення. Також
було наведено порiвняльний аналiз мiж методами тестування та зроблено висновок,
щодо найефективнiших способiв атестацiї подiбних систем. В майбутньому очiкує-
ться, що дана робота зможе допомогти фахiвцям у виборi методiв тестування для
систем на базi SOA.

В ролi середовища розробки використовувалася Intellij IDEA. Як рушiйна маши-
на для API, було використано фреймворк Spring Boot з компiлятором Maven. Задля
зв’язку з БД(Postgresql) використано springboot-data-jpa на основi Hibernate. База
даних зберiгається в Docker контейнерi. Задля UI оформлення API додано Swagger-
UI, котрий допомагає вiдправляти та отримувати вiдповiдi у форматi JSON.
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Обчислення ймовiрнiсних характеристик гри за
допомогою генетичного алгоритму.

О. О. Хоменко
Дослiдження стосується теми обчислення ймовiрностей появи зображень в сло-

тах грального автомата "Однорукий бандит". При обчисленнi ймовiрностей вико-
ристовується незвичний (в рамках даної задачi) пiдхiд до знаходження мiнiмума
функцiї, а саме: генетичний алгоритм[1].

В генетичному алгоритмi: ген - це ймовiрнiсть появи зображення в слотi,
iндивiд - це список генiв, сума генiв будь-якого iндивiда має бути рiвною одиницi.
Наша мета - iндивiд, який забезпечує виконання певного списку умов.
Головна умова - це фiксований коефiцiєнт вiддачi автомату, тобто: математичне сподiвання виграшу

плата за одну спробу .

Коефiцiєнт вiддачi рахуємо, використовуючи закон великих чисел [2]:
𝑋𝑛

плата за одну спробу ; 𝑋𝑛 = 1
𝑛
(𝑋1 + ...+𝑋𝑛). 𝑋𝑛 → 𝜇, 𝑛→ inf

, де 𝜇 - це математичне сподiвання виграшу, а 𝑋𝑖 - це виграш i-ої гри.
Генетичний алгоритм має певний набiр iнструментiв[1]: схрещування, мутацiя,

вiдбiр. Функцiя обчислення ймовiрностi виживання, яка використовується у вiдборi,
обернено пропорцiйна до функцiї помилки коефiцiєнту вiддачi автомата, яку ми
намагаємося мiнiмiзувати. Мутацiя вiдбувається з ймовiрнiстю 0.1, при тому що
кожен окремий ген може мутувати з ймовiрнiстю 0.1× 1

к-сть генiв iндивiда . Мутуючий
ген замiнюється значенням нормально розподiленої випадкової величини з середнiм,
рiвним поточному значенню гена, та дисперсiєю, рiвною одиницi. Значення гену має
певнi обмеження: 0 < ген < 1.

За змiни генiв iндивiда при схрещуваннi або мутацiї може знадобитись привести
суму генiв до одиницi. Iндивiд - (𝑝1, ..., 𝑝𝑛). Алгоритм приведення:
𝑆 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑝𝑖; 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎 = 1−𝑆. 𝐺 = {𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛}; M - множина iндексiв мутованих генiв.

Пiсля схрещування: 𝑀 = ∅. Пiсля мутацiї: 𝑀 ̸= ∅. ∀𝑖 ∈ 𝐺 ∖𝑀 :
𝑆1 =

∑︀
𝑝𝑖; 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑃𝑖 = 𝑝𝑖/𝑆1; 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑖 = 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑃𝑖 × 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎;

Якщо 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎 < 0 : 𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑖; Якщо 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎 > 0 : 𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 + 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑖;
Таким чином зберiгається особливiсть кожного iндивiду, а мутацiя залишається
впливовою.
В кiнцi маємо генетичний алгоритм, що досягає поставленої мети.
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Модель системи монiторингу рiвня цукру в кровi
Шишацький Андрiй Вiкторович

Цукровий дiабет – хронiчне захворювання, що призводить до пiдвищення рiвня
цукру в кровi. Неврегульований дiабет може призвести до серйозних ускладнень.
Однак правильний монiторинг рiвня цукру в кровi може допомогти уникнути цих
ускладнень i пiдтримувати здоров’я пацiєнта. Зважаючи на це, актуальнiсть пробле-
ми дiабету та монiторингу рiвня цукру в їх органiзмi надзвичайно висока, i зростає
з кожним роком разом iз кiлькiстю людей з цим захворюванням.

Контроль за дiабетом включає в себе два аспекти. Перший – дiагностика, поля-
гає в монiторингу динамiки рiвня цукру в кровi. Другий – регулювання рiвня цукру
за допомогою препаратiв ретельно пiдiбраними за допомогою дiагностики дозами.

Метою дослiдження є створення моделi системи, яка об’єднує всi елементи мо-
нiторингу рiвня цукру в кровi. Для створення такої моделi використано мову спе-
цифiкацiй 𝑇𝐿𝐴+ з подальшою верифiкацiєю моделi за допомогою методiв TLC.

Розглянуто поняття модальної логiки, їх види, коротко характеризовано їх
особливостi[1]. Створена модель системи монiторингу цукру в кровi, що включає
в себе: зчитування даних сенсором, обробку отриманих даних, сповiщення на осно-
вi оброблених даних та iнтеракцiю з користувачем. Описано основнi положення
специфiкацiї систем, обґрунтовано використання мови специфiкацiй 𝑇𝐿𝐴+[2]. За
допомогою обраної мови створено специфiкацiю цiєї системи, що дозволило дове-
сти її коректнiсть методами TLC.

Можливе розширення цiєї моделi, що включатиме поради щодо регулювання
рiвня цукру в кровi, передачу показникiв на iншi пристрої через мережу, виклик
швидкої в разi критичних даних. Iмплементацiя такої системи надзвичайно полег-
шить життя для людей з цукровим дiабетом та їх родичiв.
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Розробка системи для аналiзу персональних витрат
та фiнансiв

Є.О. Штонда, Ю. М. Шевчук
З поступою цифровiзацiєю навколишнього свiту з’явилося таке поняття, як бан-

кiвськi картки. За допомогою банкiвських рахункiв i банкiвських карток (фiзичних
або вiртуальних) набагато спростився механiзм оплат покупок, отримання заробi-
тньої платнi, та iнших видiв транзакцiй. Оскiльки при витратах чи отриманнях
заробiтної платнi людина не взаємодiє з фiзичними грошима, то може не вiдчувати
потiк грошей, якi вона витрачає або заробляє.

Тому аналiз транзакцiй з банкiвської карти став бiльш актуальним процесом
вiдслiдковування своїх фiнансiв. Було створено Python-програму, яка на основi .csv
файлу, полегшує аналiз руху коштiв на банкiвському рахунку: зчитує iнформацiю
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про транзакцiї та вiдповiдно будує графiки витрат/прибуткiв в залежностi вiд обра-
них користувачем параметрiв. Сам .csv файл, який мiстить данi для аналiзу, в свою
чергу отримано з додатку Telegram, в який чат-бот банку надсилає iнформацiю про
транзакцiї.

Користувач може обрати в розрiзi яких метрик хоче побачити аналiтику (в
розрiзi оплата/отримання чи типу транзакцiї(продукти/медицина тощо)) та за який
перiод (за останнiй мiсяць/рiк, по всiх роках чи по днях мiсяця за рiк).

Маючи доступ до цiєї програми, будь-хто може проаналiзувати оборот коштiв
на своїй картi та отримати певнi iнсайти для оптимiзацiї цього процесу.

Ця робота була пiдтримана Мiнiстерством освiти i науки України для виконання
НДР 0122U001844 (термiн виконання 2022-2024 рр.) у Київському нацiональному
унiверситетi iменi Тараса Шевченка.
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Секцiя «Методика
викладання математики»

Особливостi використання iгрових методiв на
уроках математики в 11 класi

Борець Михайло Максимович

Використання iгрових методiв на уроках є важливим прийомом, актуальним
для сучасного вчителя. Це робить заняття бiльш цiкавим та iнтерактивним для
учнiв [1]. Вчителi-новатори придумують способи адаптувати вiдомi настiльнi iгри
для використання в дидактичних цiлях [1], [2]. Використання гри при роботi з 7-8
класами суттєво додає мотивацiї учням розв’язувати задачi.

Однак, пiд час проходження виробничої практики я мав можливiсть попрацюва-
ти з 11 класом i виявив, що викладання у випускному класi має суттєвi вiдмiнностi.
Школярi в цьому вiцi вже бiльш вiдповiдальнi, мотивованi. За результатами опи-
тування учнiв 11 класу, 5 з 7 школярiв готовi вивчати предмет тiльки тому, що
подобається певна наука, а 6 з 7 високо або дуже високо оцiнили вплив випускних
iспитiв на свою мотивацiю до навчання. Тому роль iгрових методiв у мотивацiї оди-
надцятикласникiв виходить на другий план. При цьому зовсiм вiдмовлятись вiд
iнтерактиву не варто, оскiльки навiть пiдлiтки в цiлому позитивно або нейтраль-
но оцiнили використання змагань на уроках. Наприклад, 4 з 7 опитаних хотiли б
повторювати термiни у iгровiй формi.

Враховуючи результати анкетування учнiв та необхiднiсть придiляти бiльше
часу для пiдготовки до НМТ, я прийшов до висновку, що iгровi методи у випускно-
му класi використовувати потрiбно, однак у меншiй кiлькостi, нiж у 7-8 класах.
При перевiцi розв’язання задач i тестiв НМТ учнiв 11 класу мотивує проявляти
активнiсть гра «Дженга». Повторення теоретичного матерiалу у випускному класi
застосовується доволi рiдко, однак перед канiкулами доцiльно повторити вивчене
за чверть у формi «Крокодила» чи «Alias». Також, якщо вiдчувається перевтома
учнiв, варто пiдготувати для них брейн-ринг або квест [3].
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Методика органiзацiї змiшаного навчання
математики в умовах воєнного стану

Дробаха Маргарита Борисiвна

Сучаснi змiни, пов’язанi iз воєнним станом, повiтряними тривогами та регу-
лярними вiдключеннями електроенергiї, потребують рiзних пiдходiв до органiзацiї
освiтнього процесу школярiв. Модель комбiнованого навчанняє однiєю з ключових
педагогiчних технологiй, що дозволяє налагодити процес навчанняучнiв матема-
тики в таких екстремальних умовах. Метою даного дослiдження є проаналiзувати
наявний iнструментарiй застосування технологiй органiзацiї комбiнованого навча-
ння та їх застосування при органiзацiї освiтнього процесу в умовах воєнного стану.

Очне навчання, власне в класах, в сучасних умовах має свої переваги та недолi-
ки. При очному навчаннi в умовах воєнного стану важливо, навiть в регiонах вiдда-
лених вiд зони бойових дiй, враховувати iмовiрнiсть повiтряної тривоги. Зокрема,
учнi, якi вимушено навчаються закордоном не мають можливостi бути присутнi-
ми на уроках, або урок неможливо було провести в силу певних причини, в таких
випадках учнi можуть засвоїти пропущений матерiал за допомогою наданих вчи-
телем матерiалiв. Це можуть бути посилання на вiдео-уроки Всеукраїнської школи
онлайн [1], пiдготовлена вчителем презентацiя на тему уроку або iншi, зручнi для
учнiв, джерела iнформацiї.

При органiзацiї онлайн навчання в умовах воєнного стану всiм учасникам освi-
тнього процесу доводиться долати багато обмежень. В такiй ситуацiї вчитель може
широко використовувати вищеописанi сервiсами для самостiйного опрацьовування
матерiалу учнями, використовуючи широкий арсенал методiв та моделей комбiно-
ваного навчання [2]. В умовах, що склалися не варто перенавантажувати учнiв, але
вчителю необхiдно зробити все, щоб школярi могли навчатись, досягали програм-
них результатiв навчання та вiдчували стабiльнiсть i пiдтримку педагогiв.
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Використання евристичних методiв при навчаннi
математики
А. В. Кобзєва

Вiдомо, що у процесi вивчення математики учнi часто стикаються з рiзними
труднощами. Серед методiв, якi дозволяють учням проявити творчу активнiсть та
досягти значних успiхiв у процесi вивчення математики, важливу роль вiдiграють
евристичнi методи. Одна з можливих реалiзацiй евристичного пiдходу при навчан-
нi математики полягає у тому, що вчитель ставить перед класом деяку навчальну
проблему та шляхом послiдовно поставлених завдань «пiдводить» учнiв до само-
стiйного виявлення того чи iншого математичного факту. Учнi поступово, крок за
кроком, долають труднощi у процесi розв’язування задачi та «самостiйно вiдкри-
вають» її розв’язання.

Роль евристичної дiяльностi у науцi й у практицi навчання математики до-
кладно висвiтлюється у книгах американського математика G. Polya [1], [2]. Мета
евристики – дослiдити правила та методи, що ведуть до вiдкриттiв та винаходiв.
Важливими методами, за допомогою яких можна вивчити структуру творчого розу-
мового процесу є, на його думку, дослiдження особистого досвiду при розв’язуваннi
задач та спостереження за тим, як розв’язують задачi iншi.

При аналiзi методу «видозмiна задачi» можна запропонувати деякi правила,
якi сприяють виникненню «плiдних iдей» у процесi розв’язування математичних
задач. Використовуючи цей метод при навчаннi математики у закладах загальної
середньої освiти можна змусити учня дивитись зовсiм по-iншому на постановку
задачi. Причому видозмiнити задачу можна не один раз.

Нехай початкове формулювання задачi звучить так: довести, що середини основ
трапецiї, точка перетину дiагоналей та точка перетину продовжень бiчних сторiн
лежать на однiй прямiй. Виявляється, що пошук розв’язання задачi полегшується,
якщо завдання сформулювати iнакше: довести, що пряма, яка проходить через то-
чку перетину дiагоналей трапецiї та точку перетину продовжень бiчних сторiн, по-
дiляє основи трапецiї навпiл. Завдання при цьому залишається тим самим, але нове
формулювання пiдказує певний метод розв’язання.
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Диференцiальнi рiвняння в шкiльному курсi
математики

Комаров Богдан Сергiйович
Диференцiальнi рiвняння мають важливе як теоретичне, так i практичне значе-

ння у загальнiй математичнiй освiтi. Ця тема є фундаментом для багатьох роздiлiв
не лише математики, а й також слугує базою для глибокого вивчення хiмiї, фiзики
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та iнших дисциплiн. Особливiсть вивчення диференцiальних рiвнянь полягає в то-
му, що вони дозволяють моделювати процеси, що описуються певною залежнiстю
мiж деякими величинами та швидкiстю змiн цих величин. Тому диференцiальнi
рiвняння достатньо повно описують рiзноманiтнi процеси.

Вивчення теми "Диференцiальнi рiвняння"у шкiльному курсi математики є цiл-
ком доречним, оскiльки вона дозволяє показати учням елементарнi методи матема-
тичного моделювання.

В роботi розглядалися питання доцiльностi вивчення цього напрямку математи-
ки школярами та пiдходу до навчання. Було запропоновано навчання розв’язанню
виключно найпростiших диференцiальних рiвнянь на прикладах та задачах рiзного
рiвня складностi. Також було розглянуто тему мотивацiї учнiв випускних класiв до
вивчення поняття диференцiальних рiвнянь, їх моделювання та розв’язання. Ви-
значення загального рiвня навчальної мотивацiї старшокласникiв дає можливiсть
намiтити шляхи i форми роботи з учнями зi зниженим i середнiм рiвнем мотивацiї
навчання з метою пiдвищення мотивацiї в процесi навчання.

У роботi було зроблено висновок, що розроблений план оволодiння теми "Дифе-
ренцiальнi рiвняння"в шкiльному курсi математики має право на його застосування
у реальнiй шкiльнiй практицi, оскiльки вiн певним чином сприяє пiдвищенню рiвня
навчання та iнтересу учнiв до предмету.
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Позакласна робота при вивченнi тригонометричних
та трансцендентних функцiй в закладах загальної

середньої освiти
Левченко Iлона Сергiївна

Зважаючи на те, що тригонометричнi та трансцендентнi функцiї є важливими
складовими математичної освiти, зокрема, у вивченнi геометрiї та алгебри, зазна-
чену тему можна вважати актуальною для позакласної роботи учнiв. В шкiльнiй
програмi на цю тему, на жаль, видiляється досить мало часу, що ускладнює повне
розумiння матерiалу та вмiння застосовувати здобутi знання на практицi. Ця про-
блема може бути вирiшена шляхом проведення позакласної роботи з цiєї теми, яка
дозволить учням бiльш детально вивчити тригонометричнi та трансцендентнi фун-
кцiї, їх властивостi та застосування. Така робота допоможе учням краще зрозумiти
матерiал, а також розвинути навички самостiйної роботи та пошуку додаткової iн-
формацiї. Також варто зазначити, що позакласна робота з вивчення тригонометри-
чних та трансцендентних функцiй може бути цiкавою та захоплюючою для учнiв,
оскiльки вона дозволяє застосувати математичнi знання на практицi, вирiшувати
складнi задачi та розвивати логiчне мислення. Крiм того, в процесi позакласної
роботи можна використовувати рiзноманiтнi методи та прийоми, такi як групова
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робота, робота в парах, конкурснi завдання тощо, що сприяють залученню учнiв
до активної пiзнавальної дiяльностi. В результатi, учнi отримують не тiльки новi
знання, але й розвивають навички комунiкацiї, спiвпрацi та творчого мислення, що
є важливими компетенцiями в сучасному свiтi.
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Аналiз деяких способiв доведення класичних
нерiвностей та їх застосування

Назаренко Микола Олексiйович, Любченко Валерiя Олександрiвна
Задачi на доведення нерiвностей вiдрiзняються рiзноманiтнiстю i варiативнiстю

методiв їх розв’язання. Iнодi результат можна одержати, виходячи з визначення
основних властивостей нерiвностi; iнодi корисно використати властивостi вiдомої
класичної нерiвностi. Деякi нерiвностi можна довести методом математичної iнду-
кцiї або за допомогою аналiзу та оцiнювання лiвої i правої частин нерiвностi, або
iншими способами [1].

Поняття класичної нерiвностi є досить неоднозначним, проте, в курсi матема-
тики, зокрема, нерiвнiсть Кошi, нерiвнiсть Кошi-Буняковського, нерiвнiсть Єнсена,
нерiвнiсть трьох квадратiв, нерiвностi мiж математичними середнiми тощо, часто
вiдносять до класичних. Класичнi нерiвностi є важливим iнструментом матема-
тичного аналiзу та iнших роздiлiв математики i мають широке застосування для
розв’язання задач як теоретичного, так i практичного змiсту. Їх можна використову-
вати для оцiнки точностi чисельних методiв, доведення стiйкостi систем керування,
розв’язання задач оптимiзацiї, вивчення поведiнки фiзичних систем i т.п.

В даному повiдомленнi наведена низка класичних нерiвностей (нерiвнiсть Ко-
шi, нерiвнiсть Кошi-Буняковського, нерiвнiсть Єнсена та iн.) i проаналiзовано рiзнi
способи їх доведення. Зазначимо, що важливим моментом доведення нестрогих не-
рiвностей є питання з’ясування їх точностi, а саме, при яких значеннях змiнної
(змiнних) нерiвнiсть стає рiвнiстю.

Аналiз науково-методичної лiтератури, пов’язаний з нерiвностями, показує, що
велика увага придiляється розв’язуванню нерiвностей та систем нерiвностей, а їх
доведення розглядається менш детально. Отже, дослiдження деяких способiв дове-
дення класичних нерiвностей та їх застосування є актуальним i потребує вiдповiдної
уваги.
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Моделюванння переслiдування на площинi
Мамедова Тиллагозель Iльясiвна, Сукретна Анна Василiвна

Результати тестування PISA з математики в Українi у 2018 роцi [1] свiдчать про
низьку кiлькiсть молодi, що, маючи базовi знання, досягає високого рiвня математи-
чної компетентностi. А саме, серед 64% школярiв, що мають базовi математичнi зна-
ння, лише 6,25% демонструють високий рiвень компетентностi, у той час, як у кра-
їнах ОБСЕ цей вiдсоток складає 14,47%, у Нiмеччинi – 16,46%, у Польщi – 18,82%.
Однiєю з причин такої ситуацiї бачиться низька мотивацiя i зацiкавленнiсть здобу-
вачiв освiти. Тому особливо актуальним стає впровадження у навчальну дiяльнiсть
тем, якi б демонстрували застосування як елементарної, так i вищої математики при
дослiдженнi актуальних практичних задач i моделюваннi реальних процесiв. При
цьому слiд пам’ятати, що матерiал, який пропонується учням, повинен бути цiкавим
i сприяти не тiльки розширенню їх кругозору, але й кращому засвоєнню основних
теоретичних понять, закономiрностей тощо [2]. В якостi однiєї з таких прикладних
задач розглядається задача переслiдування [3]. Запропонована загальна класична
постановка задачi, проведене повне її розв’язання для деяких окремих траєкторiй
втiкача. Обрана задача має цiкаву iгрову iнтрепретацiю та застосування у рiзно-
манiтних прикладних сферах. Водночас, використанi методи дослiдження доступнi
для розумiння школярам, якi вже вивчили теми "Похiдна та її застосування" та
"Iнтеграл та його застосування". Пiдсумовучи результати дослiджень, окреслено
шляхи узагальнення задачi, що дає змогу учням отримати уявлення про такi суча-
снi роздiли математики, як теорiя оптимального керування та диференцiальнi iгри.
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Застосування похiдної для доведення деяких
тригонометричних тотожностей

Назаренко Микола Олексiйович, Якименко Юрiй Сергiйович

В курсi математики похiдна має широке застосування для розв’язування вели-
кого спектру задач, а саме, дослiдження монотонностi, опуклостi функцiй, задачi
на екстремум, доведення деяких нерiвностей, тотожностей тощо.

В даному повiдомленнi продемонстровано досить цiкавий пiдхiд щодо доведення
деяких тригонометричних тотожностей за допомогою похiдної.

Вiдомо [1], що коли похiдна деякої функцiї при всiх 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏) дорiвнює нулю,
то ця функцiя є сталою на iнтервалi (𝑎; 𝑏). Цей результат є простим наслiдком iз
теореми Лагранжа про скiнченний прирiст [1].

Проiлюструємо тепер доведення тотожностi

arctg 𝑥+ arcctg 𝑥 =
𝜋

2
, 𝑥 ∈ 𝑅

за допомогою похiдної.
Нехай 𝑓(𝑥) := arctg 𝑥+ arcctg 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅. Тодi 𝑓 ′(𝑥) = 1

1+𝑥2 − 1
1+𝑥2 = 0, 𝑥 ∈ 𝑅.

Отже, 𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = arctg 0 + arcctg 0 = 0 + 𝜋
2
= 𝜋

2
, 𝑥 ∈ 𝑅.

Аналогiчним чином доводиться також тотожнiсть

arcsin𝑥+ arccos𝑥 =
𝜋

2
, |𝑥| ≤ 1.

Дiйсно, нехай 𝑔(𝑥) := arcsin𝑥+ arccos𝑥, |𝑥| ≤ 1. Тодi 𝑔′(𝑥) = 1√
1−𝑥2

− 1√
1−𝑥2

=

= 0, |𝑥| < 1, а значить 𝑔(𝑥) = 𝑔(0) = arcsin 0 + arccos 0 = 0 + 𝜋
2

= 𝜋
2
, |𝑥| < 1. Крiм

того, зазначимо, що 𝑔(−1) = 𝑔(1) = 𝜋
2
. Отже, тотожнiсть доведена при всiх |𝑥| ≤ 1.

За допомогою похiдної легко також довести основну тригонометричну тото-
жнiсть та низку iнших цiкавих тотожностей, зокрема

sin2(𝑥+ 𝛼) + cos2(𝑥− 𝛼)− sin 2𝑥 sin 2𝛼 = 1, 𝑥 ∈ 𝑅, 𝛼 ∈ 𝑅.

Список лiтератури

[1] Дороговцев А. Я. Математичний аналiз: Пiдручник: У двох частинах. Частина
1.— К. : Либiдь, 1993. — 320 с.

Автори

Микола Олексiйович Назаренко — доцент, механiко-математичний факуль-
тет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна;
E-mail: nanazarenko@gmail.com

Юрiй Сергiйович Якименко — студент 1-го курсу магiстратури, механiко-
математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шев-
ченка, Київ, Україна; E-mail: yura.yakymenko@ukr.net

123



Методика використання новiтнiх iнтерактивних
методiв викладання теми «Похiдна та її

застосування»
Юлiя Олександрiвна Панасюк

Розглядаються методи та пiдходи викладання теми «Похiдна та її застосування»
у рiзних класах середньої школи на рiзних рiвнях складностi. Визначено оптимальнi
методи викладання та їх ефективнiсть, якi можуть сприяти пiдвищенню мотивацiї
для використання сучасних технологiй навчання та порiвняння їх з традицiйними
методами викладання. Використання новiтнiх та iнтерактивних методiв викладання
може допомогти викладачам ефективнiше подати матерiал та полегшити процес за-
своєння учнями даної теми. Iнтерактивнi методи, такi як використання iнтерактив-
них дошок, вiртуальних середовищ, рольових iгор, проблемно-орiєнтованого навча-
ння та iнших методiв можуть допомогти учням i студентам пiдвищити їхню мотива-
цiю та iнтерес до вивчення математики. Обговорення застосування теми «Похiдна
та її застосування» в рiзних галузях науки та технiки, таких як фiзика, економiка,
бiологiя та iншi може зробити тему корисною для студентiв, якi можуть бачити пра-
ктичне застосування матерiалу, який вони вивчають та дозволить їм стати бiльш
конкурентоспроможними на ринку працi. Дослiдження має на метi збiльшити рi-
вень усвiдомлення та компетентностi викладачiв математики щодо використання
сучасних методiв та технологiй, оцiнити ефективнiсть дистанцiйного викладання
теми “Похiдна та її застосування», використовувати новiтнi iнтерактивнi методiв
викладання математики.
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Застосування сучасних iнформацiйних технологiй
при навчаннi дослiдженню квадратних рiвнянь та

нерiвностей з параметрами
Сєїдова Алтин Аннагулiєвна

Сучаснi технологiї можуть стати важливим iнструментом для покращення про-
цесу навчання математики та зробити цей процес бiльш цiкавим i зрозумiлим для
учнiв. Iнтерактивнi уроки, що використовують рiзноманiтнi сучаснi програмнi про-
дукти, такi як Geogebra, PowerPoint, генератори завдань, можуть бути бiльш прива-
бливими для учнiв та допомогти їм краще зрозумiти матерiал. Особливо ефектив-
ним є поєднання цих технологiй при проведеннi урокiв зi шкiльної математики,
зокрема при розглядi квадратних рiвнянь та нерiвностей з параметрами, де при
аналiзi задач можна спиратися на їх iнтерактивну графiчну iнтерпретацiю. Вико-
ристання PowerPoint дозволяє вчителю створювати презентацiї з мультимедiйними
елементами, такими як фотографiї, вiдео, зображення, анiмацiя та графiки, якi мо-
жуть бути використанi для кращого розумiння матерiалу. Окрiм цього презентацiї
можуть також мiстити iнтерактивнi елементи, наприклад, документи, створенi в
Geogebra. В свою чергу, генератори завдань є зручним iнструментом для створення
рiзноманiтних завдань для учнiв. З їх допомогою можна легко згенерувати велику
кiлькiсть рiзних варiантiв завдань на задану тему. Окрiм цього, генератори зав-
дань можуть бути використанi для створення рiзних типiв завдань, що допоможуть
учням бiльш ефективно закрiпити матерiал та пiдготуватися до тестiв.
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Метою роботи є покращення викладання квадратних рiвнянь та нерiвностей з
параметрами в загальноосвiтнiх школах. За мету було поставлено розробку зро-
зумiлого i наочного алгоритму дослiдження квадратних рiвнянь та нерiвностей з
параметрами.

Було розроблено iнтерактивну презентацiю в PowerPoint iз використанням
Geogebra на тему дослiдження квадратних рiвнянь та нерiвностей з параметрами.
Окрiм цього, використовуючи онлайн генератори завдань було згенеровано завда-
ння для контрольної роботи на цю тему. Таким чином, в роботi було побудовано
зрозумiлий i наочний алгоритм дослiдження квадратних рiвнянь та нерiвностей
з параметрами. Отже, використання вищезгаданих iнструментiв в цiлому та
одержанi практичнi наробки дозволять суттєво зекономити час вчителю та значно
пiдвищити ефективнiсть процесу навчання.
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AMPL–реалiзацiя задачi про p-медiану i ї ї
застосування

Стасюк Iванна Русланiвна

Розглядається задача про p-медiану, яка полягає у пошуку оптимальної кiль-
костi точок комутацiї так, аби вiдстань мiж об’єктами та точками комутацiї була
мiнiмальною. ЇЇ сформульовано у виглядi задачi лiнiйного цiлочислового програму-
вання:

𝑓* = min
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 (1)

за обмежень

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑗 ∈ 𝑁,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑖 = 𝑝, 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁. (2)

Ми розглянули задачу, яка є актуальною в Українi. Вiтрова та сонячна енерге-
тики стали одними з перспективних джерел вiдновлювальної енергiї i є важливим
напрямом енергозбереження. Зi збiльшенням вироблення вiдновлювальної енерге-
тики все гострiше постає питання, як та де накопичувати i зберiгати цю енергiю.

Постановка задачi. Нехай дано 50 найбiльших СЕС та ВЕС України та їх гео-
графiчнi координати. Потрiбно розмiстити 6 накопичувачiв та прикрiпити до них
найближчi електростанцiї таким чином, щоб вiдстань мiж ними була мiнiмальною.
Тобто знайти оптимальнi мiсця для розташування акумуляторних батарей.

Реалiзувавши задачу на мовi математичного програмування AMPL, ми отриму-
ємо розв’язок у виглядi матрицi сумiжностi мiж вершинами-електростанцiями. На
основi отриманої матрицi для наглядностi побудовано граф за допомогою програм-
ного забезпечення Maple.

Таким чином, акумуляторнi батареї розташовуємо на територiї отриманих 6
електростанцiй, а до них уже прикрiплюємо найближчi електростанцiї вiдповiдно
до отриманого розв’язку.
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Використання сучасних iнформацiйних технологiй
як засобу розвитку пiзнавальних iнтересiв учнiв

Стефанська Жанна Володимирiвна
Одним iз викликiв для сучасної освiти є проблема пiзнавального iнтересу учнiв.

Низький рiвень пiзнавального iнтересу може негативно позначитися на якостi на-
вчання та навчальних досягненнях учнiв. Метою даної роботи є аналiз викори-
стання сучасних iнформацiйних технологiй на уроках математики для розвитку
пiзнавальних iнтересiв учнiв. В умовах дистанцiйного навчання ця тема ще бiль-
ше набуває своєї актуальностi. Було проведено опитування серед учнiв середньої
школи для визначення рiвню їх пiзнавального iнтересу на уроках з математики.
Результати опитування показали, що учнi розумiють важливiсть цiєї дисциплiни,
але мають середнiй рiвень зацiкавленостi у вивченнi предмета. Здiйснено експери-
ментальне застосування цифрових освiтнiх ресурсiв для пiдвищення пiзнавального
iнтересу учнiв. Реалiзовано повторне опитування учнiв для визначення ефективно-
стi застосованих iнструментiв. Результати показали, що застосування нових методiв
може пiдвищити пiзнавальний iнтерес. Розглянуто популярнi iнструменти i складе-
но їх порiвняльну характеристику з метою зробити процес навчання цiкавiшим,
а оцiнювання об’єктивним. Враховуючи результати дослiдження складено методи-
чнi рекомендацiї по використанню сучасних iнформацiйних технологiй на уроках
математики.
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Методика викладання математики в країнах ЄС та
iнновацiйнi напрямки математичної освiти

Ю. М. Ткаченко
У країнах Європейського союзу освiта – одна з тих сфер життя, що не має певної

моделi, точнiше, її нiхто не нав’язує, тому, кожна країна має право формувати свої
освiтнi та екзаменацiйнi системи, спираючись на нацiональнi потреби та iсторичнi
освiтнi традицiї. В данiй роботi дослiджуються та порiвнюються тi самi системи.
Спiльною для всiх країн спiльноти є тенденцiя запровадження стандарту, що увесь
час удосконалюється аби вiдповiдати динамiчним вимогам часу. В першу чергу
змiни стосуються предметного принципу структурування знань, що є традицiйним
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для Європи. Тепер вiн вважається малоефективним для формування проголоше-
них метою середньої освiти в країнах ЄС компетентностей. Рiшенням цiєї ситуацiї
вважають розробку освiтнiх стандартiв на основi освiтнiх галузей. У бiльшостi кра-
їн використовують рiзноманiтнi методи навчання. Оскiльки результати дослiджень
свiдчать про те, що широке розмаїття видiв дiяльностi та методiв може пiдвищити
рiвень навчання, це видається логiчним пiдходом. Для бiльш ефективного навчання
в країнах ЄС застосовують iнновацiйнi форми навчання та методи оцiнювання.
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