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Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò

Ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà 2018/2019 í.ð., 2 ñåìåñòð

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 1. Òàâòîëîãi¨ òà ëîãi÷íèé íàñëiäîê

À1.1 Çàïèøiòü ó âèãëÿäi ôîðìóë çàäàíi âèñëîâëþâàííÿ, âèáðàâøè áóêâåííi ïîçíà-
÷åííÿ äëÿ ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü. Çíàéäiòü ëîãi÷íi çíà÷åííÿ öèõ âèñëîâëþ-
âàíü.

à) Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî x áóëî íåïàðíèì, äîñèòü, ùîá x áóëî ïðîñòèì.

á) ßêùî â Àíãëi¨ ðîñòå áàâîâíà, òî àáî íà Ìiñÿöi ¹ æèòòÿ, àáî êîæíà äèôå-
ðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà.

À1.2 Ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî ïåðåâiðòå, ÷è áóäå òàâòîëîãi¹þ ôîðìóëà

à) (x1 → (x2 → x3))→ (x2 → (x1 → x3));

á) ((x1 ∨ x2)→ x3)→ ((x1 → x3) ∨ (x2 → x3)).

À1.3 Äëÿ ÿêèõ n ôîðìóëà Fn(x) = (. . . ((((x → ¬x) → x) → ¬x) → x) → . . .), ùî
ìiñòèòü n çíàêiâ iìïëiêàöi¨, ¹ òàâòîëîãi¹þ?

À1.4 Ïåðåâiðòå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B,C ëîãiêè âèñëîâëþâàíü òàêi ôîð-
ìóëè ¹ òàâòîëîãiÿìè:

à) ¬(A ∨B)↔ (¬A ∧ ¬B).

á) A ∧ (B ∨ C)↔ ((A ∧B) ∨ (A ∧ C)).

À1.5 Íåõàé A,B,C � ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Äîâåäiòü, ùî ç òîãî, ùî ôîð-
ìóëè ¬B → ¬A i ¬B → A ¹ òàâòîëîãiÿìè, âèïëèâà¹, ùî é ôîðìóëà B òàêîæ
¹ òàâòîëîãi¹þ.

À1.6 Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B,C ëîãiêè âèñëîâëþâàíü ìàþòü ìiñöå
òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

à)
A,A→ B |= B.

á)
A |= A ∨B, B |= A ∨B, A,B |= A ∧B.

â)
A |= ¬¬A, ¬¬A |= A.

À1.7 ×è ïðàâèëüíî ñòî¨òü çíàê ëîãi÷íîãî íàñëiäêó ó ñïiââiäíîøåííi

(x1 ∧ x2)→ x3, (x1 ∨ x2)→ ¬x3 |= x1 ∧ x2 ∧ x3?



À1.8 Îäíà ÷àñòèíà æèòåëiâ îñòðîâà ¹ ëèöàðÿìè, òîáòî çàâæäè êàæå ïðàâäó, à ií-
øà � øàõðàÿìè, òîáòî çàâæäè áðåøå.

à) Íà ÿêå ïèòàííÿ êîæåí æèòåëü îñòðîâà äàñòü îäíó é òó æ âiäïîâiäü?

á) Ìàíäðiâíèê çóñòðiâ æèòåëiâ îñòðîâà À i Â. À ñêàçàâ, ùî âií øàõðàé, àáî
Â ëèöàð. Êèì ¹ À i Â?

â) Ìàíäðiâíèê çóñòðiâ òðüîõ æèòåëiâ îñòðîâà: À,Â i Ñ. Âií çàïèòàâ ó À, ÷è
âií ëèöàð, àëå âiäïîâiäü íå ðîçiáðàâ. Òîäi âií çàïèòàâ ó Â, ùî ñêàçàâ À.
Â âiäïîâiâ, ùî À çiçíàâñÿ ó øàõðàéñòâi. Òîäi Ñ ïîâiäîìèâ, ùî Â øàõðàé.
Êèì ¹ Â i Ñ?

Ä1.1 Çàïèøiòü ó âèãëÿäi ôîðìóë çàäàíi âèñëîâëþâàííÿ, âèáðàâøè áóêâåííi ïîçíà-
÷åííÿ äëÿ ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü. Çíàéäiòü ëîãi÷íi çíà÷åííÿ öèõ âèñëîâëþ-
âàíü.

à) Íåîáõiäíîþ óìîâîþ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {sn} ¹ ¨¨ îáìåæåíiñòü.
á) ßêùî ìiñòåð Äæîíñ ùàñëèâèé, òî ìiñiñ Äæîíñ íåùàñíà i ÿêùî ìiñòåð

Äæîíñ íåùàñíèé, òî ìiñiñ Äæîíñ ùàñëèâà.

Ä1.2 Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà âñiõ ôîðìóë ëîãiêè âèñëîâëþâàíü ¹ çëi÷åííîþ.

Ä1.3 Ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå òàâòîëîãi¹þ ôîðìóëà

à) ((x1 → x2) ∧ (x3 → x4))→ ((x1 ∧ x3)→ (x2 ∧ x4));
á) (((x1 ∧ x2)→ x3) ∧ ((x1 ∨ x2)→ (¬x3)))→ (x1 ∧ x2 ∧ x3).

Ä1.4 Äëÿ ÿêèõ n ôîðìóëà

Fn(x) = (. . . ((x↔ x)↔ x)↔ . . .)↔ x,

ùî ìiñòèòü n çíàêiâ �↔�, ¹ òàâòîëîãi¹þ?

Ä1.5 Ïåðåâiðòå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B,C ëîãiêè âèñëîâëþâàíü òàêi ôîð-
ìóëè ¹ òàâòîëîãiÿìè:

à) ((A→ B)↔ (¬B → ¬A).
á) (A ∧B)↔ (B ∧ A).
â) ¬(¬A)↔ A.

Ä1.6 Íåõàé A,B,C � ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Äîâåäiòü, ùî ç òîãî, ùî ôîð-
ìóëè ¬A → B i ¬C → ¬B ¹ òàâòîëîãiÿìè, âèïëèâà¹, ùî é ôîðìóëà A ∨ C
òàêîæ ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Ä1.7 Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B,C ëîãiêè âèñëîâëþâàíü ìàþòü ìiñöå
òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:



à)
A→ B,¬B |= ¬A.

á)
A→ B,B → C |= A→ C.

â)

A ∨B,¬A |= B, A ∨B,¬B |= A, A ∧B |= A, A ∧B |= B.

ã)
A→ B,B → A |= A↔ B.

Ä1.8 Ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë F1, F2, F3, F4 ëîãiêè âèñëîâëþâàíü
ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ:

à) ç F1 |= F2 i F2 |= F3 âèïëèâà¹ F1 |= F3;

á) ç F1, F2 |= F4 i F1, F3 |= F4 âèïëèâà¹ F1, F2 ∨ F3 |= F4;

â) ÿêùî F1 ∨ F2 � òàâòîëîãiÿ, òî ¬F1 |= F2 i ¬F2 |= F1;

ã) ÿêùî F1 ↔ F2 � òàâòîëîãiÿ, òî F1 |= F2 i F2 |= F1.

Ä1.9 Íåõàé F1, . . . , Fn, G,H � ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Äîâåäiòü, ùî êîëè
{F1, . . . , Fn, G} |= H, òî {F1 . . . , Fn,¬H} |= ¬G.

Ä1.10 Îäíà ÷àñòèíà æèòåëiâ îñòðîâà ¹ ëèöàðÿìè, òîáòî çàâæäè êàæå ïðàâäó, à ií-
øà � øàõðàÿìè, òîáòî çàâæäè áðåøå.

à) Ìàíäðiâíèê çóñòðiâ æèòåëiâ îñòðîâà À i Â. À ñêàçàâ, ùî âîíè îáàäâà øà-
õðà¨. Êèì ¹ À i Â?

á) Ìàíäðiâíèê çóñòðiâ òðüîõ æèòåëiâ îñòðîâà: À,Â i Ñ. Âií çàïèòàâ ó À, ñêiëü-
êè ëèöàðiâ ñåðåä íèõ, àëå âiäïîâiäü íå ðîçiáðàâ. Òîäi âií çàïèòàâ ó Â, ùî
ñêàçàâ À. Â âiäïîâiâ, ùî À íàðàõóâàâ îäíîãî ëèöàðÿ. Òîäi Ñ ïîâiäîìèâ,
ùî Â øàõðàé. Êèì ¹ Â i Ñ?

â) Ìàíäðiâíèê õî÷å âèÿñíèòè, ÿêà ç äâîõ äîðiã âåäå äî ði÷êè, çàäàâøè ðiâíî
îäíå ïèòàííÿ ìiñöåâîìó æèòåëþ. ×è çìîæå âií öå çðîáèòè?
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 2. Ëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ òà âiäíîøåííÿ ðiâíîñèëüíîñòi

À2.1 Ïåðåâiðòå, ÷è ¹ ëîãi÷íî ïðàâèëüíèìè íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ.

à) ßêùî Äæîíñ ï'¹ áàãàòî âiñêi, òî ó Äæîíñà ÷åðâîíèé íiñ. Ó Äæîíñà ÷åðâî-
íèé íiñ. Îòæå, Äæîíñ ï'¹ áàãàòî âiñêi.

á) ßêùî êàïiòàëîâêëàäåííÿ çàëèøàòüñÿ ñòàëèìè, òî çðîñòóòü óðÿäîâi âèòðà-
òè àáî âèíèêíå áåçðîáiòòÿ. ßêùî óðÿäîâi âèòðàòè íå çðîñòóòü, òî ïîäàòêè
áóäóòü çíèæåíi. ßêùî ïîäàòêè áóäóòü çíèæåíi i êàïiòàëîâêëàäåííÿ çàëè-
øàòüñÿ ñòàëèìè, òî áåçðîáiòòÿ íå âèíèêíå. Îòæå, óðÿäîâi âèòðàòè çðî-
ñòóòü.

À2.2 Ïåðåâiðòå, ÷è áóäå ñóïåðå÷ëèâèì íàáið ôîðìóë:

à) x1 ↔ ¬x2,¬x1 → ¬x3, x1 ∨ x3, x3 → x2;

á) (¬x1 ↔ x2) ∨ x3, (¬x1 ∧ x2 ∧ ¬x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ ¬x3).

À2.3 Ïåðåâiðòå, ÷è áóäå ñóìiñíîþ çàäàíà ìíîæèíà âèñëîâëþâàíü.

ßêùî êóðñ öiííèõ ïàïåðiâ ðîñòå àáî ïðîöåíòíà ñòàâêà çíèæó¹òüñÿ, òî àáî

ïàäà¹ êóðñ àêöié, àáî ïîäàòêè íå ïiäâèùóþòüñÿ. Êóðñ àêöié çíèæó¹òüñÿ

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ðîñòå êóðñ öiííèõ ïàïåðiâ i ïîäàòêè ïiäâèùóþ-

òüñÿ. ßêùî ïðîöåíòíà ñòàâêà çíèæó¹òüñÿ, òî àáî êóðñ àêöié íå çíèæó-

¹òüñÿ, àáî êóðñ öiííèõ ïàïåðiâ íå ðîñòå. Àáî ïîäàòêè ïiäâèùóþòüñÿ, àáî

êóðñ àêöié ïàäà¹ i çíèæó¹òüñÿ ïðîöåíòíà ñòàâêà.

À2.4 Íåõàé F1, F2, . . . , Fn � ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Äîâåäiòü, ùî êîëè ôîð-
ìóëà

F1 → (F2 → . . .→ (Fn−1 → Fn) . . .)

¹ òîòîæíî õèáíîþ, òî íàáið ôîðìóë F1, F2, . . . , Fn ¹ ñóïåðå÷ëèâèì. ×è ìà¹
ìiñöå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ?

À2.5 Ïåðåòâîðèâøè çàäàíó ôîðìóëó, çíàéäiòü ðiâíîñèëüíó ¨é ôîðìóëó, ùî ìiñòèòü
íàéìåíøó ìîæëèâó êiëüêiñòü ñèìâîëiâ ëîãi÷íèõ äié:

à)
(x1 → x2)→ ((x1 ∨ x3)→ (x2 ∨ x3));

á)
(¬(x1 ∨ x2)→ (x1 ∧ x2 ∧ x3)) ∨ ¬(x1 ∧ x3).

À2.6 Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñèëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî òàâòîëîãiÿìè
¹ ôîðìóëè



à) ((¬x1 ∧ x2) ∧ (x1 ∨ ¬x2))→ ((x1 → (x2 ∨ x3))→ (x1 → x3));

á) (((x1 ∧ x2)→ x3) ∧ ((¬x1 ∨ ¬x2)→ x3))→ (x1 ∨ x2 ∨ x3).

À2.7 ×è ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü, ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíiñòü:

à) äi¨ ⊕ âiäíîñíî äi¨ ∧;
á) äi¨ ↔ âiäíîñíî äi¨ ∨?

À2.8 ×è ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü, ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ àñîöiàòèâíiñòü äi¨ ⊕?

À2.9 Íåõàé A,B,C � äîâiëüíi ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Äîâåäiòü, ùî ìà¹
ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü

((A ∧B)→ C) ≡ ¬A ∨ (B → C).

À2.10 Ïîáóäóéòå ïðîñòó ôîðìóëó, ùî ðiâíîñèëüíà çàïåðå÷åííþ ôîðìóëè

((x1 ∨ ¬x2) ∧ (¬x3 ∨ (¬x4 ∧ x1))) ∨ (x5 ∧ ¬x1).

Ä2.1 Ïåðåâiðòå, ÷è ¹ ëîãi÷íî ïðàâèëüíèìè íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ.

à) ßêùî éäå äîù, òî àáî ìè íiêóäè íå ïiäåìî, àáî ìè ïiäåìî â êiíî. ßêùî ìè
ïiäåìî â êiíî, òî â êiíî ¹ êâèòêè. Êâèòêiâ â êiíî íåìà. Îòæå, ÿêùî ïiäå
äîù, òî ìè íiêóäè íå ïiäåìî.

á) Ñòóäåíòêà Ê àáî ïåðåâòîìèëàñÿ, àáî ¹ õâîðîþ. ßêùî Ê ïåðåâòîìëþ¹òüñÿ,
òî âîíà ñòà¹ ðîçäðàòîâàíîþ. Àëå Ê íå ðîäðàòîâàíà. Îòæå, âîíà õâîðà.

Ä2.2 Ïåðåâiðòå, ÷è áóäå ñóïåðå÷ëèâèì íàáið ôîðìóë:

à) (x1 ∨ x2)→ x3,¬x1 ∧ x2 ∧ x3;
á) (x1 ∧ x2)↔ x3, (x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ x2 ∧ ¬x3).

Ä2.3 Ïåðåâiðòå, ÷è áóäå ñóìiñíîþ çàäàíà ìíîæèíà âèñëîâëþâàíü.

ßêùî Äæîíñ íå çóñòði÷àâ öi¹¨ íî÷i Ñìiòà, òî àáî Ñìiò áóâ âáèâöåþ, àáî

Äæîíñ áðåøå. ßêùî Ñìiò íå áóâ âáèâöåþ, òî Äæîíñ íå çóñòði÷àâ Ñìiòà

öi¹¨ íî÷i i âáèâñòâî âiäáóëîñÿ ïiñëÿ îïiâíî÷i. ßêùî âáèâñòâî âiäáóëîñÿ ïiñëÿ

îïiâíî÷i, òî àáî Ñìiò áóâ âáèâöåþ, àáî Äæîíñ áðåøå. Îòæå, Ñìiò áóâ

âáèâöåþ.

Ä2.4 Ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë F1, F2, F3, F4 ëîãiêè âèñëîâëþâàíü
ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ:

à) ç F1, F2 |= F3 âèïëèâà¹ F1 |= F2 → F3;

á) ç F1 |= F2 âèïëèâà¹ ¬F2 |= ¬F1;

â) ÿêùî F1 ∨ ¬F2 � òàâòîëîãiÿ, òî F2 |= F1.



Ä2.5 Ïåðåòâîðèâøè çàäàíó ôîðìóëó, çíàéäiòü ðiâíîñèëüíó ¨é ôîðìóëó, ùî ìiñòèòü
íàéìåíøó ìîæëèâó êiëüêiñòü ñèìâîëiâ ëîãi÷íèõ äié:

à) ((x1 → x2) ∧ (x1 ∨ (x2 ∧ x3)) ∧ (x1 → x3)) ∨ ¬x3;
á) ((x1 ∨ x2) ∧ (x2 → x1)) ∨ (x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2) ∨ (x2 ∧ ¬x3);
â) ¬(x1 → x3) ∨ ¬(x2 → x3) ∨ x3;
ã) ¬(x3 → x2) ∨ ¬(x1 → x2) ∨ x2.

Ä2.6 Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñèëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî òàâòîëîãiÿìè
¹ ôîðìóëè

à) ((x1 → x2) ∧ (x3 → x4) ∧ (x5 → x6))→ ((x1 ∧ x3 ∧ x5)→ (x2 ∧ x4 ∧ x6));
á) (x1 → x2)→ ((x1 ∧ x3)→ (x2 ∧ x3))

Ä2.7 ×è ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü, ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíiñòü:

à) äi¨ → âiäíîñíî äi¨ ∨;
á) äi¨ ⊕ âiäíîñíî äi¨ →?

Ä2.8 ×è ìà¹ ìiñöå ðiâíîñèëüíiñòü, ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ àñîöiàòèâíiñòü äi¨ →?

Ä2.9 Íåõàé A,B,C � äîâiëüíi ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Äîâåäiòü, ùî ìàþòü
ìiñöå ðiâíîñèëüíîñòi:

à) A→ (B ∨ C) ≡ (¬B ∧ ¬C)→ ¬A;
á) A→ (B → C) ≡ B → (A→ C).

Ä2.10 Ñèñòåìà ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê íàçèâà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ, ÿêùî æîäíó çâ'ÿçêó öi¹¨
ñèñòåìè íå ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç iíøi. ×è ¹ íåçàëåæíîþ ñèñòåìà ëîãi÷íèõ
çâ'ÿçîê {⊕,↔,→}?

Ä2.11 Äëÿ ôîðìóëè F , ó ÿêié íåìà ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê, îêðiì ∨,∧, ñèìâîëîì F d ïîçíà-
÷èìî ôîðìóëó, óòâîðåíó ç F çàìiíîþ âñiõ çíàêiâ ∨ íà ∧, à ∧ íà ∨. Äîâåäiòü,
ùî êîëè ôîðìóëà F1 ↔ F2 ¹ òàâòîëîãi¹þ, òî é ôîðìóëà F d

1 ↔ F d
2 áóäå òàâòî-

ëîãi¹þ.

Ä2.12 Ïîáóäóéòå ïðîñòó ôîðìóëó, ùî ðiâíîñèëüíà çàïåðå÷åííþ ôîðìóëè

((x1 ∧ ¬x2) ∨ (x3 ∧ ¬x4)) ∨ (¬x1 ∨ x2).

Ä2.13 Ïîáóäóéòå ÄÍÔ, ÿêà ðiâíîñèëüíà çàäàíié ôîðìóëi i ìiñòèòü íàéìåíøó ìî-
æëèâó êiëüêiñòü ñèìâîëiâ çìiííèõ:

à) ((x1 ∧ x2)→ x3)↔ x1;

á) (x1 ⊕ x2)↔ x3;

â) (x1 ∧ ¬x2)↔ (x1 ∨ x3).
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 3. Ïðåäèêàòè i êâàíòîðè

À3.1 Äâîìiñíèé ïðåäèêàò íàä ìíîæèíîþ R çàäàíî óìîâîþ

Q(x, y) =

{
1, ÿêùî |x− y| ≤ 2,

0, ÿêùî |x− y| > 2.

Çîáðàçiòü ãåîìåòðè÷íî îáëàñòü iñòèííîñòi öüîãî ïðåäèêàòà.

À3.2 Ïðåäèêàòè P1(x1, x2), P2(x1, x2), P3(x1) çàäàíî íà ìíîæèíi M = {a, b, c} òà-
áëèöÿìè çíà÷åíü

P1(x1, x2)

x1 \ x2 a b c
a 0 1 1
b 1 1 0
c 0 1 0

, P2(x1, x2)

x1 \ x2 a b c
a 0 1 0
b 1 1 0
c 1 1 1

,

x1 P3(x1)

a 1
b 0
c 1

.

Ïîáóäóéòå òàáëèöþ çíà÷åíü ïðåäèêàòà

∃x2(∀x1P1(x1, x2)→ P2(x1, x2))↔ P3(x1).

À3.3 Íåõàé ïðåäèêàòè P (x), Q(x), R(x) íàä ìíîæèíîþ M = {a, b, c, d} çàäàíî òà-

áëèöÿìè çíà÷åíü

x a b c d
P (x) 1 1 0 1
Q(x) 0 1 0 0
R(x) 1 1 1 1

. Ïîáóäóéòå òàáëèöi çíà÷åíü ïðåäèêàòiâ:

à) ∀x2(P (x2)→ Q(x1)) ∧ ∃x2R(x2);
á) ∃x1(∀x1(P (x1)→ Q(x1))↔ R(x1)).

À3.4 Çàïèøiòü ó âèãëÿäi ôîðìóë ëîãiêè ïðåäèêàòiâ ðå÷åííÿ:

à) Íå âñi ïòàõè âìiþòü ëiòàòè, à äåÿêi ç íèõ âìiþòü áiãàòè.

á) Êîæíèé, â êîìó ¹ óïåðòiñòü, ìîæå âèâ÷èòè ìàòåìàòè÷íó ëîãiêó, àëå ïðè
öüîìó íå êîæåí çäàòåí ¨¨ çðîçóìiòè.

À3.5 Íåõàé íà ìíîæèíi ëþäåé çàäàíî ïðåäèêàòè: F (x1, x2) =�x1 áàòüêî x2�,M(x1, x2)=�x1
ìàòè x2�, S(x1, x2) =�x1 ñèí x2�, D(x1, x2) =�x1 äî÷êà x2�. Âèðàçiòü ÷åðåç íèõ
ïðåäèêàòè:

à) �x1 áðàò x2�;

á) �x1 òiòêà x2�;



â) �x1 áàáóñÿ x2 ç áîêó ìàòåði�;

ã) �x1 i x2 � äâîþðiäíi ñåñòðè�;

ä) �x1 � äâîþðiäíèé äiä x2�.

À3.6 Íà ìíîæèíi N0 âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì âèáðàíî òàêi àòîìàðíi ïðåäè-
êàòè:

S(x1, x2, x3) =

{
1, ÿêùî x1 + x2 = x3

0, â iíøîìó ðàçi
, D(x1, x2, x3) =

{
1, ÿêùî x1x2 = x3

0, â iíøîìó ðàçi
.

Âèðàçiòü ÷åðåç íèõ òàêi ïðåäèêàòè íàä ìíîæèíîþ N0:

à) x1 ≥ x2;

á) x1 = 0;

â) x1 = 1;

ã) x1 < x2.

À3.7 Çàïèøiòü òâåðäæåííÿ ó âèãëÿäi ôîðìóëè, ùî ìiñòèòü ëèøå ïðåäèêàòíi ñèì-
âîëè S,D ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i:

à) äiÿ äîäàâàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë êîìóòàòèâíà;

á) äiÿ ìíîæåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë àñîöiàòèâíà;

â) äîáóòîê äâîõ ïàðíèõ ÷èñåë ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

Ä3.1 Äâîìiñíèé ïðåäèêàò íàä ìíîæèíîþ R çàäàíî óìîâîþ

Q(x, y) =

{
1, ÿêùî x2 + y2 − 2x ≤ 0,

0, ÿêùî x2 + y2 − 2x > 0.

Çîáðàçiòü ãåîìåòðè÷íî îáëàñòü iñòèííîñòi öüîãî ïðåäèêàòà.

Ä3.2 Ïðåäèêàòè P1(x1, x2), P2(x1, x2), P3(x1) çàäàíî íà ìíîæèíi M = {a, b, c} òà-
áëèöÿìè çíà÷åíü

P1(x1, x2)

x1 \ x2 a b c
a 1 0 0
b 0 1 0
c 0 1 1

, P2(x1, x2)

x1 \ x2 a b c
a 1 0 1
b 1 1 0
c 0 0 1

,

x1 P3(x1)

a 1
b 0
c 1

.

Ïîáóäóéòå òàáëèöþ çíà÷åíü ïðåäèêàòà

∃x1P2(x1, x2)↔ (∀x2P1(x1, x2)→ P3(x1)).



Ä3.3 Íåõàé ïðåäèêàòè P (x), Q(x), R(x) íàä ìíîæèíîþ M = {a, b, c, d} çàäàíî òà-

áëèöÿìè çíà÷åíü

x a b c d
P (x) 1 1 0 1
Q(x) 0 0 0 0
R(x) 1 1 0 1

. Ïîáóäóéòå òàáëèöþ çíà÷åíü ïðåäèêàòà

∃x2∀x3(∀x1P (x1)→ (R(x2) ∧Q(x3))).

Ä3.4 Çàïèøiòü ó âèãëÿäi ôîðìóë ëîãiêè ïðåäèêàòiâ ðå÷åííÿ:

à) Âè ìîæåòå îáìàíþâàòè äåêîãî âåñü ÷àñ, âè ìîæåòå îáìàíþâàòè âñiõ äåÿêèé
÷àñ, àëå âè íå ìîæåòå îáìàíþâàòè âñiõ i âåñü ÷àñ.

á) Êîæíà ìóðàõà � êîìàõà, òà íå êîæíà êîìàõà � ìóðàõà.

Ä3.5 Íåõàé íà ìíîæèíi ëþäåé çàäàíî ïðåäèêàòè: F (x1, x2) =�x1 áàòüêî x2�,M(x1, x2)=�x1
ìàòè x2�, S(x1, x2) =�x1 ñèí x2�, D(x1, x2) =�x1 äî÷êà x2�. Âèðàçiòü ÷åðåç íèõ
ïðåäèêàòè:

à) �x1 i x2 � âíóêè x3�;

á) �x1 � ïëåìiííèöÿ x2 i x3�;

â) �x1 � ïðàäiä x2 ç áîêó ìàòåði�;

ã) �x1 ñèí áàòüêà x2�;

ä) �x1, x2 i x3 � ñåñòðè�.

Ä3.6 Íà ìíîæèíi N0 âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì âèáðàíî òàêi àòîìàðíi ïðåäè-
êàòè:

S(x1, x2, x3) =

{
1, ÿêùî x1 + x2 = x3

0, â iíøîìó ðàçi
, D(x1, x2, x3) =

{
1, ÿêùî x1x2 = x3

0, â iíøîìó ðàçi
.

Âèðàçiòü ÷åðåç íèõ òàêi ïðåäèêàòè íàä ìíîæèíîþ N0:

à) x1 ¹ äiëüíèêîì x2;

á) x1 � ïðîñòå ÷èñëî;

â) x1 ≡ x2(mod3);

ã) x1 � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê x2 òà x3.

Ä3.7 Çàïèøiòü òâåðäæåííÿ ó âèãëÿäi ôîðìóëè, ùî ìiñòèòü ëèøå ïðåäèêàòíi ñèì-
âîëè S,D ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i:

à) êîæíå ïàðíå ÷èñëî ¹ ñóìîþ òðüîõ ïðîñòèõ ÷èñåë;

á) ÿêùî ñóìà äâîõ äîäàíêiâ i îäèí ç öèõ äîäàíêiâ äiëÿòüñÿ íà 3, òî é iíøèé
äîäàíîê äiëèòüñÿ íà 3;

â) ìíîæèíà ïiôàãîðîâèõ òðiéîê ÷èñåë íåñêií÷åííà;

ã) ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë�áëèçíþêiâ ñêií÷åííà.



Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò

Ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà 2018/2019 í.ð., 2 ñåìåñòð

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 4. Iíòåðïðåòàöi¨, ëîãi÷íèé íàñëiäîê òà ðiâíîñèëüíiñòü

À4.1 Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè ôîðìóëó

∃x2∀x1(∃x1P1(x1, x2, c1)→ (P2(x1, x2)→ P3(x1, c2))) ∨ ¬P4(x4)

íàä n�åëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ?

À4.2 Íåõàé ïðåäèêàòíi ñèìâîëè P1, P2 ó ôîðìóëi F = ∃x3(P1(x1, x3) ∧ P2(x3, x2))

iíòåðïðåòóþòüñÿ íàä ìíîæèíîþ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë R òàê:

P1(x1, x2) =

{
1, ÿêùî x2 = tg x1

0, â iíøîìó ðàçi
, P2(x1, x2) =

{
1, ÿêùî x2 = x31

0, â iíøîìó ðàçi
.

ßêèé ïðåäèêàò íàä R âèðàæà¹ ôîðìóëà F ó òàêié iíòåðïðåòàöi¨?

À4.3 ×è ïðàâèëüíî ñòî¨òü çíàê ëîãi÷íîãî íàñëiäêó ó ñïiââiäíîøåííÿõ:

à) ∀x(P1(x)→ P2(x)) |= ∃xP1(x)→ ∃xP2(x);

á) ∀x1(P1(x1, x2) ∨ P2(x1, x2)) |= ∀x1P1(x1, x2) ∨ ∀x1P2(x1, x2)?

À4.4 Íà îñíîâi ïîíÿòòÿ ëîãi÷íîãî íàñëiäêó äëÿ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ âñòàíîâiòü, ÷è ¹
ëîãi÷íèìè òàêi ìiðêóâàííÿ:

à) Êîæåí ñòóäåíò ¹ àçàðòíèì ãðàâöåì. Îêðåìi ñòóäåíòè íå ïîâàæàþòü äåÿêèõ
ëþäåé, ÿêi ¹ àçàðòíèìè ãðàâöÿìè. Îòæå, äåÿêi ñòóäåíòè íå ïîâàæàþòü
ïåâíèõ ñòóäåíòiâ.

á) Âñi ðèáè, êðiì àêóë, äîáðå ñòàâëÿòüñÿ äî ëþäåé. Ðèáà, ÿêó âïiéìàâ ñòóäåíò
Ê, ïîñòàâèëàñü äî íüîãî âîðîæå. Îòæå, öÿ ðèáà àêóëà.

À4.5 ×è áóäóòü âèêîíëèâèìè ôîðìóëè:

à) (∃x1¬P2(x1, x2)→ P1(x1))↔ ∀x2P2(x1, x2);

á) ∃x1∀x2(P1(x1, x2)→ ∀x3P2(x1, x2, x3))?

À4.6 ×è áóäóòü çàãàëüíîçíà÷èìèìè ôîðìóëè:

à) P (x1)→ ∃x2P (x2);
á) ∀x1(P1(x1)→ P2(x2))↔ (∃x1P1(x1)→ P2(x2))?

À4.7 Çâåäiòü äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè òàêi ôîðìóëè:

à) (∀x1∃x2P1(x1, x2, x3)→ ∃x3P2(x2, x3))→ ∀x1P3(x1);



á) (∀x1P1(x1)→ ∃x2(P1(x1) ∧ P2(x1, x2)))→ ∃x3P3(x3).

Ä4.1 Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè ôîðìóëó íàä n�åëåìåíòíîþ
ìíîæèíîþ:

à) ∃x2(∀x1(P1(x1, x2, c1)→ P2(x1, c2, c1))) ∧ P3(x1, c3);

á) ∀x2∃x3(P1(x1, x2, x3)→ ∃x1P2(x1, x2))→ (P1(x1, c1, x3) ∨ P2(x1))?

Ä4.2 Ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ iíòåðïðåòàöié ôîðìóëè íàä ìíîæèíîþ {1, 2, . . . , n}, ïðè
ÿêèõ âîíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå âèñëîâëþâàííÿ:

à) ∀x1∀x2(P (x1, x2) ∨ P (x2, x1))
á) ∀x1P (x1, x1) ∧ ∀x2(P (x1, x2)→ P (x2, x1))?

Ä4.3 Íåõàé ïðåäèêàòíi ñèìâîëè P1, P2 ó ôîðìóëi F = ∃x3(P1(x1, x3) ∧ P2(x3, x2))

iíòåðïðåòóþòüñÿ íàä ìíîæèíîþ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë R òàê:

P1(x1, x2) =

{
1, ÿêùî |x1|+ |x2| ≤ 1

0, â iíøîìó ðàçi
, P2(x1, x2) =

{
1, ÿêùî x1 + x2 = 1

0, â iíøîìó ðàçi
.

ßêèé ïðåäèêàò íàä R âèðàæà¹ ôîðìóëà F ó òàêié iíòåðïðåòàöi¨?

Ä4.4 ×è ïðàâèëüíî ñòî¨òü çíàê ëîãi÷íîãî íàñëiäêó ó ñïiââiäíîøåííÿõ:

à) P1(x)→ P2 |= ∃x1P1(x1)→ P2;

á) P (c, x2) |= ∃x1P (x1, x2);
â) ∀x(P1(x)→ P2(x)) |= ∀xP1(x)→ ∀xP2(x)?

Ä4.5 Íà îñíîâi ïîíÿòòÿ ëîãi÷íîãî íàñëiäêó äëÿ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ âñòàíîâiòü, ÷è ¹
ëîãi÷íèìè òàêi ìiðêóâàííÿ:

à) Ïið'ÿ ìîæå áóòè òiëüêè ó ïòàõiâ. Æîäåí çâið íå ¹ ïòàõîì. Îòæå, çâiði íå
ìàþòü ïið'ÿ.

á) Íiõòî íå ìîæå ðîçøèôðóâàòè ïðèñëàíå ïîâiäîìëåííÿ, íå çíàþ÷è øèôðó,
ÿêèì âîíî áóëî çàøèôðîâàíå. Êðèïòîàíàëiòèê Á éîãî íå ðîçøèôðóâàâ.
Îòæå, âií íå çíà¹ øèôðó, ÿêèì ïîâiäîìëåííÿ áóëî çàøèôðîâàíå.

Ä4.6 ×è áóäóòü âèêîíëèâèìè ôîðìóëè:

à) ∃x1∃x2(P (x1) ∧ ¬P (x2));
á) ∀x1∃x2P (x1, x2)↔ ∃x2∀x1P (x1, x2);
â) ∃x1(P1(x1, x2)↔ P2(x2))→ P1(x2, x2)?

Ä4.7 ×è áóäóòü çàãàëüíîçíà÷èìèìè ôîðìóëè:

à) (P1(x1) ∨ ∀x2P2(x2))→ ∀x2(P1(x1) ∨ P2(x2));



á) ∀x1(P1(x1)→ ¬P2(x1))→ ¬(∀x1P1(x1) ∧ ∃x1P2(x1))?

Ä4.8 Çâåäiòü äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè òàêi ôîðìóëè:

à) ∃x1P1(x1, x2)↔ ∀x1∃x2P2(x1, x2);

á) (¬∀x1∃x2P1(x1, x2) ∧ ∀x2P2(x3, x2))→ P1(x1, x1).

Ä4.9 Íåõàé ôîðìóëà F (x1, x2, x3, x4) áåçêâàíòîðíà. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëà

∀x1∀x2∀x3∀x4F (x1, x2, x3, x4)

¹ çàãàëüíîçíà÷èìîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà iñòèííà íà äîâiëüíié ÷îòèðè-
åëåìåíòíié ìíîæèíi.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 5. Ôîðìàëüíèé âèâiä â ÷èñëåííi âèñëþâëþâàíü

À5.1 Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ ïðî äåäóêöiþ, ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë
A,B,C ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

1) A→ B,B → C ` A→ C;

2) A→ (B → C), B ` A→ C.

À5.2 Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B òåîðåìàìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü
áóäóòü òàêi ôîðìóëè:

1) A→ ¬¬A;
2) ¬A→ (A→ B);

3) (¬B → ¬A)→ (A→ B);

4) A→ (A ∨B);

5) A→ (B ∨ A);
6) (A ∨B)→ (B ∨ A);
7) (A ∧B)→ A;

8) (A ∧B)→ B.

À5.3 Ïîáóäóâàâøè âèâiä, ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B,C ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ

1) ` (¬A→ A)→ A;

2) A→ B,B → C ` A→ C.

Ä5.1 Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B òåîðåìàìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü
áóäóòü òàêi ôîðìóëè:

1) (A→ B)→ (¬B → ¬A);
2) A→ (¬B → ¬(A→ B);

3) (A→ B)→ ((¬A→ B)→ B);

4) ((A→ B)→ A)→ A;

5) A→ (B → (A ∧B)).

Ä5.2 Ïîáóäóâàâøè âèâiä, ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë A,B,C ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ

1) A→ (B → C) ` B → (A→ C);

2) (¬B → ¬A)→ (A→ B);

3) ` ¬A→ (A→ B).
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 6. Òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó

À6.1 Äëÿ êîæíîãî âõîäæåííÿ êîæíî¨ çìiííî¨ â äàíó ôîðìóëó ç'ÿñóéòå, âiëüíèì ÷è
ïîâ'ÿçàíèì âîíî ¹:

à) ∀x1(P 3
2 (x1, x2, x3)→ ∀x2P 2

3 (x1, x2));

á) ∀x1∀x3(P 3
2 (x1, x2, x3)→ P 2

3 (x1, x2))→ ∀x2A2
4(x2, x4);

â) ∀x4(∀x3(P 3
2 (x1, x2, x3)→ ∀x1P 2

3 (x1, x2))→ ∀x2P 2
4 (x2, x4)).

À6.2 ×è áóäå òåðì f 32 (x1, x2, x3) âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ x2 ó ôîðìóëi:

à) ∀x1P 3
2 (x1, x2, x3)→ ∀x2P 2

3 (x1, x2);

á) ∀x1P 2
3 (x1, x2);

â) ∀x4P 3
2 (x1, x2, x3)→ ∀x5P 2

3 (x1, x4)?

À6.3 Âêàæiòü âëàñíi àêñiîìè òåîði¨ íåñòðîãîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó.

À6.4 Âêàæiòü âëàñíi àêñiîìè òåîði¨ ïîëiâ.

À6.5 Ïîêàæiòü, ùî â ñõåìi àêñiîì (A4) íå ìîæíà ïîçáàâèòèñÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà
âõîäæåííÿ çìiííèõ.

À6.6 Äîâåäiòü, ùî â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

à) ` ∀x1∀x2A→ ∀x2∀x1A;
á) ` ∀x1(A→ B)→ (∀x1A→ ∀x1B);

â) ` ∀x1(A→ B)→ (∃x1A→ ∃x1B).

À6.7 Äîâåäiòü ïðàâèëî iíäèâiäóàëiçàöi¨ äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ: ÿêùî òåðì t âiëü-
íèé äëÿ çìiííî¨ x ó ôîðìóëi A(x), òî ∀xA(x) ` A(t).

À6.8 Íåõàé çìiííà x íå âiëüíà ó ôîðìóëi A. Äîâåäiòü ñïiââiäíîøåííÿ

à) ` A→ ∀xA;
á) ` ∃xA→ A.

Ä6.1 Äëÿ êîæíîãî âõîäæåííÿ êîæíî¨ çìiííî¨ â äàíó ôîðìóëó ç'ÿñóéòå, âiëüíèì ÷è
ïîâ'ÿçàíèì âîíî ¹:

à) ∀x2(P 3
2 (x1, x2, x2)→ ∀x3P 2

3 (x3, x2));

á) ∀x1∀x3(P 3
2 (x2, x3, x1)→ P 2

3 (x3, x1))→ ∀x4A2
4(x1, x4);

â) ∀x3(∀x1(P 3
2 (x1, x2, x3)→ ∀x2P 2

3 (x1, x2))→ ∀x3P 2
4 (x3, x1)).



Ä6.2 ×è áóäå òåðì f 32 (x1, x2, ñ3) âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ x1 ó ôîðìóëi:

à) ∀x1P 3
2 (x1, x2, x3)→ ∀x2P 2

3 (x1, x2);

á) ∀x2∀x3P 2
3 (x3, x2);

â) ∀x1∀x4P 3
2 (x1, x2, x3)→ ∀x1∀x5P 2

3 (x1, x4)?

Ä6.3 Âêàæiòü âëàñíi àêñiîìè òåîði¨ ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ç íàéìåíøèì åëåìåíòîì.

Ä6.4 Âêàæiòü âëàñíi àêñiîìè òåîði¨ êîìóòàòèâíèõ ìîíî¨äiâ.

Ä6.5 Ïîêàæiòü, ùî â ñõåìi àêñiîì (A5) íå ìîæíà ïîçáàâèòèñÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà
âõîäæåííÿ çìiííèõ.

Ä6.6 Äîâåäiòü, øî êîëè òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ ìîäåëü íà ìíîæèíiM , òî âîíà
ìà¹ ìîäåëü íà äîâiëüíié ìíîæèíi N òàêié, ùî N ⊇M .

Ä6.7 Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñóïåðå÷ëèâî¨ òåîði¨, ÿêà íå ìà¹ ìîäåëåé íà ìíîæèíàõ, ùî
ìiñòÿòü ìåíøå íiæ m åëåìåíòiâ, äå m � çàäàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ä6.8 Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñóïåðå÷ëèâî¨ òåîði¨, ÿêà íå ìà¹ ñêií÷åííèõ ìîäåëåé.

Ä6.9 Äîâåäiòü, ùî â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

à) ` ∀x1(A ∧B)→ (∀x1A ∧ ∀x1B);

á) ` ∀x1 . . . ∀xnA→ A.

Ä6.10 Äîâåäiòü ïðàâèëî êîí'þíêöi¨ äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ: A,B ` A ∧B.

Ä6.11 Äîâåäiòü ïðàâèëî iñíóâàííÿ äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ: ÿêùî òåðì t âiëüíèé
äëÿ çìiííî¨ x ó ôîðìóëi A(x), òî ` A(t)→ ∃xA(x).

Ä6.12 Ïîêàæiòü, ùî â òåîðåìi äåäóêöi¨ äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ íå ìîæíà ïîçáàâè-
òèñÿ äîäàòêîâèõ óìîâ.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 7. Ìàøèíè Òüþðiíãà i ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨

À7.1 Ç'ÿñóéòå, ÿêó ïðîöåäóðó âèêîíó¹ ìàøèíà Òüþðiíãà ç òàêîþ ïðîãðàìîþ êîìàíä
(íà íå âêàçàíèõ àðãóìåíòàõ ìàøèíà âiäðàçó çóïèíÿ¹òüñÿ):

à) ϕ(0, q1) = (0, R, q2), ϕ(1, q1) = (1, S, q0), ϕ(1, q2) = (1, R, q2), ϕ(0, q2) =

(1, L, q3), ϕ(1, q3) = (1, L, q3), ϕ(0, q3) = (0, S, q0);

á) ϕ(0, q1) = (0, R, q2), ϕ(1, q2) = (1, R, q2), ϕ(0, q2) = (0, L, q3), ϕ(1, q3) =

(0, L, q3), ϕ(0, q3) = (0, S, q0).

À7.2 Ïîáóäóéòå ìàøèíó Òüþðiíãà, ÿêà äëÿ äîâiëüíèõ x, x1, x2 ∈ N0 ïåðåâîäèòü:

à) êîíôiãóðàöiþ ← 0
q1

0

x+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0→ ó êîíôiãóðàöiþ

← 0
q0

x+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 00→;

á) êîíôiãóðàöiþ ← 0
q1

x+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0→ ó êîíôiãóðàöiþ ← 0

q0

x+1︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 0→.

À7.3 Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òüþðiíãà, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ

à) f(x) = x+ 1;

á) f(x1, x2) = x1 + x2.

À7.4 Íåõàé ôóíêöiÿ f(x1, . . . , xn) (n ≥ 2) ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà. Äîâåäiòü, ùî
ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè áóäóòü òàêîæ ôóíêöi¨:

à) g1(x1, x2, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1);

á) g2(x1, x2, . . . , xn+1) = f(x1, . . . , xn);

â) g3(x1, x2, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0).

À7.5 Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) (n ≥ 2) � ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ. Òîäi êîæíà
ç ôóíêöié

g(x1, x2, . . . , xn) =

xn∑
i=0

f(x1, x2, . . . , xn−1, i)

òà

h(x1, x2, . . . , xn) =

xn∏
i=0

f(x1, x2, . . . , xn−1, i)

òàêîæ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ. Äîâåäiòü öå.



À7.6 Äîâåñòè, ùî òàêi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè:

à) f1(x) = n, (n�ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî); f2(x) = x!; f3(x1, x2) = x1·x2;
f4(x1, x2) = xx2

1 .

á) g1(x) = sg(x), äå sg(x) =

{
1, ÿêùî x > 0

0, â iíøîìó ðàçi
; g2(x) = sg(x), äå sg(x) =

1− sg(x); g3(x) = x−̇1; g4(x1, x2) = x1−̇x2; g5(x1, x2) = max(x1, x2).

â) h(x1, x2) = [x1/x2], [x1/0] = x1.

ã) τ(x) � êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà x, τ(0) = 0.

Ä7.1 Ç'ÿñóéòå, ÿêó ïðîöåäóðó âèêîíó¹ ìàøèíà Òüþðiíãà ç òàêîþ ïðîãðàìîþ êîìàíä
(íà íå âêàçàíèõ àðãóìåíòàõ ìàøèíà âiäðàçó çóïèíÿ¹òüñÿ):

à) ϕ(0, q1) = (0, R, q2), ϕ(1, q2) = (1, R, q2), ϕ(0, q2) = (1, S, q3), ϕ(1, q3) =

(1, L, q3), ϕ(0, q3) = (0, S, q0);

á) ϕ(0, q1) = (0, R, q2), ϕ(0, q2) = (1, S, q0), ϕ(1, q1) = (1, R, q1), ϕ(1, q2) =

(1, R, q2).

Ä7.2 Ïîáóäóéòå ìàøèíó Òüþðiíãà, ÿêà äëÿ äîâiëüíèõ x, x1, x2 ∈ N0 ïåðåâîäèòü:

à) êîíôiãóðàöiþ ← 0
q1

x+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0→ ó êîíôiãóðàöiþ ← 0

x+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0

q0
→;

á) êîíôiãóðàöiþ ← 0

x1+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0

q1

x2+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0→ ó êîíôiãóðàöiþ

← 0

x2+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0

q0

x1+1︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 0→ .

Ä7.3 Íàâåäiòü ïðèêëàä ìàøèíè Òüþðiíãà, äëÿ ÿêî¨ ìíîæèíà êîíôiãóðàöié, ïî÷è-
íàþ÷è ïðàöþâàòè ç ÿêèõ ìàøèíà ïðàöþ¹, íå çóïèíÿþ÷èñü, i ìíîæèíà êîíôi-
ãóðàöié, ïî÷èíàþ÷è ïðàöþâàòè ç ÿêèõ, âîíà çóïèíèòüñÿ, ¹ íåñêií÷åííèìè.

Ä7.4 Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òüþðiíãà iç çîâíiøíiì àëôàâiòîì A = {0, 1, 2}, ÿêà íà
ñòði÷öi çíàõîäèòü ïîñëiäîâíiñòü ñèìâîëiâ 1122 i çóïèíÿ¹òüñÿ áiëÿ ëiâîãî ñèì-
âîëà öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü íà ñòði÷öi iñíó¹. ßêùî æ
òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi íåìà, òî ìàøèíà ïðàöþ¹, íå çóïèíÿþ÷èñü.

Ä7.5 Ïîáóäóéòå ìàøèíó Òüþðiíãà, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ

à) f(x1, x2) = x1 · x2;
á) f(x1, x2) = x1−̇x2;



â) f(x1, x2) = [x/2].

Ä7.6 Íåõàé ôóíêöiÿ f(x1, . . . , xn) (n ≥ 2) ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà. Äîâåäiòü, ùî
ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè áóäóòü òàêîæ ôóíêöi¨:

à) g1(x1, x2, . . . , xn) = f(x2, . . . , xn, x1);

á) g1(x1, x2, . . . , xn−1) = f(x1, x1, . . . , xn−1).

Ä7.7 Äîâåñòè, ùî òàêi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè:

à) π(x) � êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü ÷èñëà x.

á) p(x) � ïðîñòå ÷èñëî, ùî ìà¹ ïîðÿäêîâèé íîìåð x ó ïîñëiäîâíîñòi âñiõ
ïðîñòèõ ÷èñåë, âïîðÿäêîâàíèõ çà çðîñòàííÿì.

â) f(x) = [
√
x].

Ä7.8 Äîâåäiòü, ùî êîëè ó ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ çìiíèòè çíà÷åííÿ íà
ñêií÷åííié ìíîæèíi òî÷îê, òî íîâà ôóíêöiÿ áóäå ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

Ä7.9 Äîâåäiòü, ùî ç ôóíêöié o òà Imn çà äîïîìîãîþ ñóïåðïîçèöi¨ òà ñõåìè ïðèìi-
òèâíî¨ ðåêóðñi¨ íå ìîæíà îäåðæàòè ôóíêöi¨: f(x) = x2 + 1, g(x) = 3x−̇1,
h(x) = 2x.

Ä7.10 ×è ïðàâèëüíi äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ x1, x2, x3 ðiâíîñòi:

à) (x1 + x2)−̇x3 = x1 + (x2−̇x3);
á) sg(x1)x1−̇(x2 + 2) = (x1−̇x2)−̇2sg(x1);
â) sg(x1)x1−̇(x2 + 2) = (x1−̇sg(x1)x2)−̇2 ?


