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1. Íåïðîäîâæóâàíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìäè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÂ îáëàñòi D ⊆ R1+n ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ẋ = f(t, x), f ∈ C(D 7→ Rn). (1.1)Òåîðåìà Ïåàíî [10, ñ. 384℄ âñòàíîâëþ¹ óìîâè iñíóâàííÿ õî÷à á îäíîãîëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1.1), ãðà�iê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíóòî÷êó îáëàñòi D. Òåîðåìà Ïiêàðà [10, ñ. 392℄ ãàðàíòó¹ íå ëèøå iñíóâàííÿ,àëå é ¹äèíiñòü òàêîãî ðîçâ'ÿçêó.Îçíà÷åííÿ 1.1. �îçâ'ÿçîê x(t), t ∈ (α, β) ñèñòåìè, íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâ-æóâàíèì âïðàâî, ÿêùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x̃(t), t ∈ (α, β̃), äå β̃ > β, ÿêèéçáiãà¹òüñÿ ç x(t) íà iíòåðâàëi (α, β). Ïðè öüîìó x̃(t) íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâ-æåííÿì ðîçâ'ÿçêó x(t) âïðàâî íà iíòåðâàë (α, β̃). �îçâ'ÿçîê, äëÿ ÿêîãî íåiñíó¹ æîäíîãî ïðîäîâæåííÿ âïðàâî, íàçèâà¹òüñÿ íåïðîäîâæóâàíèì âïðàâî.Àíàëîãi÷íî ìîæíà äàòè îçíà÷åííÿ ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó âëiâî òà íå-ïðîäîâæóâàíîãî ðîçâ'ÿçêó âëiâî.Îçíà÷åííÿ 1.2. �îçâ'ÿçîê, ÿêèé íå ìà¹ ïðîäîâæåííÿ àíi âïðàâî, àíi âëiâî,íàçèâà¹òüñÿ íåïðîäîâæóâàíèì.Ïðè ïîáóäîâi ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó âïðàâî àáî âëiâî âèêîðèñòîâó¹òüñÿîïåðàöiÿ ¾ïðèêëåþâàííÿ¿ [10, ñ. 73, òâåðäæåííÿ 1.6.℄.Òâåðäæåííÿ 1.1. Äëÿ òîãî, ùîá ðîçâ'ÿçîê x(t), âèçíà÷åíèé íà iíòåðâàëi

(α, β), áóâ ïðîäîâæóâàíèì âïðàâî, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá äëÿ äîâiëüíîãî(õî÷à á äëÿ îäíîãî) t0 ∈ (α, β) iñíóâàâ êîìïàêòK ⊂ D òàêèé, ùî (t, x(t)) ∈
K äëÿ âñiõ t ∈ [t0, β).Äîâåäåííÿ.Í å î á õ i ä í i ñ ò ü. ßêùî x(t) ïðîäîâæóâàíèé âïðàâî, òî éîãî ìîæíà äî-âèçíà÷èòè äî íåïåðåðâíî¨ �óíêöi¨ íà âiäðiçêó [t0, β], äå t0 � äîâiëüíà òî÷êàiíòåðâàëó (α, β). �ðà�iê íåïåðåðâíî¨ íà âiäðiçêó �óíêöi¨ ñàì ¹ êîìïàêòîì.Äî ñ ò à ò í i ñ ò ü. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ çëi-âà limt→β−0 x(t) := x∗, ïðè÷îìó (β, x∗) ∈ K. Ñïðàâäi, îñêiëüêè

‖x(t′) − x(t′′)‖ ≤ max
t∈[t′,t′′]

‖ẋ(t)‖|t′ − t′′| ≤

≤ max
(t,x)∈K

‖f(t, x)‖|t′ − t′′|, ∀t′, t′′ ∈ [t0, β),
(1.2)òî âiäîáðàæåííÿ x(t) êîæíó çáiæíó, à îòæå, �óíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòüïåðåâîäèòü ó �óíäàìåíòàëüíó, à òîìó é çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü.4



Îñêiëüêè limt→β−0 ẋ(t) = limt→β−0 f(t, x(t)) = f(β, x∗), òî ðîçâ'ÿçîê
x(t) ìà¹ ëiâó ïîõiäíó â òî÷öi β. Çðîçóìiëî, ùî òåïåð éîãî ìîæíà äîâèçíà÷è-òè äî ðîçâ'ÿçêó íà (α, β], ïiñëÿ ÷îãî ¾ïðèêëå¨òè¿ äî íüîãî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷iÊîøi ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (β, x∗), âèçíà÷åíèé ïðè äîñèòü ìàëîìó h > 0íà [β, β + h] �Ñ�îðìóëþ¹ìî äâi îñíîâíi òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷iÊîøi (äèâ. [10, ñ. 290, ñ. 291℄).Òåîðåìà 1.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (t0, x0) ∈ D i äîâiëüíîãî êîìïàêòàK ⊂
D iñíóþòü ÷èñëà t− < t0, t+ > t0 i ðîçâ'ÿçîê x(t), âèçíà÷åíèé íà [t−, t+],òàêi, ùî x(t0) = x0, (t±, x(t±)) 6∈ K.Òåîðåìà 1.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (t0, x0) ∈ D iñíó¹ íåïðîäîâæóâàíèéðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.1), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó x(t0) = x0.Òåîðåìà, ùî íàâîäèòüñÿ íèæ÷å, ñòâåðäæó¹, ùî ãðà�iê íåïðîäîâæóâàíî-ãî ðîçâ'ÿçêó íå ìîæå áåçëi÷ ðàçiâ ïåðåòèíàòè ìåæó áóäü-ÿêîãî êîìïàêòà.Òåîðåìà 1.3. Íåõàé x(t), t ∈ I, � íåïðîäîâæóâàíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi äëÿäîâiëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ D iñíóþòü òàêi ÷èñëà t− ∈ I, t+ ∈ I, t+ > t−,ùî (t, x(t)) ∈ D \K äëÿ âñiõ t ∈ I \ [t−, t+].Äîâåäåííÿ. Íåõàé T+ = sup{t ∈ I}. Äîâåäåìî iñíóâàííÿ ÷èñëà t+. ßêùî
T+ = ∞, òî öåé �àêò î÷åâèäíèé, îñêiëüêè òî÷êè (t, x(t)) íå ëåæàòü óK ïðèâñiõ äîñèòü âåëèêèõ t. Îòæå, ââàæà¹ìî, ùî T+ <∞. Ïðèïóñòèìî, íàâïàêè,ùî ïîòðiáíîãî ÷èñëà t+ íå iñíó¹. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 çíàéäåòüñÿìîìåíò tδ ∈ I òàêèé, ùî

T+ − tδ < δ i (tδ, x(tδ)) ∈ K. (1.3)Ïîêëàäåìî Πǫ(t0, x0) = {(t, x) ∈ R1+n : |t − t0| ≤ ǫ, ‖x − x0‖ ≤ ǫ} iâèáåðåìî ǫ > 0 íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá
Kǫ := «

(t0,x0)∈K
Πǫ(t0, x0) ⊂ D.Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.1 ãðà�iê íåïðîäîâæóâàíîãî ðîçâ'ÿçêó íå ìîæåìiñòèòèñÿ â êîìïàêòi, à òîìó çíàéäåòüñÿ òàêå t∗ ∈ (tδ, T+), ùî x(t) ∈

Πǫ(tδ, x(tδ)) ïðè t ∈ [tδ, t∗] i (t∗, x(t∗)) ∈ ∂Πǫ(tδ, x(tδ)) (çà t∗ ìîæíà âçÿ-òè ïåðøèé ïiñëÿ tδ ìîìåíò âèõîäó ãðà�iêà ðîçâ'ÿçêó íà ìåæó êîìïàêòà
Πǫ(tδ, x(tδ))). Ìîæåìî ââàæàòè, ùî δ < ǫ. Òîäi t∗ − tδ < T+ − tδ < ǫ, àòîìó

‖x(t∗) − x(tδ)‖ = ǫ. (1.4)Ç iíøîãî áîêó, ç (1.2), (1.3) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
‖x(t∗) − x(tδ)‖ ≤M(Kǫ)δ, äå M(Kǫ) = max

(t,x)∈Kǫ
‖f(t, x)‖.Ïðèïóñòèâøè äîäàòêîâî, ùî δ < min(ǫ, ǫ/M(Kǫ)), îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿç (1.4). Îòæå, t+ iñíó¹. Iñíóâàííÿ t− äîâîäèìî àíàëîãi÷íî �5



Íàñëiäîê 1.1. Íåõàé x(t), t ∈ (T−, T+) � íåïðîäîâæóâàíèé ðîçâ'ÿçîê ñè-ñòåìè (1.1). ßêùî D � îáìåæåíà îáëàñòü, òî (t, x(t)) → ∂D ïðè t → T±.ßêùî D = R1+n i T+ < ∞ (T− > −∞), òî ‖x(t)‖ → ∞ ïðè t → T+(ïðè t→ T−).2. Äè�åðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi òà òåîðåìè¹äèíîñòi2.1. Äè�åðåíöiàëüíà íåðiâíiñòüÏðè äîñëiäæåííi ÿêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê ðîçâ'ÿçêiâ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâ-íÿíü äîñèòü ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç äè�åðåíöiàëüíèìè íåðiâ-íîñòÿìè.Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé D � îáëàñòü ó R2, ϕ(t, x) ∈ C(D 7→ R), à x(·) :
J 7→ R � äè�åðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi J �óíêöiÿ, òàêà ùî (t, x(t)) ∈ Däëÿ âñiõ t ∈ J i

ẋ(t) < ϕ(t, x(t)), ∀t ∈ J. (2.1)Íåõàé äàëi y(t), t ∈ I, � íåïðîäîâæóâàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
ẏ = ϕ(t, y), y(t0) = x(t0) =: x0, (2.2)äå t0 ∈ J . Òîäi
x(t) > y(t), ∀t ∈ I ∩ J ∩ {t < t0}, (2.3)
x(t) < y(t), ∀t ∈ I ∩ J ∩ {t > t0}. (2.4)Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.3). Îñêiëüêè

ẋ(t0) < ϕ(t0, x0) = ẏ(t0), òî ç �îðìóë
x(t) = x0 + ẋ(t0)(t− t0) + o(t− t0), t→ t0,
y(t) = x0 + ẏ(t0)(t− t0) + o(t− t0), t→ t0,âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîñèòü ìàëîãî δ > 0 íåðiâíiñòü x(t) > y(t) ñïðàâäæó¹òüñÿïðèíàéìíi íà iíòåðâàëi (t0 − δ, t0) ⊂ I ∩ J , ÿêùî δ > 0 âèáðàòè äîñèòüìàëèì. Ïðèïóñòèâøè, ùî íåðiâíiñòü (2.3) íåïðàâèëüíà, çíàéäåìî òàêå t∗ ∈

I∩J, t∗ ≤ t0−δ, ùî x(t) > y(t) äëÿ âñiõ t ∈ (t∗, t0), àëå x(t∗) = y(t∗) =: x∗.Îñêiëüêè ç (2.1) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü ẋ(t∗) < ẏ(t∗), òî iñíó¹ òàêå äîñèòü ìàëå
σ > 0, ùî x(t) < y(t) äëÿ âñiõ t ∈ (t∗, t∗+σ). Öå, îäíàê, íåìîæëèâî ç îãëÿäóíà òå, ÿê áóëî âèçíà÷åíî t∗. Íåðiâíiñòü (2.4) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî �Òâåðäæåííÿ 2.2. Ïðèïóñòèìî, ùî â óìîâàõ ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ çà-ìiñòü ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi (2.1) âèêîíó¹òüñÿ íåñòðîãà:

ẋ(t) ≤ ϕ(t, x(t)), ∀t ∈ J.6



Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî t0 ∈ J iñíó¹ íåïðîäîâæóâàíèé ðîçâ'ÿçîê y(t), t ∈ I,çàäà÷i Êîøi (2.2), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi
x(t) ≥ y(t), t ∈ I ∩ J ∩ {t < t0}, (2.5)
x(t) ≤ y(t), t ∈ I ∩ J ∩ {t > t0}. (2.6)Äîâåäåííÿ. Âèáðàâøè ÷èñëà a > 0, b > 0 äîñèòü ìàëèìè, âïèøåìî âîáëàñòü D ïðÿìîêóòíèê Π := [t0 − a, t0 + a]× [x0 − b, x0 + b]. Çà òåîðåìîþÏåàíî êîæíà çàäà÷à Êîøi
ẏ = ϕ(t, y) + 1/n, y(t0) = x0,äå n ∈ N, ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

yn(t), t ∈ [t0−hn, t0+hn], h := min(a, b/(M+1/n)), M := max
(t,x)∈Π

‖ϕ(t, x)‖.Ïîñëiäîâíiñòü �óíêöié {yn(t)} âèçíà÷åíà, îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà é ðiâíî-ìiðíî îáìåæåíà íà âiäðiçêó Ī1 := [t0 − h1, t0 + h1]. Çà òâåðäæåííÿì 2.1 êî-æíà �óíêöiÿ yn(t) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (2.3), (2.4), ÿêùî â íèõ çàìiíèòè
y(t) íà yn(t), à I íà Ī1. Âèäiëèìî ç ïîñëiäîâíîñòi {yn(t)} ïiäïîñëiäîâíiñòü,ðiâíîìiðíî çáiæíó äî äåÿêî¨ �óíêöi¨ y(t), t ∈ Ī1. Îñòàííÿ áóäå ðîçâ'ÿçêîìçàäà÷i Êîøi (2.2) (äîâåäiòü!), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (2.5), (2.6), ÿêùîâ íèõ çàìiíèòè I íà Ī1.Çðîçóìiëî, ùî ðîçâ'ÿçîê y(t) òåïåð ìîæíà ïðîäîâæóâàòè ÿê âïðàâî, òàêi âëiâî, ñëiäêóþ÷è çà òèì, ùîá âií çàäîâîëüíÿâ ïîòðiáíi íåðiâíîñòi âiäíîñíî�óíêöi¨ x(t) �2.2. Òåîðåìà ¹äèíîñòiÍåõàé a(t), b(t) ∈ C([t0, t1] 7→ R) � òàêi �óíêöi¨, ùî b(t) > a(t) äëÿ âñiõ
t ∈ (t0, t1). Ïîêëàäåìî

D :={(t, x) ∈ R2 : t ∈ (t0, t1), a(t) < x < b(t)},

∆ :={(t, u) ∈ R2 : t ∈ (t0, t1), 0 ≤ u < b(t) − a(t)}.Íåõàé f : D 7→ R. Íàñ öiêàâèòèìóòü óìîâè, ùî ãàðàíòóþòü ¹äèíiñòüðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
ẋ = f(t, x), (2.7)ãðà�iê ÿêîãî ïðè t → t0 + 0 âõîäèòü ó òî÷êó (t0, x0) ∈ ∂D ïiä ãîñòðèìêóòîì äî îñi àáñöèñ.Òåîðåìà 2.1. Íåõàé �óíêöiÿ f(t, x) ∈ C(D 7→ R) äëÿ êîæíî¨ ïàðè òî÷îê

(t, x1), (t, x2) ∈ D çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
|f(t, x1) − f(t, x2)| ≤ ω(t, |x1 − x2|),ó ÿêié ω(t, u) ∈ C(∆ 7→ R+), ω(t, 0) ≡ 0. Ïðèïóñòèìî, ùî äîäàòêîâî âèêî-íó¹òüñÿ 7



Óìîâà Ω: ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì u(t), t ∈ (t0, t1), ðiâíÿííÿ u̇ = ω(t, u),ÿêèé ìà¹ âëàñòèâîñòi
lim

t→t0+0
u(t) = 0, lim

t→t0+0

u(t)

t− t0
= 0,¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u ≡ 0.Òîäi äëÿ êîæíîãî τ ∈ (t0, t1) i êîæíîãî ξ0 ∈ R ðiâíÿííÿ (2.7) ìà¹ íåáiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t), t ∈ (t0, τ ], äëÿ ÿêîãî iñíóþòü ãðàíèöi

lim
t→t0+0

x(t) = x0, lim
t→t0+0

x(t) − x0

t− t0
= ξ0, (2.8)Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî τ ∈ (t0, t1) iñíó¹ ïàðà ðîçâ'ÿçêiâ xi(t), t ∈

(t0, τ ], i = 1, 2, ç âëàñòèâiñòþ (2.8), ïðè÷îìó x2(τ) > x1(τ). Òîäi ìîæíàââàæàòè, ùî x2(t) ≥ x1(t) äëÿ âñiõ t ∈ (t0, τ ] (ïîÿñíiòü, ÷îìó). Ïîêëàâøè
x(t) := x2(t) − x1(t), ìà¹ìî

ẋ(t) ≡ f(t, x2(t)) − f(t, x1(t)) ≤ ω(t, x(t)), t ∈ (t0, τ).Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.2, ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i Êîøi
u̇ = ω(t, u), u(τ) = x(τ)ìîæíà ïðîäîâæóâàòè âëiâî iç çáåðåæåííÿì íåðiâíîñòi u(t) ≤ x(t). Ïðè öüî-ìó, ÿêùî á çíàéøëîñÿ òàêå τ0 > t0, ùî u(t) → 0, t → τ0 + 0, òî ìè áïðîäîâæèëè u(t) íà (t0, τ0] òîòîæíèì íóëåì i äiñòàëè á ïðîòèði÷÷ÿ ç óìî-âàìè òåîðåìè. Îòæå, ó ïðîöåñi ïðîäîâæåííÿ u(t) âëiâî âåñü ÷àñ ïîâèííàâèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü 0 < u(t) ≤ x(t). Îäíàê ó òàêîìó ðàçi u(t) ìîæíàïðîäîâæèòè íà (t0, τ ], i òîäi

lim
t→t0+0

u(t) = lim
t→t0+0

(x2(t) − x1(t)) = 0,

lim
t→t0+0

u(t)

t− t0
≤ lim

t→t0+0

x(t)

t− t0
=

= lim
t→t0+0

x2(t) − x0

t− t0
− lim

t→t0+0

x1(t) − x0

t− t0
= 0.Çíîâó îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâàìè òåîðåìè �Çàóâàæåííÿ 2.1. ßêùî a(t0) < b(t0) i �óíêöiÿ f(t, x) íåïåðåðâíà â çàìè-êàííi D̄ := D∪ ∂D, òî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ [a(t0), b(t0)] íà äåÿêîìó ïðîìiæêó

(t0, τ) ⊆ (t0, t1) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.7), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøóóìîâó (2.8). Äëÿ êîæíîãî òàêîãî ðîçâ'ÿçêó äðóãà óìîâà (2.8) âèêîíó¹òüñÿàâòîìàòè÷íî, ïðè÷îìó ξ0 = f(t0, x0) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Ó öüîìóâèïàäêó òåîðåìà 2.1 çáiãà¹òüñÿ ç òåîðåìîþ ¹äèíîñòi Êàìêå.Çàäà÷à. Ïîêàçàòè, ùî óìîâó Ω çàäîâîëüíÿþòü �óíêöi¨: 1) ω(t, u) = u/t(êðèòåðié Íàãóìî); 2) ω(t, u) = ϕ(t)ψ(u), äå �óíêöi¨ ϕ(t) ∈ C((t0, t1) 7→
7→ (0,∞)) òà ψ(u) ∈ C([0, β] 7→ [0,∞)) (òóò β := b(t1) − a(t1)) ìàþòü8



âëàñòèâîñòi
t1Ÿ

t0

ϕ(t) dt <∞,
βŸ
0

du

ψ(u)
= ∞(êðèòåðié Îñãóäà).Çàóâàæåííÿ 2.2. Ç òåîðåìàìè ¹äèíîñòi äëÿ ñèñòåì äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâ-íÿíü ìîæíà ïîçíàéîìèòèñÿ â [11℄.2.3. Iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòiÍåõàé â îáëàñòi D ⊂ R(1+n) çàäàíî äâi ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâ-íÿíü

ẏ = F (t, y) (2.9)òà
ż = F (t, z) + ϕ(t, z), (2.10)äå F, ϕ ∈ C(D 7→ Rn). Äðóãó ç öèõ ñèñòåì áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê çáóðåí-íÿ ïåðøî¨. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ âàæëèâî âìiòè îöiíþâàòè âiäõèëåííÿ ìiæ¨õíiìè ðîçâ'ÿçêàìè.Íåõàé y(t), t ∈ [t0, T ], � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.9), à z(t), t ∈ [t0, T ], �ñèñòåìè (2.10). Òîäi, ïîêëàâøè y0 := y(t0), z0 := z(t0), ìàòèìåìî

y(t) = y0 +
tŸ

t0

F (s, y(s)) ds,

z(t) = z0 +
tŸ

t0

[F (s, z(s)) + ϕ(s, z(s))] ds.Âiäíiìåìî âiä ïåðøî¨ ðiâíîñòi äðóãó. Òîäi äëÿ íîðìè ðiçíèöi çàçíà÷åíèõðîçâ'ÿçêiâ äiñòàíåìî íåðiâíiñòü
‖y(t) − z(t)‖ ≤ ‖y0 − z0‖ +

tŸ
t0

‖ϕ(s, z(s))‖ ds+

+
tŸ

t0

‖F (s, y(s)) − F (s, z(s))‖ ds.Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî çíàéäóòüñÿ �óíêöi¨ a(t) ∈ C([t0, T ] 7→ R+),
g(t) ∈ C([t0, T ] 7→ R+) òàêi, ùî

‖F (t, y) − F (t, z)‖ ≤ a(t)‖y − z‖ ∀(t, y), (t, z) ∈ D,

‖ϕ(t, z)‖ ≤ g(t) ∀(t, z) ∈ D.Òîäi
‖y(t) − z(t)‖ ≤ ‖y0 − z0‖ +

tŸ
t0

g(s) ds+
tŸ

t0

a(s)‖y(s) − z(s)‖ ds. (2.11)9



Äiñòàëè òàê çâàíó iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü âiäíîñíî íåâiäîìî¨ �óíêöi¨
‖y(t) − z(t)‖.Òàêèì ÷èíîì, ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à: çíàéòè îöiíêó çâåðõó äëÿ íåâi-äîìî¨ �óíêöi¨ u(t) ∈ C([t0, T ] 7→ R), êîëè âiäîìî, ùî îñòàííÿ çàäîâîëüíÿ¹iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü

u(t) ≤ f(t) +
tŸ

t0

a(s)u(s) ds, t ∈ [t0, T ], (2.12)ó ÿêié a(t) ∈ C([t0, T ] 7→ R+), f(t) ∈ C([t0, T ] 7→ R).Àáè îöiíèòè �óíêöiþ u(t), çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 2.2. Ïîêëàâøè
x(t) :=

tŸ
t0

a(s)u(s) ds i äîìíîæèâøè íåðiâíiñòü (2.12) íà a(t), äiñòàíåìî
ẋ(t) ≤ a(t)f(t) + a(t)x(t).Îñêiëüêè x(t0) = 0, òî íà îñíîâi òâåðäæåííÿ 2.2 äiñòà¹ìî íåðiâíiñòü x(t) ≤

v(t), äå v(t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
v̇ = a(t)v + a(t)f(t), v(t0) = 0.Çíàéøîâøè v(t), ìàòèìåìî

x(t) ≤ e

tŸ
t0

a(s) ds tŸ
t0

e

τŸ
t0

a(s) ds

a(τ)f(τ) dτ,à îñêiëüêè u(t) ≤ f(t) + x(t), òî
u(t) ≤ f(t) + e

tŸ
t0

a(s) ds tŸ
t0

e

−
τŸ

t0

a(s) ds

a(τ)f(τ) dτ. (2.13)Âèñíîâîê: ïðè çðîáëåíèõ âèùå ïðèïóùåííÿõ ç íåðiâíîñòi (2.12) âèïëè-âà¹ íåðiâíiñòü (2.13).Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî f(t) ∈ C1([t0, T ] 7→ R). Òîäi iíòåãðóâàííÿìçà ÷àñòèíàìè äiñòàíåìî
u(t) ≤ f(t0)e

tŸ
t0

a(s) ds

+
tŸ

t0

e

tŸ
τ

a(s) ds
ḟ(τ) dτ. (2.14)Çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè f(t) = c ≡ const, ìà¹ìî âiäîìó íåðiâíiñòü

u(t) ≤ ce

tŸ
t0

a(s) ds

.Íàðåøòi, ç (2.11) òà (2.14) äiñòà¹ìî øóêàíó îöiíêó äëÿ âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿç-êiâ ñèñòåì (2.9) òà (2.10):
‖y(t) − z(t)‖ ≤ ‖y0 − z0‖e

tŸ
t0

a(s) ds

+
tŸ

t0

e

tŸ
τ

a(s) ds
g(τ) dτ.10



Iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi ¹ âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì âñòàíîâëåííÿ ðiçíîìà-íiòíèõ àïðiîðíèõ îöiíîê äëÿ ðîç'ÿçêiâ ñèñòåì äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.3. Àâòîíîìíi ñèñòåìè, âåêòîðíi ïîëÿ,ïîòîêè3.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿÍåõàé D � îáëàñòü â ïðîñòîði Rn.Îçíà÷åííÿ 3.1. Âiäïîâiäíiñòü, ÿêà êîæíié òî÷öi x ∈ D çiñòàâëÿ¹ âåêòîð
f(x), ïðèêëàäåíèé (âiäíåñåíèé) äî öi¹¨ òî÷êè, íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ïîëåìâ îáëàñòi D.ßê àíàëiòè÷íèé îá'¹êò, âåêòîðíå ïîëå â D öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîáðà-æåííÿì f : D 7→ Rn. ßêùî f ∈ Cr(D 7→ Rn), òî êàæóòü, ùî f ¹ âåêòîðíèìïîëåì êëàñó Cr.Âåêòîðíå ïîëå f ïðèðîäíî ïîðîäæó¹ â îáëàñòi D àâòîíîìíó ñèñòåìó

ẋ = f(x). (3.1)Óñþäè íàäàëi áåç äîäàòêîâèõ çàñòåðåæåíü áóäåìî ââàæàòè, ùî f �âåêòîðíå ïîëå êëàñó Cr , r ≥ 1. Öå ïðèïóùåííÿ ãàðàíòó¹ ÿê iñíóâàííÿ, òàêi âëàñòèâiñòü ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó áóäü-ÿêî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè (3.1).Ç êiíåìàòè÷íîãî ïîãëÿäó ðîçâ'ÿçîê x = x(t), t ∈ I, ñèñòåìè (3.1) âè-çíà÷à¹ çàêîí ðóõó òî÷êè â îáëàñòi D, ÿêèé ìà¹ òàêó õàðàêòåðèñòè÷íó âëà-ñòèâiñòü: ó êîæåí ìîìåíò ÷àñó t ∈ I âåêòîð ìèòò¹âî¨ øâèäêîñòi v(t) := ẋ(t)çáiãà¹òüñÿ ç âåêòîðîì, íàïåðåä çàäàíèì ó òî÷öi x(t) âåêòîðíèì ïîëåì, òîáòîç âåêòîðîì f(x(t)).Ç ãåîìåòðè÷íîãî ïîãëÿäó ðîçâ'ÿçîê x = x(t), t ∈ I, ñèñòåìè (3.1) âè-çíà÷à¹ êðèâó Γ. Ó êîæíié òî÷öi x ∈ Γ âiäïîâiäíèé âåêòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ
f(x) äîòèêà¹òüñÿ äî öi¹¨ êðèâî¨.Äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D ïîçíà÷èìî ÷åðåç χ(t, x0) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.1),ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó χ(0, x0) = x0. Áóäåìî ââàæàòè, ùî
χ(t, x0) � öå íåïðîäîâæóâàíèé ðîçâ'ÿçîê, âèçíà÷åíèé íà iíòåðâàëi I(x0) :=
(T−(x0), T+(x0)), äå 0 < T+(x0) ≤ ∞, −∞ ≤ T−(x0) < 0.Îçíà÷åííÿ 3.2. Ìíîæèíè

Γ(x0) := «
t∈I(x0)

χ(t, x0),

Γ+(x0) := «
t∈[0,T+(x0))

χ(t, x0), Γ−(x0) := «
t∈(T−(x0),0]

χ(t, x0)íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî òðà¹êòîði¹þ òî÷êè x0 (�àçîâîþ êðèâîþ), äîäàòíîþïiâòðà¹êòîði¹þ òî÷êè x0, âiä'¹ìíîþ ïiâòðà¹êòîði¹þ òî÷êè x0.11



Íà êîæíié íåòðèâiàëüíié òðà¹êòîði¨ iñíó¹ ïðèðîäíà îði¹íòàöiÿ, ÿêà âè-çíà÷à¹òüñÿ âåêòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ â äîâiëüíié òî÷öi öi¹¨ òðà¹êòîði¨.Êîðèñíî ðîçãëÿäàòè χ(t, x) ÿê �óíêöiþ ñóêóïíîñòi çìiííèõ (t, x). ßêâiäîìî, (äèâ., íàïðèêëàä, [10℄), ïðèðîäíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ öi¹¨ �óíêöi¨¹ âiäêðèòà çâ'ÿçíà ìíîæèíà
E := {(t, x) : x ∈ D, t ∈ I(x)},i ïðè öüîìó χ(t, x) ∈ Cr(E 7→ D), ÿêùî f � âåêòîðíå ïîëå êëàñó Cr.Îçíà÷åííÿ 3.3. Âåêòîðíå ïîëå f íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî I(x) = R äëÿêîæíîãî x ∈ D.Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó ïîâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ E = R ×D.Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíå ïîëå f ïîâíå. Êîëè íàñ öiêàâèòü ïîâåäiíêàiíäèâiäóàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ìè �iêñó¹ìî àðãóìåíò x = x0 i äîñëiäæó¹ìî âiä-îáðàæåííÿ χ(·, x0) : R 7→ D. Îäíàê, âèâ÷àþ÷è êîæåí îêðåìî âçÿòèé ðîçâ'ÿ-çîê, âàæêî îòðèìàòè çàãàëüíå óÿâëåííÿ ïðî âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (3.1). Íàé-áiëüø ïîâíó ií�îðìàöiþ ïðî öþ ñèñòåìó ìiñòèòü ó ñîái ñiì'ÿ âiäîáðàæåíüâèãëÿäó

χ(t, ·) =: gt : D 7→ D, (3.2)¾çàíóìåðîâàíèõ¿ äiéñíèìè ÷èñëàìè t ∈ R.Îçíà÷åííÿ 3.4. Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {gt : D 7→ D}t∈R, âèçíà÷åíèõ �îðìó-ëîþ (3.2), íàçèâà¹òüñÿ ïîòîêîì, ïîðîäæåíèì âåêòîðíèì ïîëåì f (ñèñòåìîþ(3.1)). Ñàìà îáëàñòü D íàçèâà¹òüñÿ ïðè öüîìó �àçîâèì ïðîñòîðîì ïîòîêó(âiäïîâiäíî¨ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè).Ïåðåëi÷èìî âëàñòèâîñòi ïîòîêó {gt}, ïîðîäæåíîãî âåêòîðíèì ïîëåì fêëàñó Cr (äèâ. [1℄).1. Âiäîáðàæåííÿ R×D ∋ (t, x) 7→ gtx íàëåæèòü êëàñó Cr(R×D 7→ D).2. Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {gt} óòâîðþ¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó àáåëüîâó ãðóïóâiäíîñíî îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨, à ñàìå:
a) gt ◦ gs = gt+s ∀ t, s ∈ R; b) g0 = Id.3. Äëÿ êîæíîãî t ∈ R âiäîáðàæåííÿ gt : D 7→ D � äè�åîìîð�içìêëàñó Cr .4. Äëÿ âñiõ (t, x) ∈ R ×D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∂

∂tg
tx = f(gtx).Îçíà÷åííÿ 3.5. Äëÿ �iêñîâàíîãî x ∈ D âiäîáðàæåííÿ R ∋ t 7→ gtx ∈ Díàçèâà¹òüñÿ ðóõîì òî÷êè x ïiä äi¹þ ïîòîêó {gt}.12



Îçíà÷åííÿ 3.6. Òî÷êà x∗ ∈ D, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
gtx∗ = x∗ ∀t ∈ R,íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìîþ (ñòàöiîíàðíîþ) òî÷êîþ ïîòîêó àáî ïîëîæåííÿì ðiâ-íîâàãè ñèñòåìè (3.1).Îçíà÷åííÿ 3.7. Òî÷êà x∗, äëÿ ÿêî¨ f(x∗) = 0, íàçèâà¹òüñÿ îñîáëèâîþ òî-÷êîþ âåêòîðíîãî ïîëÿ.Ëåãêî áà÷èòè, ùî äåÿêà òî÷êà îáëàñòi D ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè ñèñòå-ìè (3.1) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ âåêòîðíîãî ïîëÿ.Îçíà÷åííÿ 3.8. Äîäàòíà (âiä'¹ìíà) ïiâòðà¹êòîðiÿ òî÷êè x0 íàçèâà¹-òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ limt→+∞ gtx0 (iñíó¹ ãðàíèöÿ

limt→−∞ gtx0).Òâåðäæåííÿ 3.1. ßêùî x∗ = limt→+∞ gtx0, òî x∗ � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî t ìà¹ìî
gtx∗ = gt lim

s→∞
gsx0 = lim

s→∞
g(t+s)x0 = lim

s→∞
gsx0 = x∗ �Çàóâàæåííÿ 3.1. Ó âèïàäêó, êîëè âåêòîðíå ïîëå íå ïîâíå, �óíêöiÿ χ(t, x)âèçíà÷à¹ ëîêàëüíèé ïîòiê. À ñàìå: äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi U ⊂ Rn,çàìèêàííÿ ÿêî¨ íàëåæèòü D, iñíó¹ iíòåðâàë J(U) ∋ 0 òàêèé, ùî �óíêöiÿ

χ(·, x) âèçíà÷åíà íà J(U) äëÿ êîæíîãî x ∈ U ; òàêèì ÷èíîì, äiñòà¹ìî ñiì'þâiäîáðàæåíü {gt}t∈J(U), äå gt· := χ(t, ·). Öÿ ñiì'ÿ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:1. Âiäîáðàæåííÿ J(U) × U ∋ (t, x) 7→ gtx íàëåæèòü êëàñó Cr.2. Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {gt} óòâîðþ¹ ëîêàëüíó àáåëüîâó ãðóïó âiäíîñíîîïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨, à ñàìå:
a) gt ◦ gs = gt+s ∀ t, s ∈ J(U) : t+ s ∈ J(U); b) g0 = Id.3. Äëÿ êîæíîãî t ∈ J(U) âiäîáðàæåííÿ gt : U 7→ D � äè�åîìîð�içìêëàñó Cr .4. Äëÿ âñiõ (t, x) ∈ J(U) × U âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∂

∂tg
tx = f(gtx).Íåõàé U � ìíîæèíà âñiõ îáìåæåíèõ îáëàñòåé ó Rn, çàìèêàííÿ êîæíî¨ çÿêèõ íàëåæèòü D. Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {gt : U 7→ D}t∈J(U), U∈U é óòâîðþ¹ëîêàëüíèé ïîòiê.Îñîáëèâèé iíòåðåñ ç ïîãëÿäó çàñòîñóâàííÿ ñòàíîâèòü âèïàäîê, êîëè âå-êòîðíå ïîëå, ìîæëèâî, ¹ íåïîâíèì, àëå T+(x0) = ∞ äëÿ âñiõ x0 ∈ D.Àäæå â áiëüøîñòi ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ÿê ïðàâèëî, öiêàâëÿòüñÿ ¾ìàéáóòíiì¿åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè, ÿêà ìîäåëþ¹òüñÿ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì (3.1).13



Îçíà÷åííÿ 3.9. ßêùî T+(x0) = ∞ äëÿ âñiõ x0 ∈ D, òî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü
{gt : D 7→ D}t≥0 íàçèâà¹òüñÿ ïiâïîòîêîì.Çðîçóìiëî, ùî âiäîáðàæåííÿ ç ïiâïîòîêó óòâîðþþòü àáåëüîâó ïiâãðóïó.Çàóâàæåííÿ 3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíå ïîëå f â îáëàñòi D íå ïîâ-íå, àëå ñòàâèòüñÿ çàäà÷à äîñëiäèòè ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié (ïiâòðà¹êòîðié)àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè â äåÿêîìó êîìïàêòi K ⊂ D. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K + ǫîá'¹äíàííÿ ǫ-îêîëiâ óñiõ òî÷îê ìíîæèíè K. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî äëÿäîñèòü ìàëîãî ǫ > 0 ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ K + 2ǫ ⊂ D òà iñíó¹ �óíêöiÿ
ϕ(x) ∈ C∞(D → R) ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè: 1) ϕ(x) òîòîæíî-ðiâíà îäè-íèöi íà K + ǫ; 2) ϕ(x) òîòîæíî-ðiâíà 0 â D \ (K + 2ǫ). Òîäi ìîäè�iêîâàíåâåêòîðíå ïîëå ϕ · f � ïîâíå â D, à ëîêàëüíi ïîòîêè ïîëiâ f òà ϕ · f ó
K+ ǫ çáiãàþòüñÿ. Îòæå íàäàëi, äîñëiäæóþ÷è ïîâåäiíêó àâòîíîìíî¨ ñèñòåìèâ êîìïàêòi, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùîöÿ ñèñòåìà ïîðîäæó¹ ïîòiê.Çàóâàæåííÿ 3.3. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé òðà¹êòîðié àâòîíîìíèõ ñèñòåìÿê ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ � çàâäàííÿ ÿêiñíî¨ òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâ-íÿíü. Âëàñòèâîñòi ïîòîêiâ i ðóõiâ ïåðåâàæíî âèâ÷à¹ òåîðiÿ äèíàìi÷íèõ ñè-ñòåì. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà â øèðîêîìó ðîçóìiííi � öå ïàðà (M, {Fg}g∈G),äå M � äåÿêà ìíîæèíà (�àçîâèé ïðîñòið), G � ãðóïà (àáî íàâiòü ïiâ-ãðóïà), êîæíîìó åëåìåíòó g ÿêî¨ ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü âiäîáðàæåííÿ
Fg : M 7→M òàê, ùî Fg1·g2 = Fg1 ◦Fg2 äëÿ áóäü-ÿêèõ g1, g2 ∈ G. Çðîçóìi-ëî, ùî ïîòiê ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Çíà÷íèé iíòåðåññòàíîâëÿòü òàê çâàíi òîïîëîãi÷íi äèíàìi÷íi ñèñòåìè.Âàæëèâèì îêðåìèì âèïàäêîì òîïîëîãi÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ òîïî-ëîãi÷íèé (íåïåðåðâíèé) ïîòiê {gt : W 7→ W}t∈R, äå W � òîïîëîãi÷íèéïðîñòið, R ×W ∋ (t, x) 7→ gtx ∈ W � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî
R ∋ t 7→ gt � ãîìîìîð�içì ãðóïè R (âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ) ó ãðóïóãîìåîìîð�içìiâ ïðîñòîðó W (âiäíîñíî îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨).3.2. Äiÿ äè�åîìîð�içìiâ íà âåêòîðíi ïîëÿ. ÑïðÿæåííÿïîòîêiâÍåõàé â îáëàñòi D çàäàíî âåêòîðíå ïîëå f . Äè�åîìîð�içì ϕ : D 7→
G =: ϕ(D) çà äîïîìîãîþ ñâî¹¨ ïîõiäíî¨ ϕ′ âiäîáðàæà¹ êîæåí âåêòîð f(x), x ∈
D, ó âåêòîð ϕ′(x)f(x), ïðèêëàäåíèé äî òî÷êè ϕ(x). Îñêiëüêè áóäü-ÿêó òî÷êó
y ∈ G ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi y = ϕ(x), òî âèíèêà¹ âiäïîâiäíiñòü

G ∋ y 7→ ϕ′(ϕ−1(y))f(ϕ−1(y)),ÿêà âèçíà÷à¹ âåêòîðíå ïîëå â îáëàñòi G.Îçíà÷åííÿ 3.10. Âåêòîðíå ïîëå, ÿêå êîæíié òî÷öi y ∈ G çiñòàâëÿ¹ âå-êòîð ϕ′(ϕ−1(y))f(ϕ−1(y)), ïðèêëàäåíèé äî öi¹¨ òî÷êè, íàçèâà¹òüñÿ îáðà-14



çîì âåêòîðíîãî ïîëÿ f ïðè äi¨ äè�åîìîð�içìó ϕ i ñêîðî÷åíî ïîçíà÷à¹òüñÿ÷åðåç ϕ′f .Äè�åðåíöiàëüíà òîïîëîãiÿ êëàñè�iêó¹ ñâî¨ îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ ç òî÷íi-ñòþ äî äè�åðåíöiéîâíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi; ïðè öüîìó äâà îá'¹êòè ââàæàþòüñÿäè�åðåíöiéîâíî-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ äè�åîìîð�içì, ÿêèé ïåðåâî-äèòü îäèí ç íèõ â iíøèé. Íà îñíîâi öèõ ìiðêóâàíü ìà¹ìî òàêå îçíà÷åííÿ.Îçíà÷åííÿ 3.11. Âåêòîðíi ïîëÿ f1 ó D1 i f2 â D2 íàçèâàþòüñÿ Cr-åêâi-âàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêèé äè�åîìîð�içì ϕ : D1 7→ D2 êëàñó Cr , ùî
f2 = ϕ′f1.Îïèøåìî òåïåð êîíñòðóêöiþ ïîðîäæåííÿ íîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ çà äî-ïîìîãîþ ëîêàëüíîãî äè�åîìîð�içìó. Íåõàé F : G 7→ D � ëîêàëüíèé äè-�åîìîð�içì îáëàñòi G íà îáëàñòü D. Õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâiñòü öüîãîâiäîáðàæåííÿ � íåâèðîäæåíiñòü éîãî ïîõiäíî¨ F ′(y) ó êîæíié òî÷öi y ∈ D.Âèêîíà¹ìî â ñèñòåìi (3.1) ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó çàìiíó çìiííèõ

x = F (y). (3.3)Äiñòàíåìî
d

dt
F (y) = f(F (y)) ⇔ F ′(y)ẏ = f(F (y)),çâiäêè

ẏ = [F ′(y)]−1f(F (y)). (3.4)Òàêèì ÷èíîì, ëîêàëüíèé äè�åîìîð�içì F ïîðîäæó¹ â îáëàñòi G âåêòîðíåïîëå, çàäàíå âiäïîâiäíiñòþ
y 7→ [F ′(y)]−1f(F (y)).Çàóâàæèìî, ùî êîëè F � äè�åîìîð�içì, òî F−1(F (y)) = y, çâiäêè

IF−1(z)M′ ƒƒƒƒz=F (y)
F ′(y) = Id, i

IF−1(z)M′ ƒƒƒƒz=F (y)
= [F ′(y)]−1.Òåïåð çðîçóìiëî, ùî â öüîìó âèïàäêó âåêòîðíå ïîëå [F ′(y)]−1f(F (y)) ìî-æíà òðàêòóâàòè ÿê îáðàç IF−1M′ f ïîëÿ f ïðè äi¨ äè�åîìîð�içìó ϕ = F−1.Îäíî÷àñíî ìè äiñòàëè çàêîí, âiäïîâiäíî äî ÿêîãî âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåòâî-ðåííÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðè ïåðåõîäi äî íîâèõ êîîðäèíàò çà �îðìóëîþ (3.3),à ñàìå:

f(x) 7→ f̃(y) := [F ′(y)]−1f(F (y)).ßê ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïîòîêè {gt} òà {g̃t} âåêòîðíèõ ïîëiâ f òà f̃(y)?Î÷åâèäíî, ùî
F ◦ g̃t = gt ◦ F,òîáòî ìà¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó 15
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−−−−→ D .Çîêðåìà, ÿêùî F : G 7→ D � äè�åîìîð�içì, òî
g̃t = F−1 ◦ gt ◦ F. (3.5)Îçíà÷åííÿ 3.12. Ïîòiê {g̃t := F−1 ◦ gt ◦ F} íàçèâàþòü ñïðÿæåíèì äî ïî-òîêó {gt} çà äîïîìîãîþ äè�åîìîð�içìó F . ßêùî F � Cr-äè�åîìîð�içì,òî ñïðÿæåíi çà éîãî äîïîìîãîþ ïîòîêè íàçèâàþòüñÿ Cr-åêâiâàëåíòíèìè.Çàóâàæåííÿ 3.4. Ó òîïîëîãi÷íié äèíàìiöi ñïðÿæåííÿ ïîòîêiâ çäiéñíþþòüçà äîïîìîãîþ ãîìåîìîð�içìiâ, òîáòî ó �îðìóëi (3.5) äëÿ ñïðÿæåíîãî ïî-òîêó âiäîáðàæåííÿ F � ãîìåîìîð�içì. Ñïðÿæåíi çà äîïîìîãîþ ãîìåîìîð-�içìó ïîòîêè íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè.Çàäà÷à. Ïåðåâiðèòè, ùî êîëè F : G 7→ D � ãîìåîìîð�içì, òî ñiì'ÿ âiäî-áðàæåíü {g̃t}, çàäàíà �îðìóëîþ (3.5), äiéñíî ¹ òîïîëîãi÷íèì ïîòîêîì.Îäèí ç íàéáiëüø å�åêòèâíèõ ïiäõîäiâ ó òåîði¨ àâòîíîìíèõ ñèñòåì âè-êîðèñòîâó¹ òàêó iäåþ: çàìiñòü áåçïîñåðåäíüîãî äîñëiäæåííÿ àâòîíîìíî¨ ñè-ñòåìè (3.1) øóêàþòü (ëîêàëüíèé) äè�åîìîð�içì F : G 7→ D, òàê ùîá ïåðå-òâîðåíà ñèñòåìà (3.4) ìàëà â ïåâíîìó ñåíñi ìàêñèìàëüíî ïðîñòèé âèãëÿä.3.3. Âèïðÿìëåííÿ òðà¹êòîðié â îêîëi çâè÷àéíî¨ òî÷êèÏðîàíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè

ẋ = f(x), f(x) ∈ Cr(D 7→ Rn) (3.6)â îêîëi çâè÷àéíî¨ (íå îñîáëèâî¨) òî÷êè x0 ∈ D âåêòîðíîãî ïîëÿ f .Çðîçóìiëî, ùî â äîñèòü áëèçüêèõ òî÷êàõ x′, x′′ âåêòîðè f(x′) òà f(x′′)ìàëî âiäðiçíÿþòüñÿ îäèí âiä îäíîãî ÿê çà íàïðÿìîì, òàê i çà íîðìîþ. Îòæå,ïðèðîäíî âèñëîâèòè ïðèïóùåííÿ, ùî iñíó¹ äè�åîìîð�içì äîñèòü ìàëîãîîêîëó òî÷êè x0, ÿêèé ëîêàëüíî ïåðåòâîðþ¹ âåêòîðíå ïîëå f íà òàê çâàíåâèïðÿìëåíå âåêòîðíå ïîëå. Îñòàíí¹ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì, ùî áóäü-ÿêi äâàéîãî âåêòîðè ïàðàëåëüíi é ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó.Îá ðóíòó¹ìî âèñëîâëåíå ïðèïóùåííÿ.Òåîðåìà 3.1. Íåõàé x0 ∈ D � çâè÷àéíà òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ f . Òî-äi iñíó¹ îêië B(0) òî÷êè 0 ó Rn i äè�åîìîð�içì F : B 7→ D ç òàêè-ìè âëàñòèâîñòÿìè: 1) F (0) = x0; 2) ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ x = F (y), äå
y = (y1, . . . , yn), ñèñòåìà (3.6) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ẏ = e,äå e � ñòàëèé âåêòîð îäèíè÷íî¨ äîâæèíè.16



Äîâåäåííÿ. Âèêëàäåìî ñïî÷àòêó iäåþ ïîáóäîâè äè�åîìîð�içìó F . Áåçîáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü áóäåìî ââàæàòè, ùî x0 = 0. Íåõàé âå-êòîðè a2, . . . , an äîïîâíþþòü âåêòîð a1 := f(0) äî áàçèñó â Rn. Ïîêëàäåìî
ξ(y2, . . . , yn) = ⁄n

i=2 yiai. Òîäi x = ξ(y2, . . . , yn) � ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿãiïåðïëîùèíèΠ, íàòÿãíóòî¨ íà âåêòîðè a2, . . . , an. Iíòó¨òèâíî çðîçóìiëî, ùîêîæíó òî÷êó x ç äîñèòü ìàëîãî îêîëó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìîæíà ç'¹äíàòèäiëÿíêîþ �àçîâî¨ êðèâî¨ Γ(x) ñèñòåìè (3.6) ç ïåâíîþ òî÷êîþ ãiïåðïëîùèíè
Π (ðèñ. 3.1). Îäíàê òîäi â çàçíà÷åíîìó îêîëi ìîæíà ââåñòè êðèâîëiíiéíi êî-îðäèíàòè y = (y1, . . . , yn) òàê, ùîá íàáið y2(x), . . . , yn(x) âèçíà÷àâ òî÷êóãiïåðïëîùèíè Π, â ÿêó ¾ïðîåêòó¹òüñÿ¿ òî÷êà x óçäîâæ Γ(x), à âiäïîâiäíåçíà÷åííÿ ïåðøî¨ êîîðäèíàòè y1(x) äîðiâíþâàëî ÷àñó, çà ÿêèé ç ãiïåðïëîùè-íè ìîæíà ïîòðàïèòè â x óçäîâæ Γ(x). Íåâàæêî çäîãàäàòèñü, ùî êîëè òî÷êàðóõà¹òüñÿ âäîâæ �àçîâî¨ êðèâî¨ ïiä äi¹þ ïîòîêó ñèñòåìè (3.6), òî ¨¨ êîîð-äèíàòè y2, . . . , yn çìiíþâàòèñü íå áóäóòü, à øâèäêiñòü çìiíè êîîðäèíàòè y1áóäå äîðiâíþâàòè 1.

�èñ. 3.1.Ôîðìàëiçó¹ìî òåïåð íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ. Óâåäåìî âiäîáðàæåííÿ
F (y) := gy1ξ(y2, . . . , yn).Éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìiñòèòü äåÿêèé îêië B(0) òî÷êè y = 0, ïðè÷îìó

F (0) = 0. Êðiì òîãî, F (y) ∈ Cr(B(0) 7→ D). Ïîêàæåìî, ùî ìàòðèöÿ ßêîáiöüîãî âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi 0 íå âèðîäæåíà. Äiéñíî, îñêiëüêè
F ′

y1
(0) =

d

dt

ƒƒƒƒƒƒt=0
gt0 = f(0), F ′

yi
(0) = ξ′yi

(0) = ai, i = 2, . . . , n,òî ñòîâïöÿìè çàçíà÷åíî¨ ìàòðèöi ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè a1, . . . , an.Îòæå, F (y) äè�åîìîð�íî âiäîáðàæà¹ äåÿêèé îêië B(0) òî÷êè 0 íà îêiëòî÷êè x = 0.Òåïåð çðîáèìî â ñèñòåìi (3.6) çàìiíó çìiííèõ x = F (y), y ∈ B(0).Ìà¹ìî
F ′(y)ẏ = f(F (y)) ⇔ f(F (y))ẏ1 +

n‚
i=2

F ′
yi

(y)ẏi = f(F (y)).Áóäåìî ðîçãëÿäàòè îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ÿê ëiíiéíó íåîäíîðiäíó ñèñòåìóâiäíîñíî êîìïîíåíò ïîõiäíî¨ ẏ. Îñêiëüêè detF ′(y) 6= 0, òî öÿ ñèñòåìà ìà¹17



¹äèíèé î÷åâèäíèé ðîçâ'ÿçîê
ẏ1 = 1, ẏ2 = 0, . . . , ẏn = 0.Îòæå, e = (1, 0, . . . , 0) �Çàóâàæåííÿ 3.5. Ó äîâåäåííi òåîðåìè 3.1 çàìiñòü ãiïåðïëîùèíè Π ìîæíàáóëî âçÿòè äîâiëüíó ãiïåðïîâåðõíþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó x0 i íå äî-òèêà¹òüñÿ â öié òî÷öi âåêòîðà f(x0). Òàêó ãiïåðïîâåðõíþ ìîæíà çàäàòè ðiâ-íÿííÿì x = ξ(y2, . . . , yn), â ÿêîìó âåêòîð-�óíêöiÿ ξ � íåïåðåðâíî äè�å-ðåíöiéîâíà â äåÿêîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðîñòîðó Rn−1, ξ(0) = x0,à âåêòîðè ξ′y2

(0), . . . , ξ′yn(0) ðàçîì iç f(x0) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó Rn.Ñïèðàþ÷èñü íà öå çàóâàæåííÿ, ìîæíà îäåðæàòè íåëîêàëüíå óçàãàëüíåí-íÿ òåîðåìè 3.1.Îçíà÷åííÿ 3.13. �iïåðïîâåðõíÿ S ⊂ D íàçèâà¹òüñÿ ñi÷íîþ äëÿ âåêòîðíî-ãî ïîëÿ f , ÿêùî â êîæíié òî÷öi x ∈ S âåêòîð f(x) íå äîòèêà¹òüñÿ äî S.Òåîðåìà 3.2. Íåõàé äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ f iñíó¹ ñi÷íà S, çàäàíà â ïàðà-ìåòðè÷íîìó âèãëÿäi
S : x = ξ(u), u := (u1, . . . , un−1) ∈ U,äå U � îáëàñòü ó Rn−1, ξ(u) ∈ Cr(U 7→ D) � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðà-æåííÿ, òàêå ùî rank[ξ′u1

(u), . . . , ξ′un−1
(u)] ≡ n− 1. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùîñåðåä �àçîâèõ êðèâèõ ñèñòåìè (3.6), ÿêi ïåðåòèíàþòü S, íåìà¹ çàìêíåíèõi êîæíà ç öèõ êðèâèõ ïåðåòèíà¹ S ëèøå â îäíié òî÷öi. Òîäi iñíó¹ îáëàñòü

G ⊂ Rn i äè�åîìîð�içì F : G 7→ D ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè: 1) îáëàñòüçíà÷åíü öüîãî äè�åîìîð�içìó F (G) çáiãà¹òüñÿ ç îá'¹äíàííÿì óñiõ �àçîâèõêðèâèõ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç S; 2) ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ x = F (y), y ∈ G,ñèñòåìà (3.6) íàáóâà¹ âèãëÿäó
ẏ = e,äå e � ñòàëèé âåêòîð îäèíè÷íî¨ äîâæèíè.Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà y = (y1, . . . , yn) óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

y1 = s, yi = ui−1, i = 2, . . . , n, i ïîêëàäåìî
F (y) := gsξ(u).×åðåç G ïîçíà÷èìî ïðèðîäíó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ F (y), à ñàìå:

G = {(s, u) ∈ Rn : u ∈ U, s ∈ I(ξ(u))},äå I(x) � ìàêñèìàëüíèé iíòåðâàë ïðîäîâæóâàíîñòi ðîçâ'ÿçêó gtx. Ïîêàæå-ìî, ùî ïîõiäíà F ′(y) íåâèðîäæåíà â êîæíié òî÷öi y ∈ G.Îñêiëüêè rank (gsx)′x = n (àäæå gs : D 7→ D � äè�åîìîð�içì), àâåêòîðè
f(ξ(u)), ξ′u1

(u), . . . , ξ′un−1
(u)18



� ëiíiéíî íåçàëåæíi 1, òî òàêó æ âëàñòèâiñòü áóäóòü ìàòè é âåêòîðè
(gsξ(u))′s =

d

dt

ƒƒƒƒƒƒt=0
gs+tξ(u) =

d

dt

ƒƒƒƒƒƒt=0
gs ◦ gtξ(u) = (gsx)′x

ƒƒƒƒx=ξ(u)
f(ξ(u)),

(gsξ(u))′ui
=(gsx)′x

ƒƒƒƒx=ξ(u)
ξ′ui

(u), i = 1, . . . , n− 1,ÿêi ¹ ñòîâïöÿìè ìàòðèöi ßêîái âiäîáðàæåííÿ F . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F �ëîêàëüíèé äè�åîìîð�içì.Ïîêàæåìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå. Ïðèïóñòèìî, ùîiñíóþòü òî÷êè y′ = (s′, u′), y′′ = (s′′, u′′) òàêi, ùî F (y′) = F (y′′), òîáòî
gs′ξ(u′) = gs′′ξ(u′′). Òîäi gs′−s′′ξ(u′) = ξ(u′′). Îñêiëüêè çà óìîâîþ ç gtx ∈
S, x ∈ S âèïëèâà¹ t = 0, òî s′ = s′′, à òîäi u′ = u′′, îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ
ξ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî F � äè�åîìîð�içìêëàñó Cr.Âëàñòèâiñòü 2) âiäîáðàæåííÿ F äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i â òåîðåìi 3.1�4. Òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ïîòîêiâÍàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïîòîêiâ.Îçíà÷åííÿ 4.1. Äâà ïîòîêè {gt

i : Wi 7→ Wi}t∈R, i = 1, 2, äå W1, W2� ïàðà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè,ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîð�içì h : W1 7→W2 òàêèé, ùî
gt
1 = h−1 ◦ gt

2 ◦ h.Ïðîáëåìà òîïîëîãi÷íî¨ êëàñè�iêàöi¨ ïîòîêiâ àâòîíîìíèõ ñèñòåì ó çà-ãàëüíîìó âèïàäêó ¹ äóæå ñêëàäíîþ. Çíàéîìñòâî ç ìåòîäàìè ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿïðèðîäíî ðîçïî÷àòè iç ñèñòåì, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ äîñèòü ïðîñòîþ ïîâå-äiíêîþ òðà¹êòîðié. Ïîêàçîâèìè ç öüîãî ïîãëÿäó ¹ ëiíiéíi ñèñòåìè, à òàêîæñèñòåìè ç ¹äèíèì ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè, ÿêå ïðèòÿãó¹ äî ñåáå âñi iíøi òðà-¹êòîði¨, êîëè t → ∞ àáî êîëè t → −∞. Âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì àíàëiçóòàêèõ ñèñòåì ¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíi �óíêöi¨.4.1. Òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü i �óíêöi¨ ËÿïóíîâàÍåõàé D ⊆ Rn � îáëàñòü ó Rn, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, r �òàêå ÷èñëî, ùî Br(0) := {x ∈ Rn : ‖x‖ < r} ⊂ D.Îçíà÷åííÿ 4.2. Ôóíêöiþ V (x) ∈ C(D 7→ R+) áóäåìî íàçèâàòè äîäàòíî-âèçíà÷åíîþ â D, ÿêùî V (0) = 0 i infx∈D\Bδ(0) V (x) > 0 äëÿ êîæíîãî
δ ∈ (0, r).1Âåêòîðè ξ′

u1
(u), . . . , ξ′

u
n−1

(u) óòâîðþþòü áàçèñ äîòè÷íî¨ ãiïåðïëîùèíè äî S óòî÷öi ξ(u). 19



Íàâåäåíå îçíà÷åííÿ äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàãàëüíîïðèéíÿòîãî â òåîði¨ñòiéêîñòi.Îçíà÷åííÿ 4.3. Ïîõiäíîþ �óíêöi¨ V (x) ∈ C1(D 7→ R) çãiäíî iç ñèñòåìîþ
ẋ = f(x), (4.1)äå f(x) ∈ C(D 7→ Rn), íàçèâà¹òüñÿ �óíêöiÿ

V̇ (x) := 〈gradV (x), f(x)〉.Ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå âàæëèâå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.Ëåìà 4.1. Íåõàé ñèñòåìà (4.1), äå f(x) ∈ C1(D 7→ Rn), ïîðîäæó¹ ïîòiê
{gt} òà iñíó¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíà �óíêöiÿ V (x) ∈ C1(D 7→ R+), ïîõiäíàÿêî¨ çãiäíî iç ñèñòåìîþ (4.1) òåæ äîäàòíî-âèçíà÷åíà. Óâåäåìî ìíîæèíó

M := {x ∈ D : V (x) = 1}.Ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ
F : R ×M ∋ (s, y) 7→ gsy ∈ Dâèçíà÷à¹ äè�åîìîð�içì R ×M íà D \ {0}, à îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ìà¹âèãëÿä

F−1 : D \ {0} 7→ R ×M : x 7→ (−s(x), gs(x)x),ïðè÷îìó �óíêöiÿ s(x) ∈ C1(D \ {0} 7→ R) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
s(gtx) = s(x) − t, lim

x→0
s(x) = ∞.Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùîM 6= ∅, à F � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹

R ×M íà D \ {0}.Äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî x ∈ D ðîçãëÿíåìî �óíêöiþ v(t) := V (gtx).Îñêiëüêè
v̇(t) = 〈gradV (gtx), f(gtx)〉 = V̇ (gtx) ≥ 0,òî v(t) íåñïàäíà. Çâiäñè, çîêðåìà, îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ïî÷àòîê êîîðäèíàò� íåðóõîìà òî÷êà ïîòîêó {gt}, àáî, ùî òå ñàìå, f(0) = 0. Ñïðàâäi, îñêiëüêè

V (g00) = 0, i V (gt0) íå ñïàäà¹, òî
V (gt0) ≡ 0 ∀t ≤ 0 ⇒ gt0 = 0 ∀t ≤ 0 ⇒

lim
t→−0

d

dt
gt0 = lim

t→−0
f(gt0) = f(0) = 0.Íåõàé òåïåð x 6= 0. Òîäi gtx 6= 0 äëÿ âñiõ t, à �óíêöiÿ v(t) ñòðî-ãî ìîíîòîííî çðîñòà¹. Ïîêàæåìî, ùî âîíà âiäîáðàæà¹ äiéñíó ïðÿìó íàïiââiñü (0,∞).Iñíóþòü ãðàíèöi

α := lim
t→−∞

v(t), ω = lim
t→+∞

v(t).ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî α > 0, òî ñêîðèñòàâøèñü äîäàòíîþ âèçíà÷åíiñòþ
V (x) i âèõîäÿ÷è iç ñóïðîòèâíîãî, ëåãêî äîâåñòè iñíóâàííÿ òàêîãî ÷èñëà20



β > 0, ùî ‖gtx‖ > β äëÿ âñiõ t ∈ R. Îäíàê òîäi äëÿ äåÿêîãî äîäàòíî-ãî γ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü v̇(t) > γ, çiíòåãðóâàâøè ÿêó äiñòàíåìî
v(0) − v(t) > −γt ∀t < 0 ⇒ v(t) < γt+ v(0) ∀t < 0,à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî äîäàòíiñòü α. Òàêèì ÷èíîì, α = 0.Ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü îäíî÷àñíî âèïëèâà¹, ùî ω = ∞.Òåïåð ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ D \ {0} îáëàñòþ çíà-÷åíü �óíêöi¨ t → V (gtx), ÿêà ñòðîãî çðîñòà¹, ¹ ïiââiñü (0,∞). Òîìó iñíó¹¹äèíå çíà÷åííÿ t = s(x) òàêå, ùî V (gs(x)x) = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî y(x) :=

gs(x)x ∈ M 6= ∅. Îäíàê òîäi g−s(x) ◦ y(x) = x, òîáòî F (−s(x), y(x)) = x.Îòæå, îáëàñòþ çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ F ¹ D \ {0}, à òî÷êà (−s(x), gs(x)x)íàëåæèòü ïðîîáðàçó òî÷êè x.Äàëi, ïðèïóñòèâøè, ùî iñíóþòü òî÷êè (s1, y1), (s2, y2) ∈ R × M òàêi,ùî F (s1, y1) = F (s2, y2), áóäåìî ìàòè
gs1−s2y1 = y2 ⇒ V (gs1−s2y1) = V (y2) = 1 ⇒

s1 = s2 ⇒ y1 = y2.Îòæå, âiäîáðàæåííÿ F � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå, ïðè÷îìó F−1(x) =

= (−s(x), gs(x)x).Ç äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi V̇ (x) âèïëèâà¹, ùî â òî÷êàõ ìíîæèíè M ãðà-äi¹íò V (x) íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü. Òîìó öÿ ìíîæèíà ¹ ãiïåðïîâåðõíåþ â
Rn.Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ F ìà¹ íåâèðîäæåíó ïîõiäíó. Äëÿ öüî-ãî çàóâàæèìî, ùî êîæåí âåêòîð (ṡ, ẏ), äîòè÷íèé äî R ×M ó òî÷öi (s, y),ïîõiäíà âiäîáðàæåííÿ F ïåðåâîäèòü ó âåêòîð
F ′

s(s, y)ṡ+ F ′
y(s, y)ẏ =

∂

∂s
gsyṡ+

∂

∂y
gsyẏ =

∂

∂t

ƒƒƒƒƒƒt=0
gs+txṡ+

∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=y
gsxẏ =

=
∂

∂t

ƒƒƒƒƒƒt=0
gsgtyṡ+

∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=y
gsxẏ =

∂

∂x
gsx
ƒƒƒƒƒƒx=y

(f(y)ṡ+ ẏ).Öåé âåêòîð íåíóëüîâèé, ÿêùî (ṡ, ẏ) íåíóëüîâèé. Ñïðàâäi, îñêiëüêè
〈gradV (y), f(y)〉 > 0, òî âåêòîð f(y) íå äîòèêà¹òüñÿ äî M. Òîìó âåêòîðè
f(y) òà ẏ � ëiíiéíî íåçàëåæíi, i ÿê íàñëiäîê, f(y)ṡ+ ẏ 6= 0, ÿêùî (ṡ, ẏ) 6= 0.Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ F ìà¹ íåâèðîäæåíó ïîõiäíó. Îñêiëüêè F âçà-¹ìíî îäíîçíà÷íå, òî âîíî � äè�åîìîð�içì.Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òî÷êè gtx çíà÷åííÿ s(gtx) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿóìîâîþ gs(gtx) ◦ gtx ∈ M. Ïðîòå i gs(x)−t ◦ gtx = gs(x)x ∈ M. Òîìó
s(gtx) = s(x) − t.Íàðåøòi, äîâåäåìî, ùî limx→0 s(x) = ∞. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ äîñèòüìàëèõ çà íîðìîþ x ìà¹ìî V (x) < 1, à V (gs(x)x) = 1, òî äëÿ òàêèõ x
s(x) > 0. Ïðèïóñòèìî, íàâïàêè, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü xk → 0, k → ∞,äëÿ ÿêî¨ ïîñëiäîâíiñòü s(xk) îáìåæåíà çâåðõó. Iñíó¹ çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü
s(xkj

) → s∗ ∈ (0,∞). Îäíàê òîäi, ç îäíîãî áîêó, V (gs∗0) = V (0) = 0, à ç21



iíøîãî, 1 = limj→∞ V (g
s(xkj

)
xkj

) = V (gs∗0). Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ �Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî àâòîíîìíà ñèñòåìà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 4.1, òîâîíà ìà¹ ¹äèíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = 0 i ìiæ ¨¨ íåòðèâiàëüíèìè òðà¹-êòîðiÿìè òà òî÷êàìè ìíîæèíè M iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü(êàæóòü, ùî òî÷êè ìíîæèíè M ¾íóìåðóþòü¿ íåòðèâiàëüíi òðà¹êòîði¨ ñè-ñòåìè). Ñêîðèñòàâøèñü öèì �àêòîì, äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.Òåîðåìà 4.1. Íåõàé ó D çàäàíî äâi ñèñòåìè
ẋ = f1(x), ẋ = f2(x),ÿêi ïîðîäæóþòü, âiäïîâiäíî, ïîòîêè {gt

1}, {gt
2} i äëÿ ÿêèõ iñíó¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíà �óíêöiÿ V ∈ C1(D 7→ R+) òàêà, ùî êîæíà ç �óíêöié V̇i(x) :=

〈gradV (x), fi(x)〉, i = 1, 2, � äîäàòíî-âèçíà÷åíà. Òîäi öi äâi ñèñòåìè òîïî-ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi.Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 4.1 äëÿ ïîáóäîâè äè�åîìîð�içìó
h : D \ {0} 7→ D \ {0}, ÿêèé òðà¹êòîði¨ ïåðøî¨ ñèñòåìè ïåðåâîäèòü ó òðà¹-êòîði¨ äðóãî¨.Âiäïîâiäíî äî öi¹¨ ëåìè äëÿ ïåðøî¨ ñèñòåìè âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
F−1

1 (x) = (−s(x), g
s(x)
1 x). Äîâiëüíà òî÷êà x ∈ D \ {0} çà ÷àñ s(x) ïiä äi¹þïîòîêó ïåðøî¨ ñèñòåìè ïåðåõîäèòü ó òî÷êó y(x) = g

s(x)
1 x ∈ M. Òî÷êó, ó ÿêó

y(x) ïåðåâîäèòü ïîòiê äðóãî¨ ñèñòåìè çà ÷àñ −s(x), ìè é âiçüìåìî çà h(x)(ðèñ. 4.1). Òàêèì ÷èíîì,
h(x) := g

−s(x)
2 ◦ g

s(x)
1 x = F2 ◦ F−1

1 (x).Öå âiäîáðàæåííÿ ¹ äè�åîìîð�içìîì i ìà¹ âëàñòèâiñòü
h ◦ gt

1 = g
−s◦gt

1
2 ◦ g

s◦gt
1

1 ◦ gt
1 = gt−s

2 ◦ gs−t
1 ◦ gt

1 =

= gt
2 ◦ g−s

2 ◦ gs
1 ◦ g−t

1 ◦ gt
1 = gt

2 ◦ häëÿ êîæíîãî t ∈ R. Çâiäñè gt
1 = h−1 ◦ gt

2 ◦ h óñþäè â D \ {0}.
�èñ. 4.1.Òåïåð ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì h(0) = 0 i ïîêàæåìî, ùî h(x) íåïåðåðâ-íå â òî÷öi 0, òîáòî, ùî limx→0 h(x) = 0. Äiéñíî, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó22



ç óðàõóâàííÿì êîìïàêòíîñòi M çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü xk → 0, k → ∞,äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü V (h(xk)) = V (g
−s(xk)
2 ◦y(xk)) > δ ç äåÿêèìäîäàòíèì δ i ïðè öüîìó ïîñëiäîâíiñòü y(xk) := g

s1(xk)
1 xk ∈ M çáiãà¹òüñÿäî äåÿêî¨ òî÷êè y∗ ∈ M. Îñêiëüêè s(xk) → ∞, k → ∞, òî äëÿ äîâiëü-íîãî T > 0 iñíó¹ òàêå K = K(T ), ùî s(xk) > T äëÿ âñiõ k > K. Îäíàêòîäi V (g−T

2 ◦ y(xk)) > V (g
−s(xk)
2 ◦ y(xk)) > δ, k > K. Ñïðÿìóâàâøè k äîíåñêií÷åííîñòi, äiñòàíåìî íåðiâíiñòü V (g−T

2 y∗) > δ, ÿêà ïîâèííà âèêîíóâà-òèñü äëÿ âñiõ T > 0. Öå, îäíàê, íåìîæëèâî, îñêiëüêè, ÿê áóëî ïîêàçàíî âäîâåäåííi ëåìè 4.1, V (gt
2y∗) → 0, t→ −∞ �Ïîêàæåìî, ùî êîëè âñi âëàñíi ÷èñëà ñòàëî¨ ìàòðèöi A ìàþòü ëèøå äî-äàòíi äiéñíi ÷àñòèíè, òî äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè

ẋ = Ax (4.2)çàâæäè iñíó¹ �óíêöiÿ V (x), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 4.1.Ëåìà 4.2. Íåõàé Reλ(A) > α > 0. Òîäi äëÿ êîæíîãî ρ ∈ (0, 2α) iñíó¹ òàêàäîäàòíî-âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà �îðìà V (x), ùî
〈gradV (x), Ax〉 = ρV (x) + ‖x‖2. (4.3)Äîâåäåííÿ. Ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.3) ñòî¨òü ïîõiäíà �óíêöi¨ V (x) çãi-äíî iç ñèñòåìîþ ẋ = Ax. Ç îãëÿäó íà öåé �àêò ïîäàìî (4.3) ó âèãëÿäi

d

ds

ƒƒƒƒƒƒs=0
V (eAsx) = BρV (eAsx) + ‖eAsx‖2F

s=0
.Öÿ ðiâíiñòü ìà¹ âèêîíóâàòèñü äëÿ âñiõ x ∈ Rn. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ eAt íåâè-ðîäæåíà, òî ìè ïðèéäåìî äî åêâiâàëåíòíî¨ ðiâíîñòi, ÿêùî âèêîíà¹ìî çàìiíó

x 7→ eAtx. Óíàñëiäîê öi¹¨ äi¨ äiñòàíåìî
d

dt
V (eAtx) = ρV (eAtx) + ‖eAtx‖2.Òåïåð çðîçóìiëî, ùî �óíêöiÿ V (eAtx) ìà¹ áóòè ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

v̇ = ρv + ax(t), (4.4)äå ax(t) = ‖eAtx‖2.Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñòàëà K > 0 òàêà, ùî
0 < ax(t) ≤ ‖eAt‖2‖x‖2 ≤ Ke2αt‖x‖2 ∀t ≤ 0.Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî äîñèòü ìàëîãî ρ > 0 ðiâíÿííÿ (4.4) ìà¹ ðîçâ'ÿ-çîê vx(t), ÿêèé ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè t→ −∞.�îçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé ïðè t = t0 îáåðòà¹òüñÿ ó v0, âèçíà÷à¹�îðìóëà

v = v0e
ρ(t−t0) +

tŸ
t0

eρ(t−s)ax(s) ds.23



ßêùî ρ ∈ (0, 2α), òî â öié �îðìóëi ìîæíà ïîêëàñòè t0 = −∞, v0 = 0.Ñïðàâäi, ç óðàõóâàííÿì îöiíêè äëÿ ax(t) ïðè t0 < t ≤ 0 ìà¹ìî
0 <

tŸ
t0

eρ(t−s)ax(s) ds ≤ Keρt‖x‖2
tŸ

t0

e(2α−ρ)s ds =

=
K

(2α− ρ)
eρt(e(2α−ρ)t − e(2α−ρ)t0 )‖x‖2.Òåïåð ïîêëàäåìî

vx(t) =
tŸ

−∞

eρ(t−s)ax(s) ds. (4.5)Òîäi
0 < vx(t) ≤

K

(2α− ρ)
e2αt‖x‖2 ∀t ≤ 0.Îòæå, (4.5) � øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê.Ïîêàæåìî òåïåð, ùî �óíêöiÿ

V (x) := vx(0) =
0Ÿ

−∞

e−ρs‖eAsx‖2 dsìà¹ âñi ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi.Ïî-ïåðøå, î÷åâèäíî, ùî âîíà ¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ�îð-ìîþ. Ïî-äðóãå, îñêiëüêè
V (eAtx) =

0Ÿ
−∞

e−ρs‖eA(t+s)x‖2 ds,òî çðîáèâøè çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ s→ s− t, äiñòàíåìî
V (eAt) =

tŸ
−∞

eρ(t−s)‖eAsx‖2 ds = vx(t).Ç óðàõóâàííÿì (4.4) äîäàòíî-âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà �îðìà V (x) çàäîâîëü-íÿ¹ ðiâíiñòü (4.3) �Ç òåîðåìè, ÿêà íàâîäèòüñÿ íèæ÷å, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî âñi àñèìïòî-òè÷íî ñòiéêi àâòîíîìíi ëiíiéíi îäíîðiäíi ñèñòåìè òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi.Òåîðåìà 4.2. ßêùî Reλ(A) > 0 (Reλ(A) < 0), òî ñèñòåìà (4.2) òîïîëîãi-÷íî åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi
ẋ = x (4.6)(ñèñòåìi ẋ = −x).Äîâåäåííÿ. Íåõàé V (x) = 〈Sx, x〉 � êâàäðàòè÷íà �îðìà äëÿ ñèñòåìè(4.2), iñíóâàííÿ ÿêî¨ ãàðàíòó¹ ëåìà 4.2. Ïîõiäíà öi¹¨ �îðìè çãiäíî iç ñè-ñòåìîþ ẋ = x äîðiâíþ¹ 2〈Sx, x〉 = 2V (x). Òîìó ñèñòåìè (4.2) òà (4.6)òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi çà òåîðåìîþ 4.1.24



Âèïàäîê, êîëè Reλ(A) < 0, çâîäèòüñÿ äî ùîéíî ïðîàíàëiçîâàíîãî çà-ìiíîþ ÷àñó t→ −t �Òåîðåìà 4.3. Íåõàé ñåðåä âëàñíèõ ÷èñåë (n × n)-ìàòðèöi A ìiñòèòüñÿ p÷èñåë ç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ i n − p � ç âiä'¹ìíîþ. Òîäi ñèñòåìà(4.2) òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà ïðÿìîìó äîáóòêó äâîõ ñèñòåì
ÏÔ
Ì
Ô
Ó

u̇ = u,

v̇ = −v,äå dimu = p, dim v = n− p.Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ äiéñíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ T òàêà, ùî T−1AT =
diag (A+, A−), äå A+ � (p× p)-ìàòðèöÿ, óñi âëàñíi ÷èñëà ÿêî¨ ìàþòü ëèøåäîäàòíi äiéñíi ÷àñòèíè, à âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A− � ëèøå âiä'¹ìíi.Çàìiíà çìiííèõ x = Ty ïåðåòâîðþ¹ ñèñòåìó (4.2) íà ïðÿìèé äîáóòîêäâîõ ëiíiéíèõ ñèñòåì ç ìàòðèöÿìè A+ òà A− âiäïîâiäíî. Òåïåð äî êîæíî¨ç öèõ ñèñòåì ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 4.2 i ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíi ãî-ìåîìîð�içìè h+ : Rp 7→ Rp, h− : Rn−p 7→ Rn−p. Òîäi, îòîòîæíèâ-øè Rn iç Rp × Rn−p, øóêàíèé ãîìåîìîð�içì ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
h = T ◦ (h+ × h−) �Ó [7℄ äîâåäåíî áiëüø çàãàëüíó òåîðåìó.Òåîðåìà 4.4. Äâi ëiíiéíi ñèñòåìè ẋ = Ajx, j = 1, 2, ó ïðîñòîðiRn òîïîëî-ãi÷íî åêâiâàëåíòíi òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi A1 òà A2 ìàþòü îäíàêî-âó êiëüêiñòü âëàñíèõ ÷èñåë ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè, à îáìåæåííÿîïåðàòîðiâ Aj : Rn 7→ Rn, j = 1, 2, íà ¨õíi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè, ÿêi âiä-ïîâiäàþòü ñóòî óÿâíèì òà íóëüîâèì âëàñíèì ÷èñëàì, ëiíiéíî åêâiâàëåíòíi.Òåïåð ïîêàæåìî, ùî â äîñèòü ìàëîìó îêîëi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè íåïå-ðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà àâòîíîìíà ñèñòåìà òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà ëiíå-àðèçîâàíié ñèñòåìi, ÿêùî îñòàííÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà.Òåîðåìà 4.5. Íåõàé f(x) ∈ C1(Br(0) 7→ Rn), f(0) = 0 i äiéñíi ÷àñòèíèâñiõ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A := f ′(0) äîäàòíi (âiä'¹ìíi). Òîäi äëÿ äîñèòüìàëîãî δ > 0 ñèñòåìà (4.1) â îêîëi Bδ(0) òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi(4.2), òîáòî iñíó¹ ãîìåîìîð�içì h : Bδ(0) 7→ h(Bδ(0)) òàêèé, ùî h(0) = 0 iñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {h−1◦eAt◦h}, çàëåæíà âiä ïàðàìåòðà t, çàäà¹ ëîêàëüíèéïîòiê ñèñòåìè (4.1) ó Bδ(0).Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî ñèñòåìó (4.1) ó âèãëÿäi

ẋ = Ax+ F (x),25



äå F (x) = f(x) −Ax = o(‖x‖), x→ 0. Íåõàé V (x) � êâàäðàòè÷íà �îðìà,ïîáóäîâàíà äëÿ ñèñòåìè (4.2) çà ëåìîþ 4.2. Òîäi äëÿ äåÿêîãî γ > 0 ìà¹ìî
〈gradV (x), Ax〉 > 2γ‖x‖2. Òîäi ÷èñëî δ ∈ (0, r/2) ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîáïðè âñiõ x ∈ B2δ(0) âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü 〈gradV (x), f(x)〉 > γ‖x‖2.Óâåäåìî �óíêöiþ η(·) ∈ C1([0,∞) 7→ [0,∞)) ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:1) η(r) ≡ 1, êîëè r ∈ [0, δ]; 2) η(r) ìîíîòîííî ñïàäà¹ âiä 1 äî íóëÿ íàiíòåðâàëi (δ, 2δ); 3) η(r) ≡ 0, êîëè r ≥ 2δ. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìîäè�iêîâàíóñèñòåìó

ẋ = f̃(x) := Ax+ η(‖x‖)F (x).Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî 〈gradV (x), f̃(x)〉 > γ‖x‖2 äëÿ âñiõ
x ∈ Rn. Çà òåîðåìîþ (4.1) ìîäè�iêîâàíà ñèñòåìà òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíàëiíiéíié ñèñòåìi (4.2). Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî ó Bδ(0) ìîäè�iêîâàíàñèñòåìà çáiãà¹òüñÿ iç ñèñòåìîþ (4.1) �Òåîðåìà 4.5 äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê, êîëè ìàòðèöÿ A íå ìà¹âëàñíèõ ÷èñåë ç íóëüîâî¨ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ (ó òàêîìó ðàçi ïîëîæåííÿ ðiâ-íîâàãè x = 0 íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íèì). Îäíàê äîâåäåííÿ öüîãî �àêòóçíà÷íî ñêëàäíiøå (äèâ. [11℄).Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó n > 2 ç òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ùå íåâèïëèâà¹ äè�åðåíöiéîâíà åêâiâàëåíòíiñòü, íàâiòü ÿêùî ïîëå f � ãëàäêå.Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü � öå äîñèòü ãðóáåâiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Íàïðèêëàä, ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó ïàðà ëi-íiéíèõ àâòîíîìíèõ ñèñòåì ç �àçîâèìè ïîðòðåòàìè òèïó ¾âóçîë¿ i ¾�îêóñ¿âiäïîâiäíî âèÿâëÿþòüñÿ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè. Öÿ íåïðè¹ìíà îáñòà-âèíà ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ãîìåîìîð�içì, ÿêèé íå ¹ äè�åîìîð�içìîì, ¾íåâiäðiçíÿ¹¿ òi àñèìïòîòè÷íi ïiâòðà¹êòîði¨, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ â îñîáëèâié òî÷öiç ïåâíèì íàïðÿìêîì, âiä òèõ, ùî íàìîòóþòüñÿ íà íüîãî ó âèãëÿäi ñïiðàëi.4.2. Òîïîëîãi÷íà îðáiòàëüíà åêâiâàëåíòíiñòüÏðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi òîãî ÷è iíøîãî ðåàëüíîãî ïðîöåñó äî-âîäèòüñÿ íåõòóâàòè íèçêîþ äðóãîðÿäíèõ �àêòîðiâ, ÿêi âïëèâàþòü íà éîãîïåðåáiã. Òîìó ÿêùî ðåçóëüòàòîì òàêîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ äåÿêà àâòîíîìíà ñè-ñòåìà (4.1), òî ïðèðîäíî ïîöiêàâèòèñü ïèòàííÿì: ÷è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè,ùî ÿêiñíà ïîâåäiíêà ¨¨ òðà¹êòîðié ìàëî çìiíèòüñÿ ïðè ìàëîìó çáóðåííi ïðà-âî¨ ÷àñòèíè f(x). Çâè÷àéíî, ïåðø íiæ íàìàãàòèñÿ âiäïîâiñòè íà ïîñòàâëåíåïèòàííÿ, ñëiä ìàòåìàòè÷íî �îðìàëiçóâàòè ïîíÿòòÿ ¾ìàëà çìiíà ÿêiñíî¨ ïî-âåäiíêè òðà¹êòîðié¿. 26



Îçíà÷åííÿ 4.4. Äâi àâòîíîìíi ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷íîîðáiòàëüíî-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîð�içì �àçîâîãî ïðî-ñòîðó ïåðøî¨ ç íèõ íà �àçîâèé ïðîñòið äðóãî¨, ÿêèé êîæíó ïðèðîäíîîði¹íòîâàíó òðà¹êòîðiþ ïåðøî¨ ñèñòåìè âiäîáðàæà¹ íà ïðèðîäíî îði¹íòî-âàíó òðà¹êòîðiþ äðóãî¨.Çðîçóìiëî, ùî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi ñèñòåìè áóäóòü òîïîëîãi÷íîîðáiòàëüíî-åêâiâàëåíòíèìè.Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó õè-áíå. Íàïðèêëàä, ñèñòåìè ẋ = Ax òà ẋ = α(x)Ax ó Rn, äå A : Rn 7→ Rn� ëiíiéíèé îïåðàòîð, à α(·) ∈ Cr(Rn 7→ (0,∞)) � ñêàëÿðíà �óíêöiÿ, áó-äóòü òîïîëîãi÷íî îðáiòàëüíî-åêâiâàëåíòíèìè (âiäïîâiäíèé ãîìåîìîð�içì �òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ), îäíàê äðóãà ñèñòåìà ìîæå âçàãàëi íå ïîðîäæóâàòèãëîáàëüíèé ïîòiê.Îçíà÷åííÿ 4.5. Ñèñòåìà (4.1) íàçèâà¹òüñÿ ñòðóêòóðíî-ñòiéêîþ àáî ãðó-áîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ǫ > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî çáóðåííÿ
ϕ(x) ∈ C1(D 7→ Rn), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

‖ϕ(x)‖ + ‖ϕ′(x)‖ < δ ∀x ∈ D,ñèñòåìè ẋ = f(x)+ϕ(x) òà (4.1) òîïîëîãi÷íî îðáiòàëüíî-åêâiâàëåíòíi, ïðè-÷îìó ãîìåîìîð�içì h : D 7→ D, ïðî ÿêèé iäåòüñÿ â îçíà÷åííi 4.4, âiäðiçíÿ-¹òüñÿ âiä òîòîæíîãî ìåíø íiæ íà ǫ, òîáòî
‖x− h(x)‖ < ǫ ∀x ∈ D.Çàóâàæèìî, ùî â ñó÷àñíié ëiòåðàòóði çóñòði÷àþòüñÿ òàêîæ i äåùî ií-øi îçíà÷åííÿ ñòðóêòóðíî¨ ñòiéêîñòi. Êëàñè ñòðóêòóðíî-ñòiéêèõ ñèñòåì áóäåîïèñàíî ïiçíiøå.5. Îêië îñîáëèâî¨ òî÷êè äâîâèìiðíî¨ñèñòåìèÍåõàé (x, y) � êîîðäèíàòè íà ïëîùèíi. �îçãëÿíåìî ñèñòåìó

ÏÔ
Ì
Ô
Ó

ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(5.1)äëÿ ÿêî¨ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè, òîáòî P (0, 0) =

Q(0, 0). Çà ïåâíèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü ùîäî �óíêöié P, Q ïðîàíàëiçó-¹ìî ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié ñèñòåìè (5.1) â îêîëi òî÷êè (0, 0). Ó ïåðøó ÷åðãóíàñ öiêàâèòèìå ïèòàííÿ iñíóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ïiâòðà¹êòîðié òà íàïðÿì-êè ¨õ âõîäæåííÿ â îñîáëèâó òî÷êó. Áóäå ïîêàçàíî, ùî ó äâîâèìiðíîìó âè-ïàäêó ñàìå öi ïiâòðà¹êòîði¨ ëîêàëüíî (â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè) âèçíà÷àþòüõàðàêòåð �àçîâîãî ïîðòðåòó âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè.27



5.1. Çàãàëüíà òåîðiÿÏðèïóñòèìî, ùî ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (5.1) çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:H1: �óíêöi¨ P (x, y) òà Q(x, y) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíi â îêîëiòî÷êè (0, 0);H2: �óíêöi¨ P (x, y) òà Q(x, y) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
P (x, y) = H(x, y) + F (x, y), Q(x, y) = K(x, y) +G(x, y),äå H òà K � îäíîðiäíi ïîëiíîìè ñòåïåíÿ m ≥ 1, à F òà G çàäîâîëüíÿþòüóìîâè ìàëèçíè

F (x, y) = o(rm), Q(x, y) = o(rm), êîëè r :=
1
x2 + y2 → 0.Ïðè âèâ÷åííi ïîâåäiíêè ïiâòðà¹êòîðié ñèñòåìè (5.1) â îêîëi ïî÷àòêóêîîðäèíàò çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè (ϕ| mod 2π, r),óâåäåíèìè çà �îðìóëàìè

x = r cosϕ, y = r sinϕ.Ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè â (5.1), äiñòàíåìî
Kcosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

O K ṙ
rϕ̇
O = KP (r cosϕ, r sinϕ)

Q(r cosϕ, r sinϕ)
O ,çâiäêè, ñêîðèñòàâøèñÿ òèì, ùî J cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ N−1
= J cos ϕ sinϕ

− sin ϕ cos ϕ N, äiñòàíåìî
K ṙ
rϕ̇
O = K cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ
O KP (r cosϕ, r sinϕ)
Q(r cosϕ, r sinϕ)

O .ßêùî ââåñòè �óíêöi¨
Φ(ϕ) := [xH(x, y) + yK(x, y)]x=cos ϕ, y=sin ϕ,

Ψ(ϕ) := [−yH(x, y) + xK(x, y)]x=cos ϕ, y=sinϕ,òî ïåðåòâîðåíà ñèñòåìà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
ÏÔ
Ì
Ô
Ó

ϕ̇ = rm−1(Ψ(ϕ) + η(ϕ, r)),

ṙ = rm(Φ(ϕ) + ξ(ϕ, r)).
(5.2)Íåâàæêî âèïèñàòè ÿâíèé âèãëÿä �óíêöié ξ(ϕ, r), η(ϕ, r) i ïåðåêîíàòèñÿ,ùî âîíè:1) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíi íà ìíîæèíi R × (0, R), äå R � äåÿêåäîäàòíå ÷èñëî;2) ïåðiîäè÷íi ùîäî ϕ ç ïåðiîäîì 2π;3) ïðÿìóþòü äî íóëÿ ðiâíîìiðíî ùîäî ϕ ∈ R, êîëè r → +0.Íàäàëi ââàæà¹ìî âèêîíàíèì ùå é òàêå ïðèïóùåííÿ:H3: Ψ(ϕ) 6≡ 0.Ëåìà 5.1. Ôóíêöiÿ Ψ(ϕ) íà âiäðiçêó [0, 2π] ìà¹ íå áiëüø íiæ ñêií÷åííå÷èñëî íóëiâ. 28



Äîâåäåííÿ. Áóäü-ÿêèé íóëü �óíöi¨ Ψ(ϕ), âiäìiííèé âiä π/2 i 3π/2, ¹ êî-ðåíåì ðiâíÿííÿ
−H(1, tgϕ)tg ϕ+K(1, tgϕ) = 0.Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî â ëiâié ÷àñòèíi ìà¹ìî ïîëiíîì ñòåïåíÿ m + 1âiäíîñíî tgϕ �Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (5.1) ìà¹ àñèìïòîòè÷íó ïiâòðà¹êòîðiþ γ, ÿêàçàêií÷ó¹òüñÿ â ïîëîæåííi ðiâíîâàãè (0, 0). Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæà¹ìî, ùî

γ � äîäàòíà ïiâòðà¹êòîðiÿ. Íåõàé ϕ = ϕ(t), r = r(t) � ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïiâ-òðà¹êòîði¨ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ. Çðîçóìiëî, ùî òîäi r(t) → 0, t → ∞.Ïðîàíàëiçó¹ìî ó öié ñèòóàöi¨ ìîæëèâi âèïàäêè ïîâåäiíêè �óíêöi¨ ϕ(t) ïðè
t→ ∞.1. Iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ limt→∞ ϕ(t) = ϕ∗. Òîäi ïiâòðà¹êòîðiÿ γ âõî-äèòü ó òî÷êó (0, 0) ïiä êóòîì ϕ∗ (ÿêèé âiäêëàäà¹òüñÿ âiä äîäàòíî¨ ïiâîñiàáñöèñ ïðîòè õîäó ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè).2. Iñíó¹ íåñêií÷åííà ãðàíèöÿ limt→∞ ϕ(t) = ∞. Òîäi γ íàâèâà¹òüñÿ íàïî÷àòîê êîîðäèíàò ó âèãëÿäi ñïiðàëi.3. Ôóíêöiÿ ϕ(t) íå ìà¹ ãðàíèöi, êîëè t→ ∞.Ïîêàæåìî, ùî âèïàäîê 3 íåìîæëèâèé. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî.Íåõàé iñíóþòü ïðèíàéìíi äâi íåîáìåæåíi çãîðè ìîíîòîííi ïîñëiäîâíî-ñòi {ti,k}k=1,2,..., i = 1, 2 òàêi, ùî ϕ1 := limk→∞ ϕ(t1,k) < ϕ2 :=
limk→∞ ϕ(t2,k). Òîäi ç îãëÿäó íà ëåìó 5.1 ìiæ òî÷êàìè ϕ1 i ϕ2 çíàéäå-òüñÿ òî÷êà ϕ0, ó ÿêié Ψ(ϕ0) 6= 0. Íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi ψ := Ψ(ϕ0) > 0.Óêàæåìî òîäi òàêå T > 0, ùî ϕ(t) > ϕ0 äëÿ âñiõ t > T . Çðîçóìiëî, òàêàâëàñòèâiñòü �óíêöi¨ ϕ(t) óíåìîæëèâëþ¹ iñíóâàííÿ limk→∞ ϕ(t1,k).Âèáåðåìî r∗ íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá |η(ϕ, r)| < ψ/2 äëÿ âñiõ ϕ ∈
[0, 2π], r ∈ (0, r∗). Ïiñëÿ öüîãî âèáåðåìî T∗ > 0 òàê, ùîá r(t) < r∗ äëÿ âñiõ
t > T∗. Îñêiëüêè ϕ2 > ϕ0, òî çíàéäåòüñÿ òàêå k∗ ∈ N, ùî ϕ(t2,k) > ϕ0 i
t2,k ≥ T∗ äëÿ âñiõ k ≥ k∗. Ïîêëàäåìî T = t2,k∗ . Îñêiëüêè â òî÷êàõ iíòåð-âàëó (AB) ç êiíöÿìè â òî÷êàõ A(ϕ0, 0), B(ϕ0, r∗) (ðèñ. 5.1) ñïðàâäæó¹òüñÿíåðiâíiñòü ϕ̇ = rm−1(Ψ(ϕ0) + η(r, ϕ0)) > rm−1ψ/2 > 0, òî ðóõîìà òî÷êà
(ϕ(t), r(t)), ÿêà â ìîìåíò t = T ëåæèòü ó ñìóçi

S+ := {(ϕ, r) ∈ R2 : ϕ > ϕ0, r ∈ (0, r∗)},áóäå çíàõîäèòèñü ó íié ïðè âñiõ t ≥ T .Íàøi ìiðêóâàííÿ ìîæíà �îðìàëiçóâàòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó ó âèãëÿäiòàêî¨ êîíñòðóêöi¨. Íåõàé f � âåêòîðíå ïîëå êëàñó Cr â îáëàñòi D ⊂ Rn,
{gt} � ïîðîäæåíèé öèì âåêòîðíèì ïîëåì (ëîêàëüíèé) ïîòiê, G ⊂ D �ïiäîáëàñòü. 29



�èñ. 5.1.Îçíà÷åííÿ 5.1. Òî÷êà x0 ∈ ∂G íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñòðîãîãî âõîäó âîáëàñòü G âiäíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ f (àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè ẋ = f(x)),ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå ǫ > 0, ùî gtx0 ∈ G äëÿ âñiõ t ∈ (0, ǫ). Êàæóòü, ùî âòî÷öi ñòðîãîãî âõîäó âåêòîðíå ïîëå íàïðàâëåíå âñåðåäèíó îáëàñòi G. Òî÷êàñòðîãîãî âõîäó âiäíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ (−f) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñòðîãîãîâèõîäó ç îáëàñòi G âiäíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ f .Íåõàé ó äåÿêîìó îêîëi U òî÷êè x0 ∈ ∂G ìåæó ∂G ìîæíà çàäàòè ðiâíÿí-íÿì F (x) = 0, äå F (x) ∈ Cr(D 7→ R), ïðè÷îìó {x ∈ U : F (x) > 0} ⊂ G.ßêùî ïðè öüîìó 〈gradF (x0), f(x0)〉 > 0 (òîáòî âåêòîð f(x0) óòâîðþ¹ ãî-ñòðèé êóò ç âåêòîðîì âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî ∂G ó òî÷öi x0), òî x0 � òî÷êàñòðîãî âõîäó.Ëåãêî áà÷èòè, ùî iíòåðâàë (AB) ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ñòðîãîãî âõîäóâiäíîñíî ñèñòåìè (5.2).Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.Òâåðäæåííÿ 5.1. Íåõàé ñèñòåìà (5.1) ìà¹ àñèìïòîòè÷íó ïiâòðà¹êòîðiþ γ,ùî çàêií÷ó¹òüñÿ â ïîëîæåííi ðiâíîâàãè (0, 0). Òîäi öÿ ïiâòðà¹êòîðiÿ àáîâõîäèòü ó òî÷êó (0, 0) ç ïåâíèì íàïðÿìîì, àáî íàâèâà¹òüñÿ íà íå¨ ó âèãëÿäiñïiðàëi.Íà îñíîâi ìiðêóâàíü, íàâåäåíèõ âèùå, ëåãêî îòðèìàòè òàêèé ðåçóëüòàò.Òâåðäæåííÿ 5.2. Ñèñòåìà (5.1) íå ìà¹ ñïiðàëüíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ïiâòðà-¹êòîðié, ùî íàâèâàþòüñÿ íà òî÷êó (0, 0), ÿêùî �óíêöiÿ Ψ(ϕ) çìiíþ¹ çíàêíà âiäðiçêó [0, 2π].Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ = ϕ(t), r = r(t) � ðiâíÿííÿ ñïiðàëüíî¨ àñèìïòîòè-÷íî¨ òðà¹êòîði¨, ïðè÷îìó äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæà¹ìî, ùî ϕ(t) → ∞, t→ ∞.ßêùî á iñíóâàëî çíà÷åííÿ ϕ0 ∈ [0, 2π], äëÿ ÿêîãî Ψ(ϕ0) < 0, òî, ñêîðèñòàâ-øèñÿ ïåðiîäè÷íiñòþ �óíêöié Ψ(ϕ) òà η(ϕ, r) ùîäî çìiííî¨ ϕ, ìè á ïîáóäó-âàëè ïîñëiäîâíiñòü ñìóã
S−

k := {(ϕ, r) ∈ R2 : ϕ < ϕ0 + 2πk, r ∈ (0, r∗)}, k = 0, 1, 2, . . .30



äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iíòåðâàë Ik := {ϕ0 + 2πk} × {r ∈ (0, r∗)} ⊂ ∂Sk ñêëà-äàâñÿ á ç òî÷îê ñòðîãîãî âõîäó â Sk. Ó öié ñèòóàöi¨ �óíêöiÿ ϕ(t) áóëà áîáìåæåíîþ çâåðõó �Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî iñíóâàííÿ õî÷à á îäíi¹¨ òðà¹êòîði¨, ÿêà âõîäèòü äîïî÷àòêó êîîðäèíàò ç ïåâíèì íàïðÿìîì, âèêëþ÷à¹ iñíóâàííÿ ñïiðàëåâèäíèõàñèìïòîòè÷íèõ òðà¹êòîðié â îêîëi (0, 0).Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ìîæëèâi íàïðÿìêè âõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïiâ-òðà¹êòîði¨ â ïî÷àòîê êîîðäèíàò âèçíà÷àþòüñÿ íóëÿìè �óíêöi¨ Ψ(ϕ).Òâåðäæåííÿ 5.3. ßêùî äåÿêà àñèìïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ âõîäèòü ó ïî-÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì ϕ∗, òî Ψ(ϕ∗) = 0.Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ = ϕ(t), r = r(t) � ðiâíÿííÿ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõïiâòðà¹êòîði¨, äëÿ ÿêî¨ ϕ(t) → ϕ∗, t → ∞ i r(t) → 0, t → ∞. Ó âèõiäíèõäåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ âîíà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè
x = x(t) := r(t) cosϕ(t), y = y(t) := r(t) sinϕ(t).Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî

[|H(x, y)| + |K(x, y)|]x=cos ϕ∗, y=sin ϕ∗
6= 0.Íåõàé, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, |H(x, y)|x=cos ϕ∗, y=sinϕ∗

6= 0. Òîäi çà ïðàâèëîìËîïiòàëÿ iñíó¹ ãðàíèöÿ
lim

t→∞

y(t)

x(t)
= lim

t→∞

ẏ(t)

ẋ(t)
= lim

t→∞

K +G

H + F

ƒƒƒƒƒƒx=x(t), y=y(t)
=

= lim
K

H

ƒƒƒƒƒƒx=cos ϕ(t), y=sinϕ(t)
=
K(cosϕ∗, sinϕ∗)

H(cosϕ∗, sinϕ∗)
.Îäíàê, ç iíøîãî áîêó, limt→∞ y(t)/x(t) = limt→∞ sinϕ(t)/ cosϕ(t) =

sinϕ∗

cos ϕ∗
, i, òàêèì ÷èíîì,

K(cosϕ∗, sinϕ∗)

H(cosϕ∗, sinϕ∗)
=

sinϕ∗
cosϕ∗

⇒ Ψ(ϕ∗) = 0.ßêùî òåïåð [|H(x, y)| + |K(x, y)|]x=cos ϕ∗, y=sinϕ∗
= 0, òî ðiâíiñòü

Ψ(ϕ∗) = 0 ¹ î÷åâèäíîþ �Íàñëiäîê 5.1. ßêùî Ψ(ϕ) íå ìà¹ íóëiâ íà âiäðiçêó [0, 2π], òî êîæíà àñèì-ïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè (5.1) íàâèâà¹òüñÿ íà ïî÷àòîê êîîðäèíàò óâèãëÿäi ñïiðàëi.Íàâåäåìî äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ïiâòðà¹êòîðié.Òåîðåìà 5.1. ßêùî äëÿ ñèñòåìè (5.1) Φ(ϕ) < 0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ [0, 2π], òîçíàéäåòüñÿ îêië ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ó êîæíié òî÷öi ÿêîãî ïî÷èíà¹òüñÿ äî-äàòíà àñèìïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ öi¹¨ ñèñòåìè.31



Äîâåäåííÿ. Ïåðåéäåìî âiä ñèñòåìè (5.1) äî ñèñòåìè (5.2). Íåõàé
maxϕ∈[0,2π] Φ(ϕ) =: −µ. Âèáåðåìî r∗ > 0 íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá |ξ(ϕ, r)| <

µ/2 äëÿ âñiõ ϕ ∈ [0, 2π], r ∈ (0, r∗]. Òîäi äëÿ öèõ çíà÷åíü ϕ, r âèêîíó¹òüñÿíåðiâíiñòü ṙ = rm(Φ(ϕ) + ξ(ϕ, r)) < −rmµ/2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà
r = r∗ ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ñòðîãîãî âõîäó â ñìóãó {ϕ ∈ R}×{0 < r < r∗}.Çîêðåìà, ÿêùî ϕ = ϕ(t), r = r(t) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.2), äëÿ ÿêîãî
r(0) ∈ (0, r∗], òî r(t) ≤ r∗ äëÿ âñiõ t ≥ 0, à òîäi ṙ(t) ≤ −rm(t)µ/2, ÿêùî
t ≥ 0. Îòæå, äîäàòíà �óíêöiÿ r(t) ìîíîòîííî ñïàäà¹ i òîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ
limt→∞ r(t) = ρ ≥ 0. Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ρ = 0.Ïðèïóñòèâøè, ùî ρ > 0, ìè á ìàëè

ṙ(t) ≤ −ρmµ/2, t ≥ 0, ⇒ r(t) → −∞, t→ ∞,à öå íåìîæëèâî �Óêàæåìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïiâòðà¹êòîði¨, ÿêà âõî-äèòü ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì ϕ∗.Òåîðåìà 5.2. Íåõàé iñíó¹ òàêå ϕ∗ ∈ [0, 2π], ùî Ψ(ϕ∗) = 0 i Φ(ϕ∗) < 0.ßêùî â òî÷öi ϕ∗ �óíêöiÿ Ψ(ϕ) çìiíþ¹ çíàê ç ¾+¿ íà ¾−¿, òî ñèñòåìà (5.1)ìà¹ áåçëi÷ äîäàòíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ïiâòðà¹êòîðié, ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷àòîêêîîðäèíàò ïiä êóòîì ϕ∗. ßêùî æ ó òî÷öi ϕ∗ �óíêöiÿ Ψ(ϕ) çìiíþ¹ çíàê ç¾−¿ íà ¾+¿, òî ñèñòåìà (5.1) ìà¹ õî÷à á îäíó òàêó ïiâòðà¹êòîðiþ.Äîâåäåííÿ. ßêùî â òî÷öi ϕ∗ �óíêöiÿ Ψ(ϕ) çìiíþ¹ çíàê ç ¾+¿ íà ¾−¿,òî ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèê ABCD, äëÿ ÿêîãî ìíîæèíà ∂ABCD \
[AD] ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ñòðîãîãî âõîäó â íüîãî (ðèñ. 5.2 à), ïðè÷îìó
ṙ ≤ rmΦ(ϕ∗)/2 â ABCD i íà âiäðiçêó [AD] íåìà¹ íóëiâ �óíêöi¨ Ψ(ϕ).Ïðÿìîêóòíèê ABCD ìiñòèòü ó ñîái âñi äîäàòíi ïiâòðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.2),ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ â íüîìó. Íåõàé ϕ = ϕ(t), r = r(t) � ðiâíÿííÿ îäíi¹¨ ç òàêèõïiâòðà¹êòîðié. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.1, ïîêàçó¹ìî, ùî r(t) → 0, t→
∞. Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿìè 5.1�5.3 iñíó¹ ãðàíèöÿ limt→∞ ϕ(t) = ϕ∗.

�èñ. 5.2.ßêùî â òî÷öi ϕ∗ �óíêöiÿ Ψ(ϕ) çìiíþ¹ çíàê ç ¾−¿ íà ¾+¿, òî àíà-ëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèê ABCD, äëÿ ÿêîãî iíòåðâàë (BC)32



ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ñòðîãîãî âõîäó, à iíòåðâàëè (AB) i (CD) � ç òî÷îêñòðîãîãî âèõîäó. Ïðè öüîìó ṙ ≤ rmΦ(ϕ∗)/2 â ABCD, à íà [AD] íåìà¹íóëiâ �óíêöi¨ Ψ(ϕ) (ðèñ. 5.2 á).Íåõàé ïiäìíîæèíàMAB ⊂ (BC) ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê, ÿêi ïiä äi¹þ (ëî-êàëüíîãî) ïîòîêó ñèñòåìè (5.2) âïåðøå çàëèøàþòü ïðÿìîêóòíèê ABCD÷åðåç iíòåðâàë (AB). Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó MCD. Ç òåîðåìèïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ âè-ïëèâà¹, ùî îáèäâi öi ìíîæèíè íåïîðîæíi òà âiäêðèòi. Î÷åâèäíî, ùî âîíèíå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îñêiëüêè áóäü-ÿêi äâi ðiçíi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.2) íåïåðåòèíàþòüñÿ, òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè P ∈ MAB iíòåðâàë (BP ) íå ìiñòèòüæîäíî¨ òî÷êè ìíîæèíèMCD (òîáòî ìíîæèíàMAB ëåæèòü ëiâiøå âiä ìíî-æèíè MCD). Çðîçóìiëî, ùî òîäi M∗ := (BC) \ (MAB ∪MCD) 6= ∅. Êî-æíà äîäàòíà ïiâòðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè (5.2) ç ïî÷àòêîì ó M∗ íå âèõîäèòü çïðÿìîêóòíèêà ABCD. ßê i âèùå, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî òàêà ïiâòðà¹êòîðiÿçàêií÷ó¹òüñÿ â òî÷öi (ϕ, r) = (ϕ∗, 0) �Íàñëiäîê 5.2. ßêùî â òî÷öi ϕ∗ �óíêöiÿ Ψ(ϕ) çìiíþ¹ çíàê ç ¾+¿ íà¾−¿ i Φ(ϕ∗) < 0, òî â äîñèòü ìàëîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò äîäà-òíi àñèìïòîòè÷íi ïiâòðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.1), ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷àòîê êî-îðäèíàò ïiä êóòîì ϕ∗, çàïîâíþþòü äåÿêèé ñåêòîð, ùî ìiñòèòü iíòåðâàë
{x = r cosϕ∗, y = r sinϕ∗}r∈(0,r∗) i ìà¹ âåðøèíó â òî÷öi (0, 0).Çàäà÷à 1. Ñ�îðìóëþâàòè àíàëîã òåîðåìè 5.2 ó âèïàäêó, êîëè Φ(ϕ∗) > 0.5.2. Âèïàäîê íåâèðîäæåíî¨ ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè�îçãëÿíåìî ñèñòåìó (5.1) ó âèïàäêó, êîëè m = 1. Òîäi

H(x, y) = αx+ βy, K(x, y) = γx+ δy.Ïîçíà÷èìî
A := Kα β

γ δ
Oi íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî detA 6= 0 i

F ′
x(0, 0) = F ′

y(0, 0) = G′
x(0, 0) = G′

y(0, 0) = 0.Òèïè �àçîâèõ ïîðòðåòiâ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ïðè íåâèðîäæåíié ìà-òðèöi A äîáðå âiäîìi. Íèìè ¹ âóçîë, äèêðèòè÷íèé âóçîë, âèðîäæåíèé âóçîë,33



ñiäëî, �îêóñ, öåíòð. Íàøà ìåòà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîêàçàòè, ùî â óñiõâèïàäêàõ, êðiì öåíòðà, ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè â ìàëîìóîêîëi òî÷êè (0, 0) íàãàäó¹ ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié âiäïîâiäíî¨ ëiíåàðèçîâàíî¨ñèñòåìè.5.2.1. ÂóçîëÍåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ ïàðó äiéñíèõ ðiçíèõ âëàñíèõ ÷èñåë îäíîãî çíàêó.Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè öi ÷èñëà âiä'¹ìíi. Ïîçíà÷èìî¨õ λ1 := −µ, λ2 := −ν. Íåõàé
ν > µ.Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü ìîæíà ââàæàòè, ùî A =

diag (−µ,−ν). Òîäi
Φ(ϕ) = −µ cos2 ϕ− ν sin2 ϕ = −µ− (ν − µ) sin2 ϕ ≤ −µ;

Ψ(ϕ) = (µ− ν) cosϕ sinϕ =
µ− ν

2
sin 2ϕ.Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.1 iñíó¹ îêië ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ó êîæíié òî÷öi ÿêîãîïî÷èíà¹òüñÿ äîäàòíà àñèìïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè.Ôóíêöiÿ Ψ(ϕ) íà âiäðiçêó [0, 2π] ìà¹ ÷îòèðè íóëi: ϕ1 = 0, ϕ2 =

π/2, ϕ3 = π, ϕ4 = 3π/2. Ó òî÷êàõ ϕ1 òà ϕ3 �óíêöiÿ Ψ(ϕ) çìiíþ¹ çíàê ç¾+¿ íà ¾−¿, à â òî÷êàõ ϕ2 i ϕ4 � íàâïàêè, ç ¾−¿ íà ¾+¿. Òîìó iñíó¹áåçëi÷ äîäàòíèõ ïiâòðà¹êòîðié, ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò ÿê ïiä êó-òîì ϕ1, òàê i ïiä êóòîì ϕ3. Iñíó¹ ïðèíàéìíi ïî îäíié òðà¹êòîði¨, ÿêi âõîäÿòüó ïî÷àòîê êîîðäèíàò âiäïîâiäíî ïiä êóòàìè ϕ2 i ϕ4.Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2, ìîæíà ïîêàçàòè äåùîáiëüøå: äëÿ ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî k > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå r∗ > 0, ùî êîæåíñåêòîðiàëüíèé îêië
K− :={(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2, 0 < |y| < −kx},

K+ :={(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2, 0 < |y| < kx}çàïîâíþþòü äîäàòíi ïiâòðà¹êòîði¨, ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò i äîòè-êàþòñÿ â íüîìó äî îñi àáñöèñ, à â êîæíîìó ñåêòîðiàëüíîìó îêîëi
K− :={(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2, 0 < |x| < −y/k},

K+ :={(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2, 0 < |x| < y/k}çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi ïî îäíié äîäàòíié ïiâòðà¹êòîði¨, ùî âõîäèòü ó ïî÷àòîêêîîðäèíàò i äîòèêà¹òñÿ â íüîìó äî îñi îðäèíàò (ðèñ. 5.3).Çàäà÷à 2. Ïîêàçàòè, ùî â êîæíîìó ñåêòîðiàëüíîìó îêîëi K− i K+ iñíó¹ëèøå ïî îäíié äîäàòíié ïiâòðà¹êòîði¨, ùî âõîäèòü ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò iäîòèêà¹òñÿ â íüîìó äî îñi îðäèíàò.Â ê à ç i â ê à. Óçäîâæ àñèìïòîòè÷íî¨ ïiâòðà¹êòîði¨ (x(t), y(t)) ∈ K+ ìà-¹ìî G(x(t), y(t))/y(t) → 0, t → ∞. Tîìó äëÿ âñiõ âåëèêèõ t âèêîíó¹òüñÿ
ẏ(t) = −νy(t) + G(x(t), y(t)) < 0, à îòæå, y(t) ñòðîãî ìîíîòîííî ñïàäà¹.34



�èñ. 5.3.Òàêà ïiâòðà¹êòîðiÿ òîäi îïèñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì x = χ(y) ðiâíÿííÿ
dx

dy
=
µx− F (x, y)

νy −G(x, y)
=: g(x, y),ÿêèé âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ y ∈ (0, ǫ) (ǫ � äîñèòü ìàëå) i ìà¹ âëàñòèâiñòü

χ(y) → 0, y → +0; χ′(y) → 0, y → +0.Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi òàêîãî ðîçâ'ÿçêó ñëiä ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ ¹äè-íîñòi ç ï. 2. Äëÿ öüîãî ñëiä ïîêàçàòè, ùî ïðè äîñèòü âåëèêîìó k > 0 iäîñèòü ìàëîìó ǫ > 0 �óíêöiÿ g(x, y) â îáëàñòi {(x, y) ∈ R2 : 0 < |x| ≤
y/k, y ∈ (0, ǫ)} íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà i, ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi
µ < ν, çàäîâîëüíÿ¹ â öié îáëàñòi óìîâó |gx(x, y)| ≤ 1/y. Òîìó ìîæíà ïî-êëàñòè ω(y, u) := u/y (äèâ. çàäà÷ó ç ï. 2) (ðîëü íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ çàìiñòü
t âiäiãðà¹ y).5.2.2. Äèêðèòè÷íèé âóçîëÍåõàé õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìàòðèöi A ìà¹ êðàòíèé êîðiíü λ =
−µ < 0. Òîäi rank(A+ µE) = 0 ìîæå íàáóâàòè ëèøå äâîõ çíà÷åíü 0 i 1.�îçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âèïàäêó A = −µE.Îòæå, �àçîâèì ïîðòðåòîì ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ¹ äèêðèòè÷íèé âóçîë.Ëåãêî áà÷èòè, ùî

Φ(ϕ) = −µ, Ψ(ϕ) = 0.Îòæå, çà òåîðåìîþ 5.1 óñi äîäàòíi ïiâòðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.1), ÿêi ïî÷è-íàþòüñÿ â äîñèòü ìàëîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò, çàêií÷óþòüñÿ â íüîìó.Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è äëÿ êîæíîãî ϕ∗ ∈ [0, 2π) iñíó¹ äîäàòíà ïiâòðà¹êòîðiÿ,ÿêà âõîäèòü ó òî÷êó (0, 0) ïiä êóòîì ϕ∗? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, äëÿ ïîçèòèâíî¨ âiä-ïîâiäi íà ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ íåîáõiäíî íàêëàñòè ïåâíi äîäàòêîâi óìîâè íàøâèäêiñòü ïðÿìóâàííÿ �óíêöi¨ η(ϕ, r) äî íóëÿ. Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùîöþ �óíêöiþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
η(ϕ, r) = rαη1(ϕ, r), (5.3)äå η1(ϕ, r) ∈ C(R × [0, R) 7→ R), α ∈ (0, 1). Ïîêàæåìî, ùî ó öié ñèòóàöi¨âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå âèùå çàïèòàííÿ � ïîçèòèâíà.35



Çàäà÷à 3. Ïîêàçàòè, ùî óìîâà (5.3) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî
|F (x, y)| + |G(x, y)| = O(r1+α), r → 0.Âèêëþ÷èâøè ó ñèñòåìi (5.2) ÷àñ, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

dϕ

dr
=
rα−1η1(ϕ, r)

−µ+ ξ(ϕ, r)
.Àáè ïîçáàâèòèñÿ ìíîæíèêà rα−1 ó ïðàâié ÷àñòèíi, çðîáèìî òóò çàìiíó çìií-íî¨ r = sβ , äå s � íîâà íåçàëåæíà çìiííà, β � ïîêè ùî íåâiäîìå äîäàòíå÷èñëî. Äiñòàíåìî

dϕ

ds
=
βsαβ−1η1(ϕ, s

β)

−µ+ ξ(ϕ, sβ)
.Ïîêëàâøè òåïåð β = 1/α, áà÷èìî, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

dϕ

ds
= E(s, ϕ),äå E(s, ϕ) ∈ C([0, σ] × R 7→ R), σ � äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî. Çàòåîðåìîþ Ïåàíî äëÿ äîâiëüíîãî ϕ∗ ∈ [0, 2π] iñíóþòü h > 0 i ðîçâ'ÿçîê

ϕ = ϕ̃(s), s ∈ [0, h] òàêèé, ùî ϕ̃(0) = ϕ∗ (óêàæiòü, ÿêèì ìîæíà âèáðàòè÷èñëî h).Îòæå, øóêàíà ïiâòðà¹êòîðiÿ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿí-íÿì ϕ = ϕ̃(rα).Çàäà÷à 4. Êîðèñòóþ÷èñü öèì ðiâíÿííÿì, çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.1),ÿêèé ìà¹ âëàñòèâîñòi
|x(t)| + |y(t)| → 0,

ẏ(t)

ẋ(t)
= tgϕ∗, t→ ∞.5.2.3. Âèðîäæåíèé âóçîëÍåõàé õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìàòðèöi A ìà¹ êðàòíèé êîðiíü

λ = −µ < 0 i rank(A + µE) = 1. Òîäi áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíàââàæàòè, ùî ìàòðèöþ A çâåäåíî äî âèãëÿäó
A = K−µ −µ

0 −µ
O .Âèãëÿä òàêî¨ ìàòðèöi äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êàíîíi÷íî¨ �îðìè Æîðäà-íà. Ç òåîði¨ ìàòðèöü âiäîìî, ùî êîëè ìàòðèöÿ A ìà¹ ¹äèíå âëàñíå ÷èñëî

λ = −µ i îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið âëàñíèõ âåêòîðiâ, òî iñíó¹ áàçèñ {a1, a2}ó R2 òàêèé, ùî
Aa1 = −µa1, Aa2 = a1 − µa2.Òîäi, ââàæàþ÷è, ùî áàçèñíèìè âåêòîðàìè äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ¹

{−µa1,a2}, ìàòèìåìî ïîòðiáíèé âèãëÿä ìàòðèöi A.Ïåðåéøîâøè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, äiñòàíåìî ñèñòåìó (5.2), ó ÿêié
Φ(ϕ) = −µJ1 +

1

2
sin 2ϕN ≤ −

µ

2
, Ψ(ϕ) = µ sin2 ϕ.36



Îòæå, çà òåîðåìîþ 5.1 óñi äîäàòíi ïiâòðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.1), ÿêi ïî÷èíà-þòüñÿ â äîñèòü ìàëîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò, çàêií÷óþòüñÿ â íüîìó.Ôóíêöiÿ Ψ(ϕ) íà ïðîìiæêó [0, 2π) ìà¹ äâà íóëi: ϕ1 = 0 i ϕ2 = π. Ïðîòåîñêiëüêè âîíà äîäàòíà íà [0, 2π]\{0, π}, òî àïðiîði íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè,ùî ñèñòåìà (5.1) ìà¹ äîäàòíó ïiâòðà¹êòîðiþ, ÿêà âõîäèòü ó ïî÷àòîê êîîð-äèíàò ïiä êóòîì ϕ1 àáî ϕ2. Ïîêàæåìî, ùî òàêi òðà¹êòîði¨ iñíóþòü, ÿêùî�óíêöiÿ η(ϕ, r) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ (5.3).�îçãëÿíåìî íà ïëîùèíi ϕOr êðèâîëiíiéíèé òðèêóòíèê ABO, îáìåæåíèéâiññþ r = 0, ïðÿìîþ ϕ = −ǫ, äå ǫ > 0, i êðèâîþ r = |ϕ|3/α (ðèñ. 5.4 à).Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ñèñòåìè (5.2) iíòåðâàë (AB) òà äóãà [BO) ñêëàäàþòüñÿç òî÷îê ñòðîãîãî âõîäó â ABO. Ñïðàâäi, íà (AB) ïðè âñiõ äîñèòü ìàëèõ
ǫ > 0 ìà¹ìî r ∈ (0, ǫ3/α) i

ϕ̇ = µ sin2 ǫ+ η(r,−ǫ) ≥ µ sin2 ǫ−Kǫ3 > 0,äå K � ìàêñèìóì �óíêöi¨ |η1(ϕ, r)| ó ñìóçi 0 ≤ r ≤ R/2. Òîìó âñi òî÷êèiíòåðâàëó (AB) ¹ òî÷êàìè ñòðîãîãî âõîäó ó òðèêóòíèê ABO.
�èñ. 5.4.Äàëi, ó òî÷öi (ϕ, |ϕ|3/α) äóãè [AO) êóòîâèé êîå�iöi¹íò äîòè÷íî¨ äî öi¹¨äóãè äîðiâíþ¹

k(ϕ) := −
3

α
|ϕ|3/α−1,à êóòîâèé êîå�iöi¹íò äîòè÷íî¨ äî òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.2) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà�îðìóëîþ

κ(ϕ) =
ṙ

ϕ̇
=
r(Φ(ϕ) + ξ(ϕ, r))

Ψ(ϕ) + η(ϕ, r)

ƒƒƒƒƒƒr=|ϕ|3/α
.Ëåãêî áà÷èòè, ùî κ(ϕ) = −|ϕ|3/α−2(1 + o((1)) ïðè ϕ → 0. Îäíàê òîäi

k(ϕ)/κ(ϕ) → 0, ϕ→ 0. Ç óðàõóâàííÿì âiä'¹ìíîñòi �óíêöi¨ Φ(ϕ) öå îçíà÷à¹,ùî ïðè äîñèòü ìàëîìó ǫ > 0 äóãà [BO) ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ñòðîãîãî âõîäóâ ABO. 37



Òàêèì ÷èíîì, êîæíà äîäàòíà ïiâòðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè (5.2), ÿêà ïî÷èíà-¹òüñÿ â òðèêóòíèêó ABO, íå âèõîäèòü ç íüîãî i çàêií÷ó¹òüñÿ â òî÷öi (0, 0).Çðîçóìiëî, ùî òàêèì ïiâòðà¹êòîðiÿì ñèñòåìè (5.2) ó äåêàðòîâèõ êîîðäèíà-òàõ âiäïîâiäàþòü ïiâòðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.1), ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷àòîê êîîð-äèíàò ïiä êóòîì ϕ1.Òàê ñàìî ìîæíà îá ðóíòóâàòè iñíóâàííÿ äîäàòíèõ ïiâòðà¹êòîðié ñèñòåìè(5.1), ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì ϕ2.Çàãàëüíèé âèñíîâîê ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü òàêèé: êîëî äîñèòü ìàëîãîðàäióñó i ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ íàïiââiäêðèòèõäóã S1 i S2, ÿêi âiäïîâiäíî âèçíà÷àþòüñÿ êóòàìè α1 < ϕ ≤ α2, α2 <
ϕ ≤ α1 + 2π (α1 < 0) i ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü: íà äóçi Sj ïî÷èíàþòüñÿäîäàòíi ïiâòðà¹êòîði¨, ùî âõîäÿòü ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì ϕj , j =
1, 2 (ðèñ. 5.4 á).5.2.4. ÑiäëîÍåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ âëàñíi ÷èñëà ðiçíèõ çíàêiâ λ1 = µ, λ2 = −ν, äå
µ, ν > 0. Ìîæíà ââàæàòè, ùî A = diag(−µ, ν). Òîäi
Φ(ϕ) = µ cos2 ϕ− ν sin2(ϕ), Ψ(ϕ) = −(µ+ ν) cosϕ sinϕ = −

µ+ ν

2
sin 2ϕ.Íà ïðîìiæêó [0, 2π) �óíêöiÿ Ψ(ϕ) ìà¹ ÷îòèðè íóëi: ϕ1 = 0, ϕ2 =

π/2, ϕ3 = π, ϕ4 = 3π/2, ïðè÷îìó â òî÷êàõ ϕ1 i ϕ3 âîíà çìiíþ¹ çíàê ç¾+¿ íà ¾−¿, à â òî÷êàõ ϕ2 i ϕ4 � íàâïàêè.Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Ψ(ϕ) ó öèõ òî÷êàõ:
Φ(0) = µ, Φ(π/2) = −ν, Φ(π) = µ, Φ(3π/2) = −ν.Íà îñíîâi òåîðåìè 5.2, çàäà÷i 1 ðîáèìî âèñíîâîê: iñíó¹ ïðèíàéìíi ïî îäíiéâiä'¹ìíié ïiâòðà¹êòîði¨, ÿêi âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïiä êóòàìè ϕ1 i

ϕ3; iñíó¹ ïðèíàéìíi ïî îäíié äîäàòíié ïiâòðà¹êòîði¨, ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷àòîêêîîðäèíàò ïiä êóòàìè ϕ2 i ϕ4.Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ïiâòðà¹êòîði¨, ÿêà âèõîäèòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïiäêóòîì ϕ1 = 0. Òàêà ïiâòðà¹êòîðiÿ îïèñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì y = v(x) ðiâíÿííÿ
dy

dx
= −

νy −G(x, y)

µx+ F (x, y)
=: f(x, y), (5.4)ÿêèé âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ x ∈ (0, ǫ) (ǫ � äîñèòü ìàëå) i ìà¹ âëàñòèâîñòi

v(x) → 0, x→ +0; v′(x) → 0, x→ +0(âiäïîâiäíi ïîÿñíåííÿ äèâ. ó âêàçiâöi äî çàäà÷i 2).Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî òàêi æ âëàñòèâîñòi ìà¹ ùå îäèí ðîçâ'ÿçîê y =
ṽ(x) ðiâíÿííÿ (5.4). Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ÿê çàâãîäíî ìàëîãî σ > 0 iñíó¹ òàêå
x0 > 0, ùî ãðà�iêè îáîõ �óíêöié v(x) òà ṽ(x) ïðè x ∈ (0, x0] ëåæàòèìóòüó ñåêòîði

K := {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (0, x0], |y| < σx}.Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà óìîâè äîñòàòíüî¨ ìàëîñòi σ ñïðàâäæóâàòèìå-òüñÿ íåðiâíiñòü f ′y(x, y) < 0 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ K. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî38



ââàæàòè, ùî ṽ(x0) > v(x0). Çðîáèìî çàìiíó çìiííî¨ y = v(x)+u ó ðiâíÿííi(5.4). Äiñòàíåìî
u′ = f(x, v(x) + u) − f(x, v(x)) := u

1Ÿ
0

f ′y(x, v(x) + su) ds.Îñêiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âëàñòèâiñòü ¹äèíîñòi,òî ðîçâ'ÿçîê u = u(x) := ṽ(x) − v(x) íàáóâà¹ ëèøå äîäàòíèõ çíà÷åíü íà
(0, x0]. Îäíàê òîäi u′(x) < 0 äëÿ âñiõ x ∈ (0, x0], à îòæå, limx→+0 u(x) > 0.Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ¹äèíiñòü iíøèõ àñèìïòîòè÷íèõ ïiâòðà¹êòîðié.Íàðåøòi, ïðîàíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó íåàñèìïòîòè÷íèõ òðà¹êòîðié â îêîëiïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïîêàæåìî, ùî ëîêàëüíî òàêi òðà¹êòîði¨ ïîâîäÿòü ñåáåòàê ñàìî, ÿê i â ëiíiéíîìó âèïàäêó. Àñèìïòîòè÷íi ïiâòðà¹êòîði¨ äiëÿòü êðóãìàëîãî ðàäióñà ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà ÷îòèðè ñåêòîðè. Òàê,íà ðèñ. 5.5 à äóãà [AO) äîäàòíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ïiâòðà¹êòîði¨, äóãà (OD]âiä'¹ìíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ïiâòðà¹êòîði¨ òà äóãà êîëà (AD) âèäiëÿþòü ñåêòîð
AOD. Äëÿ êîæíîãî k > 0 íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó ïðÿìî¨ y = kx, ùî ëåæèòüóñåðåäèíi êðóãà äîñèòü ìàëîãî ðàäióñà, ìà¹ìî:

ẋ = µx+ F (x, kx) = µx+ o(x) > µx/2,

ẏ = −νy +G(y/k, y) = −νy + o(y) < −νy/2.ßêùî x = x(t), y = y(t) � ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨, ÿêà â äåÿêèé ìîìåíò t0ïåðåòèíà¹ ñåãìåíò (OB), òî
x(t) > x(t0)e

µ(t−t0)/2, y(t) < y(t0)e
−µ(t−t0)/2äëÿ âñiõ t > t0, ïîêè ðóõîìà òî÷êà (x(t), y(t)) çíàõîäèòüñÿ â ñåêòîði BOC.Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi öÿ òî÷êà â äåÿêèé ìîìåíò t∗ ïîâèííà ïîòðàïèòè àáîíà äóãó (BC), àáî íà ñåãìåíò (OC].Äàëi, ÿêùî òî÷êà B äîñèòü áëèçüêà äî òî÷êè A, à òî÷êà C � äî òî÷êè

D, òî äóãà [AB] ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê âõîäó â ñåêòîð AOB, à äóãà [CD]� ç òî÷îê âèõîäó iç ñåêòîðà COD. Ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ñåêòîðó AOBíà ðèñ. 5.5 á âiäïîâiäà¹ çàòiíåíèé ïðÿìîêóòíèê. Ç óðàõóâàííÿì ¹äèíîñòiäîäàòíî¨ ïiâòðà¹êòîði¨, ÿêà âõîäèòü ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì π/2,òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.2, ïîêàçó¹ìî, ùî ïiâòðà¹êòîðiÿ, ÿêàïî÷èíà¹òüñÿ íà äóçi (AB), îáîâ'ÿçêîâî ïåðåòíå ñåãìåíò OB. ßêùî òî÷êà
B ðîçòàøîâàíà äîñèòü áëèçüêî äî òî÷êè A, òî, ïåðåòíóâøè ñåêòîð BOC,òàêà òðà¹êòîðiÿ ïîòðàïèòü ó ñåêòîð COD i âèéäå ç íüîãî ÷åðåç äóãó CD.5.2.5. Ôîêóñ�îçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ìàòðèöÿ A ìà¹ ïàðó êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõâëàñíèõ ÷èñåë λ1,2 = α± βi, äå β > 0. Íåõàé a = b+ ic � âëàñíèé âåêòîð,ùî âiäïîâiäà¹ ÷èñëó λ1. Îñêiëüêè A(b + ic) = (α+ βi)(b + ic), òî

Ab = αb + β(−c), A(−c) = −βb + α(−c).39



�èñ. 5.5.Ââàæàþ÷è, ùî áàçèñíèìè âåêòîðàìè äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò óæåâèáðàíî âåêòîðè b òà (−c) ìà¹ìî
A = Kα −β

β α
O .Òîäi

Φ(ϕ) = α, Ψ(ϕ) = β.Ïðèïóñòèâøè äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî α < 0, íà îñíîâi òåîðåìè 5.1 òà íàñëiä-êó 5.1 ðîáèìî òàêèé âèñíîâîê: çíàéäåòüñÿ îêië ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ó êîæíiéòî÷öi ÿêîãî ïî÷èíà¹òüñÿ äîäàòíà ïiâòðà¹êòîðiÿ, ÿêà íàâèâà¹òüñÿ íà òî÷êó
(0, 0) ó âèãëÿäi ñïiðàëi. Îòæå, ïî÷àòîê êîîðäèíàò � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèòèïó �îêóñ.5.2.6. Ïðîáëåìà öåíòðà é �îêóñàÍåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ ñóòî óÿâíi âëàñíi ÷èñëà λ1,2 = ±iβ. Òîäi

Φ(ϕ) = 0, Ψ(ϕ) = β.Çðîçóìiëî, ùî â öüîìó âèïàäêó íå iñíó¹ ïiâòðà¹êòîðié, ÿêi âõîäÿòü ó ïî÷à-òîê êîîðäèíàò àáî âèõîäÿòü ç íüîãî ç ïåâíèì íàïðÿìêîì, à çà äîïîìîãîþëèøå �óíêöi¨ Φ(ϕ) íå ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ÷è âçàãàëi iñíóþòü àñèì-ïòîòè÷íi ïiâòðà¹êòîði¨ (ÿêùî òàêi òðà¹êòîði¨ iñíóþòü, òî âîíè ¹ ñïiðàëÿìè).Ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ îòðèìó¹ìî ñèñòåìó
ÏÔ
Ì
Ô
Ó

ϕ̇ = β + η(ϕ, r),

ṙ = rξ(ϕ, r).
(5.5)Ó ëiíiéíîìó âèïàäêó, êîëè ξ = 0, ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ öåíòðîì. ßêùî æ

ξ 6= 0, òî ïî÷àòîê ìîæå áóòè é �îêóñîì (ÿê ñòiéêèì, òàê i íåñòiéêèì), iöåíòðîì, i íàâiòü öåíòðî-�îêóñîì (îñòàííié âèïàäîê ìàòèìå ìiñöå, íàïðè-êëàä, êîëè ξ(ϕ, r) = r2 sin(1/r), η(ϕ, r) ≡ 0). Ç'ÿñóâàííÿ òèïó ïîâåäiíêèòðà¹êòîðié ó ìàëîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò çà öèõ îáñòàâèí ñòàíîâèòüñóòü ïðîáëåìè öåíòðà é �îêóñà.Ñèñòåìó (5.5) áóäåìî âèâ÷àòè çà ïðèïóùåííÿ, ùî ξ(ϕ, r) ∈ Cn(R ×40



[0, R] 7→ R), äå n ≥ 1, i çíàéäåòüñÿ òàêå k ∈ {2, . . . , n+ 1}, ùî
∂jξ(ϕ, 0)

∂rj
≡ 0, äëÿ 0 ≤ j < k − 1, àëå ∂k−1ξ(ϕ, 0)

∂rk−1
6≡ 0.Çâàæèâøè, ùî ξ(ϕ, 0) ≡ 0, ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (5.5) ó âèãëÿäi

ÏÔ
Ì
Ô
Ó

ϕ̇ = β + η(ϕ, r),

ṙ = ak(ϕ)rk + ξk(ϕ, r),
(5.6)äå ak(ϕ) := 1

(k−1)!
∂k−1ξ(ϕ,0)

∂rk−1 , ξk(ϕ, r) = o(rk), r → 0.Òåîðåìà 5.3. Íåõàé αk := 1
2π

2πŸ
0

ak(ϕ) dϕ 6= 0. Òîäi iñíó¹ òàêå r∗ ∈ (0, R),ùî äëÿ äîâiëüíèõ r0 ∈ (0, r∗), ϕ ∈ [0, 2π] ðîçâ'ÿçîê (ϕ(t), r(t)) ñèñòåìè(5.5), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè ϕ(0) = ϕ0, r(0) = r0, ìà¹ âëàñòè-âiñòü
ϕ(t) → sign αk · ∞, r(t) → 0, êîëè t→ sign αk · ∞.Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî â ñèñòåìi (5.6) ïåðåòâîðåííÿ r 7→ r + u(ϕ)rk i ñïðî-áó¹ìî äiáðàòè 2π-ïåðiîäè÷íó �óíêöiþ u(ϕ) òàê, ùîá äðóãå ðiâíÿííÿ íàáóëîâèãëÿäó

ṙ = αkr
k + ξ̃k(ϕ, r),äå ξ̃k(ϕ, r) = o(rk). Äiñòàíåìî

ṙ + ku(ϕ)rk−1ṙ + u′(ϕ)ϕ̇rk = ak(ϕ)(r + u(ϕ)rk)k + ξk(ϕ, r + u(ϕ)rk),çâiäêè, ç îãëÿäó íà ïåðøå ðiâíÿííÿ â (5.6), äiñòàíåìî
(αk + βu′(ϕ) − ak(ϕ))rk + (1 + ku(ϕ)rk−1)ξ̃k(r, ϕ) = o(rk).Òåïåð çðîçóìiëî, ùî çà �óíêöiþ u(ϕ) äîñèòü óçÿòè 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿ-çîê ðiâíÿííÿ

u′ = (ak(ϕ) − αk)/β.Ìîæåìî, íàïðèêëàä, ïîêëàñòè u(ϕ) = 1
β

ϕŸ
0

(ak(ψ) − αk) dψ. Îñêiëüêè
u(2π) = u(0) = 0, òî öåé ðîçâ'ÿçîê 2π-ïåðiîäè÷íèé ([10℄, . 61). Òàêèì÷èíîì, ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè

ÏÔ
Ì
Ô
Ó

ϕ̇ = β + η̃(ϕ, r),

ṙ = αkr
k + ξ̃k(ϕ, r),

(5.7)äå η̃(ϕ, r) = η(ϕ, r + u(ϕ)rk) = o(1), r → 0. Òåïåð äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìèäîñèòü âèáðàòè r∗ òàê, ùîá |η̃(ϕ, r)| < β/2 i |ξ̃k(ϕ, r)| < |αk|r
k/2 äëÿ âñiõ

ϕ ∈ [0, 2π], r ∈ (0, r∗) �Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî êîëè αk 6= 0, òî ïî÷àòîê êîîðäèíàò¹ �îêóñîì, ïðè÷îìó ñòiéêèì, êîëè αk < 0, i íåñòiéêèì, êîëè αk > 0. Óâèïàäêó æ, êîëè αk = 0, ïîòðiáíî ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ çàñòîñóâàòè äî41



ñèñòåìè (5.7). Çâè÷àéíî, äëÿ öüîãî äîâåäåòüñÿ ïðèïóñòèòè, ùî ìà¹ ìiñöåçîáðàæåííÿ
ξ̃k(ϕ, r) = ak+1(ϕ)rk+1 + ξk+1(ϕ, r), äå ξk+1(ϕ, r) = o(rk+1), r → 0.5.2.7. Ïðîáëåìà öåíòðà äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ñèñòåìÖiêàâèì ç ìàòåìàòè÷íîãî ïîãëÿäó ¹ âèïàäîê, êîëè ìàòðèöÿ A ìà¹ ñóòîóÿâíi âëàñíi ÷èñëà, à �óíêöi¨ F (x, y) òà G(x, y) � ïîëiíîìè ñòåïåíÿ, íå âè-ùîãî âiä n, áåç âiëüíèõ i ëiíiéíèõ ÷ëåíiâ. Íåîáõiäíi óìîâè öåíòðà äëÿ òàêèõñèñòåì çàäàþòüñÿ íåñêií÷åííîþ ñèñòåìîþ ðiâíîñòåé αk = 0, k = 2, 3, . . . .Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ç îãëÿäó íà îïèñàíå âèùå ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ âå-ëè÷èí αk öÿ ñèñòåìà ¹ íåñêií÷åííîþ ñèñòåìîþ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü íàñêií÷åííå ÷èñëî êîå�iöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ F òà G. Çàíóìåðóâàâøè ïåâíèì ÷è-íîì öi êîå�iöi¹íòè, óòâîðèìî ç íèõ âåêòîð (c1, . . . , cm), äå m = m(n) �âèìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ, íå âèùîãî âiä n, ÿêiçàëåæàòü âiä äâîõ çìiííèõ i íå ìiñòÿòü âiëüíèõ òà ëiíiéíèõ ÷ëåíiâ. Îòæå,íåîáõiäíi óìîâè öåíòðà ìàþòü âèãëÿä ñèñòåìè

αk(c1, . . . , cm) = 0, k = 2, 3, . . . (5.8)Âèÿâëÿ¹òüñÿ, öi óìîâè ¹ íå ëèøå íåîáõiäíèìè, àëå é äîñòàòíiìè. Öåé �àêòâèÿâèâ Ëÿïóíîâ, ïðè÷îìó íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè F òà G çîáðàæóþòüñÿçáiæíèìè â îêîëi òî÷êè (0, 0) ðÿäàìè çìiííèõ x òà y.Äëÿ äîâiëüíîãî n àïðiîði íåâiäîìî, ÷è ìà¹ ñèñòåìà (5.8) íåòðèâiàëüíiðîçâ'ÿçêè. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ �iëüáåðòà ïðî áàçèñ, ìîæíà ïîêàçàòè,ùî ñèñòåìà (5.8) åêâiâàëåíòíà äåÿêié ñêií÷åííié àëãåáðè÷íié ñèñòåìi. Îòæå,âèíèêà¹ çàäà÷à: äëÿ çàäàíîãî n óêàçàòè òàêå íàéìåíøå íàòóðàëüíå N(n),ùîá ïåðøi N(n) óìîâ çàáåçïå÷óâàëè íàÿâíiñòü öåíòðà. ßêùî á âèÿâèëîñÿ,ùî N(n) > m(n), òî ÷èñëî ðiâíÿíü ñèñòåìè, ÿêié ïîâèííi çàäîâîëüíÿòèêîå�iöi¹íòè c1, . . . , cm, áóäå áiëüøèì íiæ êiëüêiñòü öèõ êîå�iöi¹íòiâ. Òàêàñèñòåìà ìîæå íå ìàòè æîäíîãî íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. ßê çàçíà÷åíî â[3℄, íåâiäîìî, ÷è N(n) ≤ m(n) ïðè âñiõ n ≥ 2.6. Iíäåêñ Ïóàíêàðå6.1. Iíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ âiäíîñíî çàìêíåíî¨ êðèâî¨Âàæëèâîþ òîïîëîãi÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîùèíi ¹éîãî iíäåêñ âiäíîñíî çàìêíåíîãî êîíòóðà� ÷èñëî ïîâíèõ îáåðòiâ, ÿêi ðîáèòüâåêòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîëè éîãî ïî÷àòîê îáõîäèòü çàäàíó îði¹íòîâàíóçàìêíåíó êðèâó (íåïåðåðâíèé îáðàç êîëà).Îïèøåìî âiäïîâiäíó êîíñòðóêöiþ. Íåõàé â îáëàñòi D åâêëiäîâî¨ ïëîùè-íè R2 çàäàíå âåêòîðíå ïîëå f ∈ C(D 7→ R2). Ïðèïóñòèìî, ùî f íå ìà¹îñîáëèâèõ òî÷îê íà çàìêíåíié êðèâié Γ ⊂ D, ÿêà ¹ îáðàçîì íåïåðåðâíîãî42



âiäîáðàæåííÿ
g : [0, 2π] 7→ Dòàêîãî, ùî g(0) = g(2π). Ïðè öüîìó îði¹íòàöiÿ êðèâî¨ Γ âèçíà÷à¹òüñÿ íà-ïðÿìîì ðóõó òî÷êè g(t) ó ïðîöåñi çðîñòàííÿ ïàðàìåòðà t.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e(t) âåêòîð, îäåðæàíèé âiäíåñåííÿì îäèíè÷íîãî âå-êòîðà

‖f ◦ g(t)‖−1f ◦ g(t)äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Çðîçóìiëî, ùî ïðè çðîñòàííi ïàðàìåòðà t êiíåöü âå-êòîðà e(t) ðóõà¹òüñÿ ïî îäèíè÷íîìó êîëó S1. Ñòàíäàðòíà (ïðàâà) ïîëÿðíàñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîùèíi âèçíà÷à¹ êóòîâó êîîðäèíàòó ϕ| mod 2π íà
S1. Âèíèêà¹ ìíîãîçíà÷íà �óíêöiÿ, ÿêà êîæíîìó t ∈ [0, 2π] ñòàâèòü ó âiä-ïîâiäíiñòü çíà÷åííÿ ïîëÿðíèõ êóòiâ êiíöÿ âåêòîðà e(t). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
ϕ(t) îäíîçíà÷íó íåïåðåðâíó ãiëêó öi¹¨ ìíîãîçíà÷íî¨ �óíêöi¨, ââàæàþ÷è äëÿâèçíà÷åíîñòi, ùî ϕ(0) ∈ [0, 2π) (ðèñ. 6.1).

�èñ. 6.1.Îçíà÷åííÿ 6.1. Iíäåêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ f âiäíîñíî çàìêíåíî¨ êðèâî¨ Γ(àáî êðèâî¨ Γ âiäíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ f) íàçèâà¹òüñÿ öiëå ÷èñëî
I(f ,Γ) :=

ϕ(2π) − ϕ(0)

2π
.Ïåðåëi÷èìî äåÿêi íàéâàæëèâiøi âëàñòèâîñòi iíäåêñó.Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé (−Γ) � êðèâà, îäåðæàíà iç çàìêíåíî¨ êðèâî¨ Γçàìiíîþ ¨¨ îði¹íòàöi¨ íà ïðîòèëåæíó. Òîäi

I(f ,−Γ) = −I(f ,Γ).Íåõàé {Γλ}λ∈[0,1] � íåïåðåðâíî çàëåæíà âiä ïàðàìåòðà λ ñiì'ÿ çàìêíå-íèõ êðèâèõ, ðîçòàøîâàíèõ â îáëàñòiD. Òàêà ñiì'ÿ âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîáðàæåí-íÿì g(t, λ) ∈ C([0, 2π] × [0, 1] 7→ D) òàêèì, ùî äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî
λ ∈ [0, 1] âiäîáðàæåííÿ g(·, λ) : [0, 2π] 7→ D âèçíà÷à¹ çàìêíåíó êðèâó Γλ.43



Íåõàé {fµ}µ∈[0,1] � íåïåðåðâíî çàëåæíà âiä ïàðàìåòðà µ ñiì'ÿ âåêòîðíèõïîëiâ â îáëàñòi D.Òâåðäæåííÿ 6.2. ßêùî äëÿ âñiõ (λ, µ) ∈ [0, 1]× [0, 1] âåêòîðíå ïîëå fλ íåìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê íà êðèâié Γµ, òî
I(f0,Γ0) = I(fµ,Γλ) ∀(λ, µ) ∈ [0, 1] × [0, 1].Öå òâåðäæåííÿ îçíà÷à¹, ùî iíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ ¹ ãîìîòîïi÷íèì ií-âàðiàíòîì.Íàãàäà¹ìî, ùî (íåïåðåðâíîþ, ãëàäêîþ) ãîìîòîïi¹þ âiäîáðàæåííÿ F :

D 7→ G íàçèâà¹òüñÿ (íåïåðåðâíå, ãëàäêå) âiäîáðàæåííÿ
Φ : D × [0, 1] 7→ Gòàêå, ùî Φ(·, 0) = F (·). Âiäîìî, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ àïðîêñèìó¹-òüñÿ áëèçüêèì ãîìîòîïíèì ãëàäêèì âiäîáðàæåííÿì. Òîìó äîìîâèìîñÿ, ùîíàäàëi âñi íàøi ìiðêóâàííÿ ñòîñóâàòèìóòüñÿ ãëàäêèõ îá'¹êòiâ (âåêòîðíèõïîëiâ, êðèâèõ, äè�åðåíöiàëüíèõ �îðì òîùî).Îòîòîæíèìî ïëîùèíó R2 = {(x, y) ∈ R × R} ç ìíîæèíîþ êîìïëå-êñíèõ ÷èñåë C = {z = x + iy : x ∈ R, y ∈ R}. Òîäi âåêòîðíå ïîëå f çêîìïîíåíòàìè (P (x, y), Q(x, y)) ìîæíà îòîòîæíèòè ç êîìïëåêñíîçíà÷íîþ�óíêöi¹þ

f(x, y) = P (x, y) + iQ(x, y),à çàìêíåíó êðèâó Γ � çàäàòè ðiâíÿííÿì
z = g(t) := u(t) + iv(t), t ∈ [0, 2π],äå g(t) ∈ C∞([0, 2π] 7→ C) i g(0) = g(2π).Ëåãêî áà÷èòè, ùî ââåäåíà âèùå �óíêöiÿ ϕ(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

f(u(t), v(t)) = r(t)eiϕ(t), äå r(t) := |f(u(t), v(t))|.Çâiäñè ln f(u(t), v(t)) = ln r(t) + iϕ(t), i
ϕ(t) = Im ln f(u(t), v(t)),à òîäi

dϕ(t) = Im
dP + idQ

P + iQ

ƒƒƒƒƒƒx=u(t),y=v(t)
=
PdQ−QdP

P 2 +Q2

ƒƒƒƒƒƒx=u(t),y=v(t)
.Òàêèì ÷èíîì, â îáëàñòi D′, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ âèëó÷åííÿì ç D îñîáëèâèõòî÷îê âåêòîðíîãî ïîëÿ f , âèíèêà¹ çàìêíåíà (ëîêàëüíî-òî÷íà) äè�åðåíöi-àëüíà �îðìà

ω := Im
df

f
=
PdQ−QdP

P 2 +Q2
.Öþ �îðìó ïðèðîäíî íàçèâàòè äè�åðåíöiàëîì ïîëÿðíîãî êóòà.Òåîðåìà 6.1. Iíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ f = (P,Q) âiäíîñíî îði¹íòîâàíî¨çàìêíåíî¨ êðèâî¨ Γ âèðàæà¹òüñÿ �îðìóëîþ

I(f ,Γ) =
1

2π
ò
Γ

ω.44



Ïðèêëàä 1. Íåõàé D = R2, f = (x, y), Γ = S1 := {(x, y) : x = cos t, y =
sin t}. Òîäi I(f ,Γ) = 1.Ñïðàâäi, f = z, g(t) = eit, à òîìó ϕ(t) = t, çâiäêè é ìà¹ìî ïîòðiáíóðiâíiñòü. Îäíî÷àñíî, ÿê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî �îðìóëó

1

2π
ò
Γ

xdy − ydx

x2 + y2 = 1,äå Γ � áóäü-ÿêà çàìêíåíà êðèâà, îäåðæàíà ãîìîòîïi¹þ ïî îáëàñòi R2 \ {0}ç êîëà S1.Ïðèêëàä 2. Íåõàé D = R2 \ {0}, Γ = S1, à f òàêå, ùî f = zn, äå n �öiëå. Òîäi I(f ,Γ) = n.Ñïðàâäi, äîñèòü çàóâàæèòè, ùî â öüîìó âèïàäêó ϕ(t) = nt.Äîñi îði¹íòàöiÿ íà êðèâié Γ áóëà ïðèâ'ÿçàíà äî ¨¨ ïàðàìåòðèçàöi¨. Îäíàêäëÿ êîæíî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨ � ãîìåîìîð�íîãî îáðàçó êîëà � iñíó¹ ïðèðî-äíà îði¹íòàöiÿ, âèçíà÷åíà íåçàëåæíî âiä ïàðàìåòðèçàöi¨. ßê âiäîìî, êîæíàæîðäàíîâà êðèâà Γ ¹ ìåæåþ äåÿêî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi G. Äîìîâëÿþòüñÿäîäàòíèì íàïðÿìîì íà Γ ââàæàòè òàêèé, ïðè ÿêîìó îáëàñòü G ó ïðîöåñiîáõîäó öi¹¨ êðèâî¨ ¾çàëèøà¹òüñÿ çëiâà¿.Öèì ñëîâàì ìîæíà (i íåîáõiäíî, ÿêùî êðèâà Γ íå äè�åðåíöiéîâíà) íà-äàòè áiëüø òî÷íèé çìiñò. Ó âèïàäêó êîëà |z − z0| = 1, íàâåäåíå âèùå îçíà-÷åííÿ äîäàòíîãî íàïðÿìó öiëêîì êîðåêòíå. Âiäïîâiäíå äîäàòíî îði¹íòîâàíåêîëî ïîçíà÷èìî S1(z0). Ç óðàõóâàííÿì ïðèêëàäó 1 ìà¹ìî I(f , S1(z0)) = 1,äå f = z − z0. Íåõàé òåïåð z0 � âíóòðiøíÿ òî÷êà îáëàñòi G. Âiçüìåìî äîóâàãè òàêèé âiäîìèé �àêò: iñíó¹ ãîìîòîïiÿ (ó êëàñi çàìêíåíèõ êðèâèõ), ÿêàêðèâó Γ, íå âèâîäÿ÷è iç C\{z0}, äå�îðìó¹ â S1(z0). Òåïåð, çà îçíà÷åííÿì,äîäàòíó îði¹íòàöiþ íà Γ âèáèðà¹ìî òàê, ùîá I(f ,Γ) = 1 äëÿ f = z − z0.Íàäàëi äîìîâèìîñü æîðäàíîâó êðèâó Γ, îði¹íòîâàíó çãiäíî ç ïðàâèëîì,îïèñàíèì âèùå, ïîçíà÷àòè ÷åðåç +Γ, à êðèâó, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç +Γ çàìi-íîþ îði¹íòàöi¨ íà ïðîòèëåæíó � ÷åðåç −Γ.Çà äîïîìîãîþ iíäåêñà ìîæíà äîâîäèòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìèäâîõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè:
ÏÔ
Ì
Ô
Ó

P (x, y) = 0,

Q(x, y) = 0.Òåîðåìà 6.2. Íåõàé f � âåêòîðíå ïîëå â D, Γ ⊂ D � òàêà æîðäàíîâàêðèâà, ùî îáëàñòü G, îáìåæåíà öi¹þ êðèâîþ, ëåæèòü ó D. Òîäi, ÿêùî f íåìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê ó G ∪ Γ, òî I(f ,Γ) = 0.Äîâåäåííÿ. ßêùî f íå îáåðòà¹òüñÿ â 0 ó G ∪ Γ, òî çà òåîðåìîþ Ñòîêñà(�îðìóëîþ �ðiíà)
ò

+Γ

ω = ŸŸ
G

dω = 0,45



îñêiëüêè ç óðàõóâàííÿì çàìêíåíîñòi �îðìè ω âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü dω = 0�Íàãàäà¹ìî, ùî â êîîðäèíàòàõ (x, y) �îðìóëà �ðiíà äëÿ �îðìè ω =
= M(x, y)dx +N(x, y)dy çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ò
+Γ

M(x, y)dx+N(x, y)dy = Ÿ Ÿ
G

IN ′
x(x, y) −M ′

y(x, y)M dxdy.Çàóâàæåííÿ 6.1. Ó íàâåäåíîìó âèùå äîâåäåííi òåîðåìè 6.2 íåÿâíî âèìà-ãà¹òüñÿ äè�åðåíöiéîâíiñòü êîå�iöi¹íòiâ �îðìè ω. Ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãîïîëÿ f äîñèòü, íàïðèêëàä, ñêîðèñòàòèñü òèì, ùî êðèâó Γ ìîæíà ïî îáëàñòi
G íåïåðåðâíî ñòÿãíóòè â òî÷êó.Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé Γ ⊂ D � æîðäàíîâà êðèâà, íà ÿêié íåìà¹ îñîáëèâèõòî÷îê âåêòîðíîãî ïîëÿ f , i îáëàñòü G, îáìåæåíà öi¹þ êðèâîþ, íàëåæèòü
D. Òîäi, ÿêùî I(f ,Γ) 6= 0, òî G ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíó îñîáëèâó òî÷êóöüîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íàñëiäêó 6.1, íàâåäåìî äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåî-ðåìè àëãåáðè.Òåîðåìà. Êîæåí ïîëiíîì f(z) = zn + a1z

n−1 + · · ·+ an ñòåïåíÿ n > 0 ìà¹ïðèíàéìíi îäèí êîìïëåêñíèé êîðiíü.Äîâåäåííÿ Âèáåðåìî ÷èñëî R > 0 íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá
fλ(z) := zn + λ(a1z

n−1 + · · · + an) 6= 0 ∀λ ∈ [0, 1], ∀z : |z| = R.Äîñèòü, íàïðèêëàä, âèáðàòè R > 0 òàê, ùîá
Rn > |a1|R

n−1 + · · · + |an| ⇔ |a1|R
−1 + · · · + |an|R

−n < 1.Íåõàé S1
R � êîëî ðàäióñà R iç öåíòðîì ó 0. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.2 òà çóðàõóâàííÿì ïðèêëàäó 2, ìà¹ìî

I(fλ,+S
1
R) = I(f0,+S

1
R) = I(f0,+S

1) = n 6= 0�6.2. Iíäåêñ Ïóàíêàðå içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êèÍåõàé P∗(x∗, y∗) ∈ D � içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ f ,
S1

ǫ (P∗) � êîëî ç öåíòðîì ó òî÷öi P∗, ðàäióñ ǫ > 0 ÿêîãî âèáðàíî íàñòiëüêèìàëèì, ùîá çàìêíåíèé êðóã B2
ǫ (P∗), îáìåæåíèé öèì êîëîì, ìiñòèâñÿ â Di P∗ áóëà ¹äèíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ f ó B2

ǫ (P∗).Îçíà÷åííÿ 6.2. Iíäåêñîì Ïóàíêàðå òî÷êè P∗ âiäíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ fíàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
I(f , P∗) = I(f ,+S1

ǫ (P∗)).Íåâàæêî ïåðåâiðèòè êîðåêòíiñòü öüîãî îçíà÷åííÿ (íåçàëåæíiñòü âiä êîí-êðåòíîãî âèáîðó ǫ). 46



Òåîðåìà 6.3 (ïðî ñóìó iíäåêñiâ). Íåõàé f � âåêòîðíå ïîëå â îáëàñòi
D, G � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü, îáìåæåíà æîðäàíîâîþ êðèâîþ Γ òàêà, ùî
G∪Γ ⊂ D. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà îñîáëèâà òî÷êà ïîëÿ f , ÿêà íàëåæèòü G� içîëüîâàíà, à íà êðèâié Γ îñîáëèâèõ òî÷îê íåìà¹. Òîäi iíäåêñ âåêòîðíî-ãî ïîëÿ f âiäíîñíî +Γ äîðiâíþ¹ ñóìi iíäåêñiâ óñiõ îñîáëèâèõ òî÷îê öüîãîâåêòîðíîãî ïîëÿ, ÿêi ìiñòèòü îáëàñòü G.Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ içîëüîâàíîñòi,G ìîæåìiñòèòè ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî îñîáëèâèõ òî÷îê âåêòîðíîãî ïîëÿ f . Íåõàé
{P1, . . . , PN} � ìíîæèíà âñiõ òàêèõ òî÷îê. Âèáåðåìî ǫ > 0 òàê, ùîá äëÿêîæíîãî i = 1, . . . , N çàìêíåíèé êðóã B2

ǫ (Pi) iç öåíòðîì ó Pi öiëêîì íàëå-æàâ G i íå ìiñòèâ æîäíî¨ òî÷êè Pj , j 6= i. Ïîêëàäåìî
G′

ǫ := G \
N
«

i=1
B2

ǫ (Pi), Γi = S1
ǫ (Pi).Îñêiëüêè îði¹íòîâàíà ìåæà îáëàñòi G′ ìà¹ âèãëÿä ∂G′ = +Γ∪ (−Γ1)∪ . . .∪

(−ΓN ), òî çà �îðìóëîþ Ñòîêñà
ò

∂G′

ω = Ÿ Ÿ
G′

dω = 0 ⇒ ò
+Γ

ω +
N⁄

i=1
ò

−Γi

ω = 0 ⇒ ò
+Γ

ω −⁄N
i=1 ò

Γi

ω = 0.Çàëèøèëîñü ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ 6.1 �Çàóâàæåííÿ 6.2. Òåîðåìó 6.2 ìîæíà âèâåñòè áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè6.2, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìîæëèâiñòþ ïîáóäîâè ðîçðiçiâ, ÿêi ïåðåòâîðþþòü
(N + 1)-çâ'ÿçíó îáëàñòü G′ íà îäíîçâ'ÿçíó (îáëàñòü G′ ¹ (N + 1)-çâ'ÿçíîþ,îñêiëüêè ÷èñëî çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ¨¨ ìåæà, äîðiâíþ¹
(N + 1)). �îçðiç, ùî âiäïîâiäà¹ òî÷öi Pi � öå êðèâà γi áåç ñàìîïåðåòèíiâ,ÿêà ç'¹äíó¹ äåÿêó òî÷êó íà êîëi Γi ç äåÿêîþ òî÷êîþ íà Γ (ðèñ. 6.2). Ïðèöüîìó ïîòðiáíî âèìàãàòè, ùîá γi ∩ γj = ∅, i 6= j. Øóêàíà îäíîçâ'ÿçíàîáëàñòü G \ «N

i=1B
2
ǫ (Pi) \ «

N
i=1 γi ìà¹ ñâî¹þ ìåæåþ êðèâó

G := +Γ ∪
N
«

i=1
(−Γi)

N
«

i=1
(+γi ∪ (−γi)).Çà òåîðåìîþ 6.2 iíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ f âiäíîñíî öi¹¨ êðèâî¨ äîðiâíþ¹íóëþ:

0 = 2πI(f ,G) = Ÿ
+Γ

ω −
N⁄

i=1
B Ÿ
+Γi

ω + Ÿ
+γi

ω − Ÿ
+γi

ωF =

= 2πBI(f ,+Γ) −
N⁄

i=1
I(f , Pi)F.47



�èñ. 6.2.6.3. Îá÷èñëåííÿ iíäåêñó îñíîâíèõ òèïiâ îñîáëèâèõòî÷îêÂèâåäåìî �îðìóëó äëÿ iíäåêñó îñîáëèâî¨ òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ çà óìî-âè, ùî îïåðàòîð éîãî ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè â öié òî÷öi íåâèðîäæåíèé.Òåîðåìà 6.4. Íåõàé P∗ � òàêà îñîáëèâà òî÷êà ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
f , ùî det f ′(P∗) 6= 0. Òîäi

I(f , P∗) = signdetf ′(P∗).Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî P∗ � ïî÷àòîê êîîð-äèíàò. Ïîçíà÷èìî z = (x, y), A := f ′(0). Òîäi
f (z) −Az = o(‖z‖),à îñêiëüêè Az â R2 \{0} íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òî äëÿ äîñèòü ìàëîãî ǫ > 0íà êîëi S1

ǫ (0) âåêòîðíå ïîëå f ãîìîòîïíå âåêòîðíîìó ïîëþAz. Çàëèøà¹òüñÿîá÷èñëèòè iíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ Az.Ó êîîðäèíàòàõ (x, y) ëiíåàðèçîâàíå âåêòîðíå ïîëå ìà¹ âèãëÿä Az =
= (u(x, y), v(x, y)), äå

u(x, y) := P ′
x(0, 0)x+ P ′

y(0, 0)y, v(x, y) := Q′
x(0, 0)x+Q′

y(0, 0)y.Ïðè ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)) êîëî S1 ïåðåõîäèòü âåëiïñ E = AS1. Ó êîîðäèíàòàõ (u, v) íàïðÿì îáõîäó öüîãî åëiïñà, ïîðîäæå-íèé îði¹íòàöi¹þ êîëà +S1, âèçíà÷à¹òüñÿ çíàêîì detA, à ñàìå: âiäîáðàæåí-íÿ A ïåðåâîäèòü êîëî +S1 â åëiïñ +E, ÿêùî detA > 0, i â åëiïñ −E, ÿêùî
detA < 0. Îòæå, ÿêùî íà ïëîùèíi ç êîîðäèíàòàìè (u, v) óâåñòè âåêòîðíåïîëå w = (u, v), òî ç óðàõóâàííÿì ïðèêëàäó 1 îäåðæèìî

I(Az, 0) =
1

2π
ò

+S1

ω = 1
2π ò

+S1

u(x, y)dv(x, y) − v(x, y)du(x, y)

u2(x, y) + v2(x, y)
=

= signdetA
1

2π
ò

+E

udv − vdu

u2 + v2
= signdetA · I(w, E) = sign detA �Óðàõîâóþ÷è, ùî çíàê äåòåðìiíàíòà îïåðàòîðà A çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîìäîáóòêó âëàñíèõ ÷èñåë öüîãî îïåðàòîðà, ìà¹ìî òàêó òàáëèöþ.48



ÒàáëèöÿÒèï îñîáëèâî¨ òî÷êè Çíà÷åííÿ iíäåêñóÂóçëè âñiõ òèïiâ +1Ôîêóñ +1Öåíòð +1Ñiäëî −1Çàóâàæèìî, ùî iíäåêñ îñîáëèâî¨ òî÷êè z = 0 ëiíiéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
Az ç íåâèðîäæåíèì îïåðàòîðîì A ìîæíà îá÷èñëèòè áåçïîñåðåäíüî, âè-õîäÿ÷è ëèøå iç ñàìîãî îçíà÷åííÿ 6.2. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïðîñëiäêóâàòè çàîáåðòàííÿì öüîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êîëi S1.Íåõàé, íàïðèêëàä, ìà¹ìî ïîëå f(x, y) = (x,−y). Ôàçîâèé ïîðòðåò âiä-ïîâiäíî¨ ñèñòåìè � ñiäëî. Ç ðèñóíêó 6.3 à ëåãêî çðîçóìiòè, ùî â ïðîöåñiîáõîäó êîëà S1 ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè ¾âåêòîðíå ïîëå çäiéñíþ¹ ïîâ-íèé îáåðò¿ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ. Òîìó iíäåêñ îñîáëèâî¨ òî÷êè (0, 0)äîðiâíþ¹ −1.Âåêòîðíå ïîëå f(x, y) = (x2,−y) ìà¹ âèðîäæåíó îñîáëèâó òî÷êó (0, 0).Êîðèñòóþ÷èñü ðèñóíêîì 6.3 á, íà ÿêîìó çîáðàæåíî êiëüêà òðà¹êòîðié âiä-ïîâiäíî¨ ñèñòåìè, çíàéòè iíäåêñ öi¹¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.

�èñ. 6.3.
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7. �ðàíè÷íi ìíîæèíè òðà¹êòîðiéÂàæëèâà çàäà÷à ÿêiñíî¨ òåîði¨ àâòîíîìíèõ ñèñòåì ïîëÿãà¹ ó âèâ÷åííiãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié (ïiâòðà¹êòîðié).�îçãëÿíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó
ẋ = f(x), (7.1)äå f(x) ∈ Cr(D 7→ Rn), D � îáëàñòü ó Rn. Çàäëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõìiðêóâàíü áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî r ≥ 1 i âåêòîðíå ïîëå f ïîâíå â D, òîáòîïîðîäæó¹ ïîòiê {gt : D 7→ D}t∈R.Îçíà÷åííÿ 7.1. Òî÷êà x∗ íàçèâà¹òüñÿ ω-ãðàíè÷íîþ (α-ãðàíè÷íîþ) òî-÷êîþ ïiâòðà¹êòîði¨ Γ+(x0) (Γ−(x0)), ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü

{tk}k=1,2,... ⊂ [0,∞) ({tk}k=1,2,... ⊂ (−∞, 0], ùî tk → ∞ (tk → −∞, k →

∞) i gtkx0 → x∗ ïðè k → ∞.Îçíà÷åííÿ 7.2. Ìíîæèíà âñiõ ω-ãðàíè÷íèõ (α-ãðàíè÷íèõ) òî÷îê ïiâòðà¹-êòîði¨ Γ+(x0) (Γ−(x0)) íàçèâà¹òüñÿ ω-ãðàíè÷íîþ (α-ãðàíè÷íîþ) ìíîæè-íîþ öi¹¨ ïiâòðà¹êòîði¨ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Ω(x0) (A(x0)).Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîëè ïiâòðà¹êòîðiÿ îáìåæåíà, òî âiäïîâiäíà ãðàíè÷íàìíîæèíà íå ïîðîæíÿ. Ñïðàâäi, íåõàé, íàïðèêëàä, Γ+(x0) îáìåæåíà. Òîäi¨ ¨ çàìèêàííÿ � ìíîæèíà cls Γ+(x0) � êîìïàêò, à îòæå, ÿêîþ á íå áóëàíå îáìåæåíà çãîðè ïîñëiäîâíiñòü {tj}j=1,2,.. ⊂ [0,∞), ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê
{gtjx0}j=1,2,... ⊂ cls Γ+(x0) ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî äåÿêî¨ òî-÷êè x∗. Îñòàííÿ, çà îçíà÷åííÿì, ¹ ω-ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ.Íàäàëi áóäåìî âèâ÷àòè ëèøå ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè.Òåîðåìà 7.1. Êîæíà ω-ãðàíè÷íà ìíîæèíà ¹ iíâàðiàíòíîþ i çàìêíåíîþìíîæèíîþ. ßêùî ω-ãðàíè÷íà ìíîæèíà îáìåæåíà, òî âîíà çâ'ÿçíà.Äîâåäåííÿ. Iíâàðiàíòíiñòü ìíîæèíè Ω(x0) îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî-÷êè x ∈ Ω(x0) ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ gtx ∈ Ω(x0), t ∈ R. Ïîêàæåìî, ùî öåñïðàâäi òàê. Îñêiëüêè x ∈ Ω(x0), òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {tk}k=1,2,... òàêà, ùî
tk → ∞, k → ∞, i gtkx0 → x, k → ∞. Îäíàê òîäi gt◦gtkx0 → gtx, k → ∞,çâiäêè

gt+tkx0 → gtx, k → ∞.Öå îçíà÷à¹, ùî gtx ¹ ω-ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ïiâòðà¹êòîði¨ Γ+(x0).Ïîêàæåìî, ùî Ω(x0) � çàìêíåíà. Íåõàé {xk}k=1,2,... ∈ Ω(x0) i xk →
x∗, k → ∞. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè xk çíàéäåòüñÿ tk òàêå, ùî tk > k i

‖gtkx0 − xk‖ ≤ ‖xk − x∗‖.50



Òîäi
‖gtkx0 − x∗‖ ≤ ‖gtkx0 − xk‖ + ‖xk − x∗‖ ≤ 2‖xk − x∗‖ → 0, k → ∞.Öå îçíà÷à¹, ùî x∗ ∈ Ω(x0), à îòæå, ìíîæèíà Ω(x0) çàìêíåíà.Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ çâ'ÿçíîñòi Ω(x0), íàãàäà¹ìî, ùî âiä-ñòàííþ âiä òî÷êè x ∈ Rn äî ìíîæèíè M ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

dist(x,M) := inf
y∈M

‖x− y‖,à âiäñòàíü ìiæ ìíîæèíàìè M1 ⊂ Rn òà M2 ⊂ Rn âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê
dist(M1,M2) := inf

x∈M1,y∈M2

‖x− y‖.Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ Rn i äîâiëüíîãî z ∈ M âèêîíó¹òüñÿíåðiâíiñòü
dist(x,M) ≤ ‖x− z‖ ≤ ‖x− y‖ + ‖y − z‖,òî dist(x,M) ≤ ‖x − y‖ + dist(y,M). Â îñòàííié íåðiâíîñòi x i y ìîæíàïîìiíÿòè ìiñöÿìè, à òîìó

|dist(x,M) − dist(y,M)| ≤ ‖x− y‖. (7.2)Òåïåð, ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà Ω(x0)îáìåæåíà, à òîäi é êîìïàêòíà, àëå íå çâ'ÿçíà. �¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-äi îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí, M1 òà M2, âiäñòàíü ìiæ ÿêè-ìè ¹ äîäàòíèì ÷èñëîì d (öåé �àêò ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì êîìïàêòíîñòi
Ω(x0)). Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ç ìíîæèí M1 i M2 � êîìïàêòíà i ñêëàäà¹-òüñÿ ç ω-ãðàíè÷íèõ òî÷îê òðà¹êòîði¨ Γ+(x0). Òîìó çíàéäóòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi
{t

(i)
k }k=1,2,... ⊂ [0,∞), i = 1, 2 òàêi, ùî t(i)k → ∞ i dist(gt

(i)
k x0,Mi) → 0,êîëè k → ∞. Çàóâàæèìî, ùî êîëè äåÿêà òî÷êà x çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

dist(x,M2) < d/2, òî dist(x,M1) > d/2. Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð íåïåðåðâíi-ñòþ �óíêöi¨ ϕ(t) := dist(gtx0,M1) (öÿ âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi(7.2)) i òåîðåìîþ Êîøi ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ, ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
{tk}k=1,2,... ⊂ [0,∞) òàêó, ùî tk → ∞, k → ∞, i dist(gtkx0,M1) = d/2.Ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê {gt

kx0}k=1,2,... îáìåæåíà, à îòæå, ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâ-íiñòü, çáiæíó äî äåÿêî¨ òî÷êè x∗. Öÿ òî÷êà íàëåæèòü Ω(x0) i ðîçòàøîâàíàíà âiäñòàíi d/2 âiä M1. Çðîçóìiëî, ùî òîäi x∗ íå ìiñòèòüñÿ íi â M1, àíi â
M2. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ ç òèì, ùî Ω(x0) = M1 ∪M2 �Íàñëiäîê 7.1. Ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi gtΩ(x0) = Ω(gtx0) = Ω(x0).Çàóâàæåííÿ 7.1. Íåîáìåæåíà ïiâòðà¹êòîðiÿ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè ìîæå ìà-òè íåçâ'ÿçíó ω-ãðàíè÷íó ìíîæèíó (ðèñ. 7.1)Íàéïðîñòiøîþ ω-ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ ¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.51



�èñ. 7.1.Òâåðäæåííÿ 7.1. Íåõàé Γ+(x0) âõîäèòü ó äåÿêó òî÷êó x∗, òîáòî iñíó¹ ãðà-íèöÿ limt→∞ gtx0 = x∗. Òîäi ÿêùî x∗ ∈ D, òî x∗ � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, Ω(x0) = {x∗}, à ç âëàñòèâîñòi iíâàðiàíòíîñòi ω-ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè âèïëèâà¹, ùî gtx∗ = x∗ äëÿ âñiõ t ∈ R �Ïåðå�îðìóëþ¹ìî îçíà÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïiâòðà¹êòîði¨.Îçíà÷åííÿ 7.3. Äîäàòíà (âiä'¹ìíà) ïiâòðà¹êòîðiÿ, ω-ãðàíè÷íà (α-ãðàíè÷íà) ìíîæèíà ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíîþ(âiä'¹ìíîþ) àñèìïòîòè÷íîþ ïiâòðà¹êòîði¹þ. Òðà¹êòîðiÿ, ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿìäîäàòíî¨ òà âiä'¹ìíî¨ àñèìïòîòè÷íèõ ïiâòðà¹êòîðié, íàçèâà¹òüñÿ äâîÿêîàñèìïòîòè÷íîþ. Ïðè öüîìó, ÿêùî α- i ω-ãðàíè÷íi òî÷êè òàêî¨ òðà¹êòîði¨ðiçíi (òîáòî òðà¹êòîðiÿ âèõîäèòü ç îäíi¹¨ òî÷êè, à çàêií÷ó¹òüñÿ � â iíøié),òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ ãåòåðîêëiíi÷íîþ òðà¹êòîði¹þ; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêóêàæóòü ïðî ãîìîêëiíi÷íó äâîÿêîàñèìïòîòè÷íó òðà¹êòîðiþ.7.1. Öèêëè. Ïåðiîäè÷íi òî÷êè ïîòîêóÍàéïðîñòiøîþ, òðèâiàëüíîþ òðà¹êòîði¹þ ¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Âà-æëèâèé êëàñ íåòðèâiàëüíèõ òðà¹êòîðié ñêëàäàþòü çàìêíåíi �àçîâi êðèâiàáî öèêëè.Îçíà÷åííÿ 7.4. Çàìêíåíà òðà¹êòîðiÿ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè, âiäìiííà âiä ïî-ëîæåííÿ ðiâíîâàãè, íàçèâà¹òüñÿ öèêëîì.Çàóâàæåííÿ 7.2. Ïðè áiëüø øèðîêîìó òðàêòóâàííi äî êëàñó öèêëiâ çàðà-õîâóþòü òàêîæ æîðäàíîâi êðèâi, ÿêi ¹ îá'¹äíàííÿì êiëüêîõ íåòðèâiàëüíèõòðà¹êòîðié òà ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Òàêi óçàãàëüíåíi öèêëè ìè ðîçãëÿäàòèíå áóäåìî.ßê ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, òàê i öèêëè ÷àñòî âèñòóïàþòü ó ðîëi ω-ãðàíè÷íèõ ìíîæèí. 52



Îçíà÷åííÿ 7.5. Òî÷êà x∗ ∈ D íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ òî÷êîþ ïîòîêó,ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî T , ùî gTx∗ = x∗. ×èñëî T íàçèâà¹òüñÿ ïåðiî-äîì òî÷êè x∗.Îòæå, ìîæíà ãîâîðèòè, ùî öèêëè (ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 7.4) � öå òðà¹êòîði¨ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê ïîòîêó.ßêùî T � ïåðiîä òî÷êè x∗, òî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìàþòü i âñi ÷èñëà kT ,äå k ∈ Z. Öåé �àêò ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì âëàñòèâîñòåé ïîòîêó. Íàäàëi ìîâàéòèìå ëèøå ïðî äîäàòíi ïåðiîäè.Òâåðäæåííÿ 7.2. ßêùî f(x∗) 6= 0 i iñíó¹ ïàðà òàêèõ t1 6= t2, ùî gt1x∗ =
gt2x∗, òî x∗ � ïåðiîäè÷íà òî÷êà ïîòîêó. Ïðè öüîìó çíàéäåòüñÿ òàêå T > 0,ùî ðóõ êîæíî¨ òî÷êè êðèâî¨ Γ(x∗) � ïåðiîäè÷íèé ç íàéìåíøèì äîäàòíèìïåðiîäîì T , òîáòî

g(t+T )x = gtx ∀t ∈ R, ∀x ∈ Γ(x∗),ïðè÷îìó âiäîáðàæåííÿ [t, t+ T ) ∋ s 7→ gsx ∈ D � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå.Äîâåäåííÿ. Íåõàé t1 < t2. Òîäi g(t2−t1)x∗ = x∗, à öå îçíà÷à¹, ùî Px∗ :=
{t > 0 : gtx∗ = x∗} � ìíîæèíà äîäàòíèõ ïåðiîäiâ òî÷êè x∗ � ìiñòèòü òî÷êó
t2−t1. Âèçíà÷èìî T := inf Px∗ i ïîêàæåìî, ùî T > 0. Äîñèòü ïåðåêîíàòèñüó òîìó, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî a > 0, ùî íà âiäðiçêó [0, a] íåìà¹ òî÷îê ìíîæèíè
Px∗ . Îäíàê öåé �àêò âiäðàçó âèïëèâà¹ ç �îðìóëè Òåéëîðà

gtx∗ = x∗ + t
d

dt

ƒƒƒƒƒƒƒt=0
gtx∗ + o(t) = x∗ + tf(x∗) + o(t), t→ 0i ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî f(x∗) 6= 0. Äiéñíî, tf(x∗) + o(t) 6= 0 äëÿ âñiõäîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü t. Òåïåð ïîêàæåìî, ùî T ∈ Px∗ . Ñïðàâäi, çà îçíà-÷åííÿì òî÷íî¨ íèæíüî¨ ìåæi çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ïåðiîäiâ Tk ∈ Px∗ ,ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî T ïðè k → ∞. Ó ïîñëiäîâíîñòi ðiâíîñòåé gTkx∗ = x∗ ïåðå-éäåìî äî ãðàíèöi. Îäåðæèìî gTx∗ = x∗. Îòæå, T � íàéìåíøèé äîäàòíèéïåðiîä òî÷êè x∗.Íåõàé T ′ � áóäü-ÿêèé äîäàòíèé ïåðiîä òî÷êè x∗, x1 = gt1x∗ � iíøàòî÷êà òðà¹êòîði¨ Γ(x∗). Îñêiëüêè gT ′

x1 = gT ′

◦ gt1x∗ = gt1 ◦ gT ′

x∗ =
gt1x1, òî T ′ ¹ îäíî÷àñíî é ïåðiîäîì òî÷êè x1. Îòæå, Px∗ ⊆ Px1 . Àíàëîãi÷íiìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî Px1 ⊆ Px∗ . Çâiäñè ëåãêî çðîáèòè âèñíîâîê, ùîâñi òî÷êè òðà¹êòîði¨ Γ(x∗) ìàþòü îäíàêîâi íàéìåíøi ïåðiîäè, à òàêîæ, ùîäëÿ âñiõ t ∈ R i x ∈ Γ(x∗) âiäîáðàæåííÿ [t, t+T ) ∋ s 7→ gsx ∈ D � âçà¹ìíîîäíîçíà÷íå; àäæå â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó íà Γ(x∗) çíàéøëàñÿ á òî÷êà çïåðiîäîì, ìåíøèì çà T �Òâåðäæåííÿ 7.3. ßêùî Γ(x0) � öèêë, âiäìiííèé âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè,òî Ω(x0) = Γ(x0). 53



Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷ìî ÷åðåç T íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðiîä òî÷êè x0.Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî Γ(x0) ⊆ Ω(x0). Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ Γ(x0). Òîäiiñíó¹ τ ∈ [0, T ) òàêå, ùî x = gτx0. Ïîêëàâøè tk = τ + kT, k = 1, 2, . . . ,ìà¹ìî tk → ∞, k → ∞, i x = gtkx0, k = 1, 2, . . . . Çâiäñè x ∈ Ω(x0).Òåïåð ïîêàæåìî, ùî Ω(x0) ⊆ Γ(x0). Ñïðàâäi, íåõàé x∗ ∈ Ω(x0). Òîäiiñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {tk}k=1,2,... òàêà, ùî tk → ∞, êîëè k → ∞, i gtkx0 →
x∗, k → ∞. Ïîäàìî êîæíå tk ó âèãëÿäi tk = i(k)T + τk, äå i(k) ∈ Z,à τk ∈ [0, T ). Òîäi x∗ = limk→∞ gτkx0. Îäíàê ïîñëiäîâíiñòü {τk}k=1,2,...ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî äåÿêîãî τ∗. Òîìó òî÷êà x∗ = gτ∗x0íàëåæèòü Γ(x0)�Ó âèïàäêó îäíîâèìiðíîãî �àçîâîãî ïðîñòîðó ω-ãðàíè÷íèìè ìíîæèíàìèïiâòðà¹êòîðié ìîæóòü áóòè ëèøå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Ñèñòåìè æ âèìiðíî-ñòi n > 2 ìîæóòü ìàòè ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè íàäçâè÷àéíî ñêëàäíî¨ ñòðóêòó-ðè. Íà äàíèé ÷àñ äîñèòü ïîâíå äîñëiäæåííÿ öèõ ìíîæèí óäàëîñÿ ïðîâåñòèëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ. Ç öüîãî ïîãëÿäó âèïàäîê n = 2, ç îäíîãî áîêó, ¹íåòðèâiàëüíèì, à ç iíøîãî � ïðàêòè÷íî âè÷åðïíî âèâ÷åíèì.Áóäîâà ω-ãðàíè÷íèõ ìíîæèí ïiâòðà¹êòîðié äâîâèìiðíèõ ñèñòåì áóëàîïèñàíà À. Ïóàíêàðå òà I. Áåíäiêñîíîì. Îñíîâíi �àêòè ðîçðîáëåíî¨ íèìèòåîði¨ âèêëàäåíî â íàñòóïíîìó ïóíêòi.7.2. Òåîðiÿ Ïóàíêàðå � ÁåíäiêñîíàÓ öüîìó ïóíêòi ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó iç ñèñòåìîþ (7.1) ó âèïàäêó
n = 2. Îïèøåìî ñòðóêòóðó ω-ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè ïiâòðà¹êòîði¨ òî÷êè x0,äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå ïðèïóùåííÿ.Ï ð è ï óù å í í ÿ K. Äîäàòíà ïiâòðà¹êòîðiÿ òî÷êè x0 íàëåæèòü äåÿêîìóêîìïàêòóK ⊂ D, â ÿêîìó âåêòîðíå ïîëå àáî íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, àáî ìà¹ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü íóëiâ.Ïiâòðà¹êòîðiÿ Γ+(x0) ìîæå íàëåæàòè îäèíîìó ç ÷îòèðüîõ òàêèõ òèïiâ:I. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.II. Àñèìïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ.III. Öèêë.IV. Íå çàìêíåíà i íå àñèìïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ.Âèïàäîê òðà¹êòîði¨ ïåðøîãî òèïó íå ïîòðåáó¹ êîìåíòàðiâ. Äëÿ ïiâòðà-¹êòîði¨ äðóãîãî òèïó Ω(x0) = {x∗}, ïðè÷îìó, îñêiëüêè x∗ ∈ K ⊂ D, òî
x∗ � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (Òâåðäæåííÿ 7.1). ßêùî Γ+(x0) � öèêë, òî
Ω(x0) = Γ(x0) (Òâåðäæåííÿ 7.3). Îòæå, íàì çàëèøà¹òüñÿ ïðîàíàëiçóâàòèáóäîâó Ω(x0) äëÿ ïiâòðà¹êòîði¨ òèïó IV.54



Ç òåîðåìè 7.1 âèïëèâà¹, ùî êîëè òî÷êà x∗ ëåæèòü ó Ω(x0), òî òðà¹êòîðiÿöi¹¨ òî÷êè Γ(x∗) òåæ ëåæèòü ó Ω(x0). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðîçóìiííÿ áóäîâè
ω-ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè ïîòðiáíî ïåðø çà âñå ç'ÿñóâàòè, ÿêèìè ìîæóòü áóòèòðà¹êòîði¨ ω-ãðàíè÷íèõ òî÷îê.Ó ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêèé äîïîìiæíèéðåçóëüòàò.Ëåìà 7.1. Íåõàé x ∈ D � íåîñîáëèâà òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ f i S � ñi÷íà,ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç x. Òîäi iñíó¹ êðèâîëiíiéíèé ÷îòèðèêóòíèê ABCD ⊂ D(ðèñ. 7.2) ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè: 1) òî÷êà x ëåæèòü óñåðåäèíi ABCD;2) ñi÷íà S ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ABCD ïî äóçi EF , à òðà¹êòîðiÿ Γ(x) � ïî äóçi
GH ; 3) ñòîðîíèAB i CD ¹ äóãàìè ñi÷íèõ âåêòîðíîãî ïîëÿ f , à ñòîðîíèAD i
BC � äóãàìè òðà¹êòîðié ñèñòåìè (7.1); 4) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ intABCDiñíóþòü ìîìåíòè t−, t0, t+ òàêi, ùî t− < 0, t+ > 0, t− < t0 < t+ i gt−x0 ∈
AB, gt0x0 ∈ EF , gt+x0 ∈ CD, ïðè÷îìó «t∈(t− ,t+) g

tx0 ⊂ intABCD (äóãàòðà¹êòîði¨ òî÷êè x0 íà ÷àñîâîìó iíòåðâàëi (t−, t+) ëåæèòü ó intABCD);êðiì òîãî, t0− t− ≥ τ i t+ − t0 ≥ τ , äå äîäàòíå ÷èñëî τ > 0 ìîæíà âèáðàòèíå çàëåæíèì âiä x0.
�èñ. 7.2.Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî âèïðÿìëåííÿ âåêòîðíî-ãî ïîëÿ â îêîëi çâè÷àéíî¨ òî÷êè (òåîðåìà 3.1 òà çàóâàæåííÿ 3.5, ï. 3.3.).Ñïðàâäi, äëÿ âèïðÿìëåíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â îêîëi òî÷êè x′, çîáðàæåíîãîâ ëiâié ÷àñòèíi ðèñ. 7.2, óñi ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi ìà¹ äîñèòü ìàëèé êâàäðàò

A′B′C′D′ iç öåíòðîì ó x′ òà âiäðiçêè E′F ′, G′H ′. ×îòèðèêóòíèê ABCD òàäóãè EF , GH ¹ îáðàçàìè âiäïîâiäíî êâàäðàòà A′B′C′D′ òà âiäðiçêiâ E′F ′,
G′H ′ ïðè äi¨ äè�åîìîð�içìó, ùî ïåðåâîäèòü âèïðÿìëåíå ïîëå â ïîëå f �Çàóâàæåííÿ 7.3. Äëÿ äîâiëüíîãî ǫ > 0 êðèâîëiíiéíèé ÷îòèðèêóòíèê
ABCD ìîæíà âèáðàòè íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá t+ − t− < ǫ.Òâåðäæåííÿ 7.4. Òðà¹êòîðiÿ ω-ãðàíè÷íî¨ òî÷êè íå ìîæå ïåðåòèíàòè áóäü-ÿêó ñi÷íó S âåêòîðíîãî ïîëÿ f áiëüø íiæ â îäíié òî÷öi.55



Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, íàâïàêè, ùî çíàéäåòüñÿ òî÷êà x∗ ∈ Ω(x0), òðà-¹êòîðiÿ ÿêî¨ ïåðåòèíà¹ äåÿêó ñi÷íó S ïðèíàéìíi ó äâîõ òî÷êàõ. Òîäi ìîæíàâêàçàòè äâà ïîñëiäîâíèõ ìîìåíòè t1, t2 ïåðåòèíó òðà¹êòîði¹þ Γ(x∗) ñi÷íî¨
S. Iíøèìè ñëîâàìè, t1 < t2, xi := gtix∗ ∈ S, i = 1, 2, àëå gtx∗ ∩ S = ∅äëÿ âñiõ t ∈ (t1, t2). Äëÿ ñòðîãîãî äîâåäåííÿ öüîãî iíòó¨òèâíî çðîçóìiëîãî�àêòó äîñèòü ñêîðèñòàòèñÿ íàâåäåíîþ âèùå ëåìîþ 7.1.Äàëi, äóãà «t∈[t1,t2] g

tx∗ òðà¹êòîði¨ Γ(x∗) òà âiäêðèòà äiëÿíêà ñi÷íî¨
σ ⊂ S ìiæ òî÷êàìè x1 òà x2 óòâîðþþòü æîðäàíîâó êðèâó γ. Öÿ êðèâàîáìåæó¹ äåÿêó îáëàñòü G. Ïðè öüîìó ìîæëèâi äâà âèïàäêè: 1) êîæíà òî÷êà
x ∈ σ ¹ òî÷êîþ ñòðîãîãî âõîäó â îáëàñòü G; ïðè öüîìó G ìà¹ âëàñòèâiñòüäîäàòíî¨ ïiâiíâàðiàíòíîñòi: ðàçîì ç êîæíîþ ñâî¹þ òî÷êîþ âîíà ìiñòèòü äî-äàòíó ïiâòðà¹êòîðiþ öi¹¨ òî÷êè; 2) êîæíà òî÷êà x ∈ σ ¹ òî÷êîþ ñòðîãîãîâèõîäó ç îáëàñòi G; ïðè öüîìó G ìà¹ âëàñòèâiñòü âiä'¹ìíî¨ ïiâiíâàðiàí-òíîñòi: ðàçîì ç êîæíîþ ñâî¹þ òî÷êîþ âîíà ìiñòèòü âiä'¹ìíó ïiâòðà¹êòîðiþöi¹¨ òî÷êè (ðèñ. 7.3). Ñòðîãå äîâåäåííÿ öüîãî iíòó¨òèâíî çðîçóìiëîãî �àêòóëåãêî âèïëèâà¹ ç ëåìè 7.1.

�èñ. 7.3.Ïîêàæåìî òåïåð, ùî âèïàäîê 1) íåìîæëèâèé. Ñïðàâäi, ó âèïàäêó 1)íà òðà¹êòîði¨ Γ(x∗) ìîæíà âêàçàòè òî÷êè x+ òà x− òàêi, ùî x+ ∈ G, à
x− ∈ R2 \ clsG. Îñêiëüêè Γ(x∗) ⊆ Ω(x0), òî x+ ∈ Ω(x0), à òîìó iñíó¹ïîñëiäîâíiñòü {tk} òàêà, ùî gtkx0 → x+, êîëè k → ∞. Ïî÷èíàþ÷è ç äåÿ-êîãî íîìåðà kG, óñi òî÷êè gtkx0 ëåæàòü ó G. Ç äîäàòíî¨ iíâàðiàíòíîñòi Gâèïëèâà¹ òîäi, ùî gtx0 ∈ G äëÿ âñiõ t ≥ tkG

. Îäíàê òîäi, ç îäíîãî áîêó,
x− 6= Ω(x0), à ç iíøîãî, x− ∈ Γ(x∗) ⊆ Ω(x0). Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêñàìî ìîæíà äîâåñòè, ùî é âèïàäîê 2) íåìîæëèâèé �Íàñëiäîê 7.2. Íåõàé G ⊂ D � äîâiëüíà äîäàòíî àáî âiä'¹ìíî ïiâiíâàðiàí-òíà îáëàñòü. Òîäi íå iñíó¹ ω-ãðàíè÷íî¨ òî÷êè, òðà¹êòîðiÿ ÿêî¨ ïåðåòèíà¹òüñÿÿê ç G, òàê i ç D \ clsG. 56



Ëåìà 7.1 äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè âàæëèâó ií�îðìàöiþ ïðî ïîâåäiíêó ïiâòðà-¹êòîði¨ Γ+(x0) ïîáëèçó òðà¹êòîði¨ Γ(x∗) ω-ãðàíè÷íî¨ òî÷êè x∗, âiäìiííî¨ âiäïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Ç òâåðäæåííÿ, ÿêå íàâîäèòüñÿ íèæ÷å, âèïëèâà¹, ùî
Γ+(x0) ñïiðàëåâèäíî íàáëèæà¹òüñÿ äî Γ(x∗).Òâåðäæåííÿ 7.5. Íåõàé òî÷êà x∗ ∈ Ω(x0) íå ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè, S� ñi÷íà âåêòîðíîãî ïîëÿ f , ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç x∗. Òîäi íà S âèçíà÷åíiòî÷êè x1, x2, . . . ïîñëiäîâíîãî ïåðåòèíó ñi÷íî¨ S ïiâòðà¹êòîði¹þ Γ+(x0). Ïðèöüîìó xk → x∗, êîëè k → ∞, óñi òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi {xk} ðîçòàøîâàíiïî îäèí áiê âiä x∗ íà êðèâié S òàê, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N òî÷êà xk+1ëåæèòü ìiæ xk i x∗, à ÷àñîâi ïðîìiæêè ìiæ êîæíèìè äâîìà ïîñëiäîâíèìèïåðåòèíàìè ìîæíà îáìåæèòè çíèçó îäíèì i òèì ñàìèì äîäàòíèì ÷èñëîì.Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî çãiäíî ç ëåìîþ 7.1 ÷îòèðèêóòíèê ABCD äëÿ òî-÷êè x = x∗. Îñêiëüêè x∗ ∈ Ω(x0), òî iñíó¹ íåîáìåæåíà çãîðè ïîñëiäîâíiñòüìîìåíòiâ ÷àñó, ÿêèì âiäïîâiäàþòü òî÷êè òðà¹êòîði¨ Γ+(x0), ùî ëåæàòü â
ABCD. Îäíàê òîäi ç óðàõóâàííÿì ëåìè 7.1 òî÷êà x0 ïiä äi¹þ ïîòîêó áåçëi÷ðàçiâ âõîäèòü ó ABCD ÷åðåç ñòîðîíó AB i âèõîäèòü ç íüîãî ÷åðåç ñòîðî-íó CD, êîæíîãî ðàçó ïåðåòèíàþ÷è äóãó EF . Çâiäñè é âèïëèâà¹ iñíóâàííÿïîñëiäîâíîñòi òî÷îê {xk}.Ïîêàæåìî, ùî òî÷êè x1, x2, . . . ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä x∗. Ïðèïóñòèìî,íàâïàêè, ùî iñíó¹ ïàðà ïîñëiäîâíèõ òî÷îê ïåðåòèíó Γ+(x0) iç S, ðîçòàøî-âàíèõ ïî ðiçíi áîêè âiä x∗. Ìîæåìî ïîçíà÷èòè öi òî÷êè ÷åðåç x1 òà x2. Òîäiäiëÿíêà ïiâòðà¹êòîði¨ ç êiíöÿìè â x1 i x2 ðàçîì ç âiäêðèòîþ äóãîþ ñi÷íî¨ìiæ öèìè òî÷êàìè óòâîðþ¹ æîðäàíîâó êðèâó, ÿêà îáìåæó¹ ïiâiíâàðiàíòíóîáëàñòü G òàê, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ îäèí iç âèïàäêiâ, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 7.3.I â ïåðøîìó, i â äðóãîìó âèïàäêó òðà¹êòîðiÿ Γ(x∗) ìiñòèòü òî÷êè ÿê ç G,òàê i ç G, òàê i ç D \ clsG, à öå íåìîæëèâî ç îãëÿäó íà íàñëiäîê 7.2.Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè âiä ñóïðîòèâíîãî ëåãêî äîâåñòè, ùî äëÿêîæíîãî k ∈ N òî÷êà xk+1 ëåæèòü ìiæ xk i x∗.Íàðåøòi, îñêiëüêè ÷îòèðèêóòíèê ABCD ìîæíà âèáðàòè ÿê çàâãîäíîìàëèì, òî xk → x∗, êîëè k → ∞ �Òâåðäæåííÿ 7.6. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ Ê, òî Ω(x0) íå ìiñòèòüíåçàìêíåíèõ íå àñèìïòîòè÷íèõ ïiâòðà¹êòîðié.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî Ω(x0) ìiñòèòü òî÷êó x∗, äëÿ ÿêî¨ ïiâòðà¹êòî-ðiÿ Γ+(x∗) íåçàìêíåíà i íå àñèìïòîòè÷íà. Òîäi öÿ ïiâòðà¹êòîðiÿ ñàìà ìà¹íåïîðîæíþ ω-ãðàíè÷íó ìíîæèíó Ω(x∗) ⊆ Ω(x0), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ áiëüø íiæç îäíi¹¨ òî÷êè. Iç çâ'ÿçíîñòi Ω(x∗) i ïðèïóùåííÿ Ê âèïëèâà¹, ùî öÿ ìíîæè-íà ìiñòèòü íåîñîáëèâó òî÷êó x∗∗. Îäíàê òîäi çà òâåðäæåííÿì 7.5 Γ+(x∗)ìóñèëà á áåçëi÷ ðàçiâ ïåðåòèíàòè ñi÷íó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç x∗∗. Öå, îäíàê,íåìîæëèâî ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 7.4. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.57



Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü, ùî íå iñíó¹ íåçàìêíåíî¨ íå àñèìïòîòè-÷íî¨ âiä'¹ìíî¨ ïiâòðà¹êòîði¨ ω-ãðàíè÷íî¨ òî÷êè �Ïiäñóìêîì íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü ¹ òàêà òåîðåìà.Òåîðåìà 7.2. Íåõàé f(x0) 6= 0 i äëÿ Γ+(x0) âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ Ê.Òîäi ðåàëiçó¹òüñÿ îäèí ç ïåðåëi÷åíèõ íèæ÷å âèïàäêiâ:1) Γ+(x0) àñèìïòîòè÷íà òðà¹êòîðiÿ, òîáòî iñíó¹ ãðàíèöÿ
limt→+∞ gtx0 =: x∗. Òîäi Ω(x0) = x∗.2) Γ+(x0) � öèêë. Òîäi Γ(x0) = Ω(x0).3) Γ+(x0) íåçàìêíåíà íå àñèìïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ, ω-ãðàíè÷íà ìíî-æèíà ÿêî¨ íå ìiñòèòü ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Òîäi Ω(x0) � öèêë, íà ÿêèé
Γ+(x0) íàâèâà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñïiðàëi.4) Γ+(x0) íåçàìêíåíà íå àñèìïòîòè÷íà ïiâòðà¹êòîðiÿ, ω-ãðàíè÷íà ìíî-æèíà ÿêî¨ ìiñòèòü ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Òîäi Ω(x0) ¹ çâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿìïîëîæåíü ðiâíîâàãè i äâîÿêîàñèìïòîòè÷íèõ òðàåêòîðié, ñåðåä ÿêèõ ìîæóòüáóòè ÿê ãîìî-, òàê i ãåòåðîêëiíi÷íi. Ïiâòðà¹êòîðiÿ Γ+(x0) íàâèâà¹òüñÿ íà
Ω(x0) ó âèãëÿäi ñïiðàëi.Äîâåäåííÿ. Äîäàòêîâîãî ðîç'ÿñíåííÿ ïîòðåáóþòü ëèøå âèïàäêè 3) i 4).Ó âèïàäêó 3) ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 7.6 òðà¹êòîðiÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè
x∗ ∈ Ω(x0) ìîæå áóòè ëèøå öèêëîì. Iç çâ'ÿçíîñòi Ω(x0) âèïëèâà¹ òîäi,ùî Ω(x0) = Γ(x∗).Ó âèïàäêó 4) Ω(x0), ÿê çâ'ÿçíà ìíîæèíà, íå ìîæå ñêëàäàòèñÿ ëèøåç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Îòæå, âîíà ìiñòèòü i íåòðèâiàëüíi òðà¹êòîði¨, êî-æíà ç ÿêèõ ìîæå áóòè ëèøå äâîÿêîàñèìïòîòè÷íîþ. �ðàíè÷íi òî÷êè êî-æíî¨ òàêî¨ òðà¹êòîði¨ ¹ ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè, ÿêi íàëåæàòü Ω(x0), îñêiëü-êè öÿ ìíîæèíà çàìêíåíà. Ïîâåäiíêó Γ+(x0) ïîáëèçó Ω(x0) ïîÿñíþ¹ òâåð-äæåííÿ 7.5 �Îäèí ç âàðiàíòiâ ðåàëiçàöi¨ âèïàäêó 4) ç íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè çîáðà-æåíî íà ðèñ. 7.4. Òóò ω-ãðàíè÷íà ìíîæèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïîëîæåíüðiâíîâàãè, òðüîõ ãîìîêëiíi÷íèõ i äâîõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié.

�èñ. 7.4.58



7.3. �ðàíè÷íi öèêëèÇ òåîðåìè 7.2 âèïëèâà¹, ùî êîëè äåÿêà îáìåæåíà ìíîæèíà ìiñòèòü äî-äàòíó ïiâòðà¹êòîðiþ ñèñòåìè (7.1) i íå ìiñòèòü ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, òî çà-çíà÷åíà ïiâòðà¹êòîðiÿ íàâèâà¹òüñÿ íà öèêë.Îçíà÷åííÿ 7.6. Öèêë ÿêèé ¹ ω- àáî α-ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ äåÿêî¨ ïiâ-òðà¹êòîði¨, íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì öèêëîì.Òâåðäæåííÿ 7.7. Êîæåí içîëüîâàíèé öèêë ñèñòåìè (7.1) (òîáòî öèêë, óäåÿêîìó îêîëi ÿêîãî íåìà¹ iíøèõ öèêëiâ òà ïîëîæåíü ðiâíîâàãè) ¹ ãðàíè-÷íèì öèêëîì.Äîâåäåííÿ. Íåõàé x∗ � äîâiëüíà òî÷êà içîëüîâàíîãî öèêëó, T � éîãî íàé-ìåíøèé äîäàòíèé ïåðiîä. Ïîáóäó¹ìî äëÿ x∗ ÷îòèðèêóòíèê ABCD ç ëåìè7.1. ßêùî òî÷êà x0 6= x∗ íà äóçi EF i÷íî¨ S ðîçòàøîâàíà â äîñèòü ìàëîìóîêîëi U òî÷êè x∗, òî çà òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó çà-äà÷i Êîøi âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü i ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi gTx∗ = x∗ òî÷êà
gTx0 áóäå íàëåæàòè ABCD. Âëàñòèâiñòü öüîãî ÷îòèðèêóòíèêà ïðîïóñêà-òè ÷åðåç ñåáå òðà¹êòîði¨ äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âàæëèâèé âèñíîâîê: iñíó¹ òàêèéîêië U òî÷êè x∗ íà êðèâié EF , ùî êîæíà òî÷êà x0 ç öüîãî îêîëó ïiä äi¹þïîòîêó ñïî÷àòêó âèéäå ç ÷îòèðèêóòíèêà ABCD, à ïîòiì ó äåÿêèé ìîìåíò
τ(x0) > 0, áëèçüêèé äî T , çíîâó ïîòðàïèòü íà EF . Ïðè öüîìó �óíêöiÿ
τ(x) îáìåæåíà é âiäîêðåìëåíà âiä 0 â U , i ÿêùî U ∋ x→ x∗, òî τ(x) → T .Öåé �àêò âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ 7.3.Òàêèì ÷èíîì, âèíèêà¹ âiäîáðàæåííÿ

U ∋ x→ P (x) := gτ(x)x ∈ S,ÿêå íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì Ïóàíêàðå (ó ðîñiéñüêîìîâíié ëiòåðàòóði çà-ìiñòü öüîãî âèêîðèñòîâóþòü òåðìií ¾�óíêöèÿ ïîñëåäîâàíèÿ¿) (ðèñ. 7.5).Òî÷êà P (x0) ëåæèòü íà ñi÷íié ïî òîé ñàìèé áiê âiä x∗, ùî é x0, iíàêøå
Γ+(x0) ïåðåòèíàëà á öèêë Γ(x0).

�èñ. 7.5.Îñêiëüêè ìè çðîáèëè ïðèïóùåííÿ ïðî içîëüîâàíiñòü öèêëó, òî çà óìî-âè äîñòàòíüî¨ ìàëîñòi îêîëó U ìà¹ìî P (x0) 6= x0. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïðè-59



ïóñòèìî, ùî P (x0) ëåæèòü ìiæ x∗ òà x0 (ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó íàøiìiðêóâàííÿ ñòîñóâàëèñÿ á âiä'¹ìíî¨ ïiâòðà¹êòîði¨ Γ−(x0)). Òîäi P (x0) ∈ U ,i áóäóòü âèçíà÷åíi âñi iòåðàöi¨ âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå: P (x0), P
2(x0) =

P ◦ P (x0), . . . , P
i(x0) = P ◦ . . . ◦ P

§ ñî ¶

i

(x0), . . . Ïðè öüîìó P i(x0) ëåæèòü ìiæ
P i−1(x0) òà P i+1(x0). Îòæå, ìà¹ìî ìîíîòîííó, îáìåæåíó, à òîìó çáiæíóïîñëiäîâíiñòü òî÷îê {xi := P i(x0)}i=0,1,2,..., ÿêi ëåæàòü íà âiäðiçêó ç êiíöÿ-ìè â x0 òà x∗. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî limi→∞ P i(x0) := x∗ = x∗.Ïðèïóñòèìî, íàâïàêè, ùî x∗ 6= x∗. Òîäi ìîæíà áóëî á óêàçàòè ïîñëi-äîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {i(j)}j=1,2,... òàêó, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà äîäàòíàãðàíèöÿ T ∗ := limj→∞ τ(xi(j)). Çâiäñè âèïëèâàëî á, ùî gT∗

x∗ = x∗, à öåñóïåðå÷èòü içîëüîâàíîñòi öèêëó Γ(x∗) �Ñåðåä ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ðîçðiçíÿþòü ñòiéêi, íåñòiéêi, íàïiâñòiéêi.Ñòiéêèé (íåñòiéêèé) öèêë ¹ ω-ãðàíè÷íîþ (α-ãðàíè÷íîþ) ìíîæèíîþáóäü-ÿêî¨ äîäàòíî¨ (âiä'¹ìíî¨) ïiâòðà¹êòîði¨, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ â äîñèòü ìà-ëîìó îêîëi öèêëó. Óñi äîäàòíi (âiä'¹ìíi) ïiâòðà¹êòîði¨ òî÷îê, ùî ëåæàòü óäîñèòü ìàëîìó îêîëi ñòiéêîãî (íåñòiéêîãî) öèêëó, íàìîòóþòüñÿ íà íüîãî,êîëè t→ ∞ (êîëè t→ −∞).Ìîæëèâèé âèïàäîê, êîëè öèêë Γ(x∗) ðîçðiçà¹ äåÿêèé ñâié îêië íà äâiîáëàñòi D1 i D2 òàê, ùî äëÿ êîæíî¨ x0 ∈ D1 öèêë Γ(x∗) ¹ ω-ãðàíè÷íî¨ìíîæèíîþ ïiâòðà¹êòîði¨ Γ+(x0), à äëÿ êîæíî¨ x0 ∈ D2 öèêë Γ(x∗) ¹ α-ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíîþ ïiâòðà¹êòîði¨ Γ−(x0). Ó òàêîìó ðàçi öèêë Γ(x∗) íàçè-âàþòü íàïiâñòiéêèì.Öèêëè ïåðåëi÷åíèõ òèïiâ çîáðàæåíî âiäïîâiäíî íà ðèñ.7.6 à, á, â.
�èñ. 7.6.Óâåäåìî íà ñi÷íié S â îêîëi òî÷êè x∗ ëîêàëüíó êîîðäèíàòó u, òàê ùîá

u(x∗) = 0. Òîäi âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå çàäà¹òüñÿ ñêàëÿðíîþ �óíêöi¹þ
p(u), âèçíà÷åíîþ â îêîëi íóëÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè (öå áóäå çðîáëåíî â ï. 8.1.),ùî êîëè ñi÷íà é âåêòîðíå ïîëå f ìàþòü êëàñ ãëàäêîñòi Cr (ìè ïðèïóñêà¹ìî,ùî r ≥ 1), òî é �óíêöiÿ p(u) r-ðàçiâ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà. Êðiì òîãî,öÿ �óíêöiÿ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: 60



• ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü p(0) = 0 (x∗ � íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿÏóàíêàðå);
• �óíêöiÿ p(u) ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòà¹ (â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çíà-éøëèñÿ á äâi ðiçíi òðà¹êòîði¨, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ);
• ïðè u 6= 0 ìà¹ìî p(u)u > 0 (íàñëiäîê ïåðøèõ äâîõ âëàñòèâîñòåé);
• âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü p′(0) > 0 (íàñëiäîê ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi).Çîáðàæåíèì íà ðèñ. 7.6 òèïàì ãðàíè÷íèõ öèêëiâ âiäïîâiäàþòü òðè òèïèðîçòàøóâàííÿ ãðà�iêà �óíêöi¨ y = p(u) âiäíîñíî áiñåêòðèñè y = u, ïîêà-çàíèõ íà ðèñ. 7.7. Òóò òàêîæ ïîêàçàíî ãðà�i÷íèé ñïîñiá ïîáóäîâè òî÷îê

ui = pi(u0), i = 1, 2, . . . çà äîïîìîãîþ òàê çâàíèõ äiàãðàì (ñõiäöiâ) Ëàìå-ðåÿ.

�èñ. 7.7.Ñåðåä ãðàíè÷íèõ öèêëiâ âèäiëÿþòü ãðóái (íåâèðîäæåíi) i íåãðóái (âè-ðîäæåíi) âiäíîñíî çáóðåíü âåêòîðíîãî ïîëÿ f . Ñòiéêèé (íåñòiéêèé) ãðó-áèé öèêë õàðàêòåðèçó¹ óìîâà p′(0) < 1 (p′(0) > 1), à íåãðóáèé � óìîâà
p′(0) = 1. Íàïiâñòiéêèé öèêë çàâæäè íåãðóáèé, ïðè÷îìó îäíî÷àñíî ç ðiâ-íiñòþ p′(0) = 1 âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç òàêèõ óìîâ: 1) p′′(0) 6= 0; 2) p(k)(0) =

= 0, k = 2, . . . , 2m+ 1, àëå p(2m+2) 6= 0, äå m � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.7.4. Çáóðåííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ�îçãëÿíåìî, ÿê âïëèâàþòü çáóðåííÿ íà �àçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (7.1)(n = 2) â îêîëi ãðàíè÷íîãî öèêëó.Äëÿ çáóðåíî¨ ñèñòåìè
ẋ = f(x) + ǫf1(x),äå f1 ∈ Cr(D 7→ R2), à ǫ � ìàëèé ïàðàìåòð (|ǫ| ≪ 1), ç óðàõóâàííÿì òåîðå-ìè ïðî äè�åðåíöiéîâíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi çà ïàðàìåòðàìè âèçíà÷åíå61



çáóðåíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå P (x, ǫ), çàëåæíå âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà ǫ.Ìîæíà ïîêàçàòè (öå áóäå çðîáëåíî â ï. 9.2.), ùî �óíêöiÿ p(u, ǫ), ÿêó ïîðî-äæó¹ çáóðåíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ïiñëÿ ââåäåííÿ ëîêàëüíî¨ êîîðäèíàòè
u íà ñi÷íié S, íàëåæèòü êëàñó Cr. Ïðè öüîìó p(u, 0) = p(u).�îçãëÿíåìî âèïàäîê ãðóáîãî öèêëó. Äëÿ òîãî, ùîá çáóðåíà ñèñòåìà ìàëàöèêë, áëèçüêèé äî öèêëó íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè, äîñèòü, ùîá ðiâíÿííÿ

p(u, ǫ) − u = 0ìàëî ðîçâ'ÿçîê u = u(ǫ), áëèçüêèé äî íóëÿ. Îñêiëüêè p(0, 0) = 0 i
p′u(0, 0) − 1 6= 0, òî çà òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó �óíêöiþ â äîñèòü ìàëîìóîêîëi òî÷êè (0, 0) äiéñíî iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê u(ǫ), ïðè÷îìó
u(ǫ) = O(ǫ), ǫ → 0.Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè |ǫ| ≪ 1 ãðà�iê �óíêöi¨ y = p(u, ǫ) ïåðåòèíà¹áiñåêòðèñó y = u â òî÷öi ç àáñöèñîþ u(ǫ), i â òî÷öi ïåðåòèíó êóòîâèé êîå�i-öi¹íò éîãî äîòè÷íî¨ p′u(u(ǫ), ǫ) áóäå áëèçüêèì äî p′(0). Îòæå, ó âèïàäêó, ùîðîçãëÿäà¹òüñÿ, òèï äiàãðàìè Ëàìåðåÿ ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ íå çìiíþ¹òüñÿ.Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê: ïðè ìàëèõçáóðåííÿõ ãðóáèé öèêë íå ðóéíó¹òüñÿ, à ëèøå çëåãêà äå�îðìó¹òüñÿ. Òèïéîãî ñòiéêîñòi, à ðàçîì ç òèì i õàðàêòåð ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié â éîãî ìàëîìóîêîëi, çáåðiãà¹òüñÿ.Çáóðåííÿ ñèñòåìè ç íåãðóáèì öèêëîì ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñóïðîâî-äæó¹òüñÿ ÿêiñíèìè ïåðåáóäîâàìè �àçîâîãî ïîðòðåòó. Òàê, ïiä äi¹þ çáóðåíüïiâñòiéêîãî öèêëó, äëÿ ÿêîãî p′′(0) 6= 0, ìîæå âiäáóòèñÿ éîãî ðîçäâî¹ííÿ(ái�óðêàöiÿ2) íà äâà ãðóáèõ öèêëà ðiçíèõ òèïiâ ñòiéêîñòi. Îäèí ç öèõ öè-êëiâ ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi, îáìåæåíié iíøèì. Ó öié ñèòóàöi¨ ãðà�iê �óíêöi¨
y = p(u, ǫ) ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 7.8 à. Ìîæëèâèé âèïàäîê, êîëèãðà�iê öi¹¨ �óíêöi¨ ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 7.8 á. Òîäi çáóðåííÿðóéíóþòü íàïiâñòiéêèé öèêë.ßêùî p′(0) = 1, p′′(0) = 0, à p′′′(0) 6= 0, òî ãðà�iê �óíêöi¨ y = p(u)äîòèêà¹òüñÿ ïðÿìî¨ y = u â òî÷öi (0, 0), ÿêà äëÿ íüîãî ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó.Òîäi ïðè ìàëié äå�îðìàöi¨ òàêîãî ãðà�iêà îáîâ'ÿçêîâî çàëèøà¹òüñÿ õî÷à áîäíà òî÷êà éîãî ïåðåòèíó ç ïðÿìîþ y = u, ïðè÷îìó öÿ òî÷êà ïðèïèíÿ¹ áóòèòî÷êîþ äîòèêó. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó â ïðîöåñi ìàëîãî äå�îðìóâàííÿ àáîçàëèøà¹òüñÿ îäíà òî÷êà ïåðåòèíó çáóðåíèì ãðà�iêîì ïðÿìî¨ y = u, àáîç'ÿâëÿ¹òüñÿ âiäðàçó òðè òî÷êè ïåðåòèíó (äèâ. ðèñ. 7.8 â).Ç öèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî äå�îðìîâàíèé óíàñëiäîê çáóðåíü ïiâñòié-êèé öèêë, ÿê ïðàâèëî, àáî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ãðóáèé, àáî ðîçïàäà¹òüñÿ íà2Òåðìií ¾ái�óðêàöiÿ¿ ïîõîäèòü âiä ëàòèíñüêîãî bifurus � ðîçäâî¹íèé. Ó ãåî-ãðà�i¨, íàïðèêëàä, âií îçíà÷à¹ ïîäië òå÷i¨ ði÷êè íà äâà âiäãàëóæåííÿ. Ó ñó÷à-ñíié òåîði¨ çâè÷àéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü öåé òåðìií âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âøèðøîìó ðîçóìiííi äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÿêiñíèõ ïåðåòâîðåíü �àçîâèõ ïîðòðåòiâ ñè-ñòåì, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåðiâ, êîëè îñòàííi çìiíþþòüñÿ â îêîëi ïåâíèõ êðèòè÷íèõçíà÷åíü. 62



�èñ. 7.8.òðè ãðóáèõ öèêëè ç ïî÷åðãîâîþ çìiíîþ õàðàêòåðó ¨õ ñòiéêîñòi. Îñòàííié âè-ïàäîê ìà¹ ìiñöå, êîëè, íàïðèêëàä, ãðà�iê �óíêöi¨ y = p(u, ǫ) ìà¹ âèãëÿä,çîáðàæåíèé íà ðèñ. 7.8 â.7.5. Ñòðóêòóðíî-ñòiéêi ñèñòåìèÍàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ êðèòåðié ñòðóêòóðíî¨ ñòiéêîñòi äâîâèìiðíèõ ñè-ñòåì, çàäàíèõ â îáìåæåíèõ çàìêíåíèõ îáëàñòÿõ (äèâ. [2℄).Òåîðåìà 7.3. Íåõàé D � îáìåæåíà îáëàñòü ïëîùèíè, ìåæà ÿêî¨ ¹ æîð-äàíîâîþ êðèâîþ ç íåïåðåðâíîþ äîòè÷íîþ, i íåõàé f ∈ C1(clsD 7→ R2) �âåêòîðíå ïîëå â clsD, ÿêå íå äîòèêà¹òüñÿ äî ìåæi ∂D ó êîæíié ¨¨ òî÷öi.Àáè ïîðîäæåíà öèì âåêòîðíèì ïîëåì àâòîíîìíà ñèñòåìà áóëà ñòðóêòóðíî-ñòiéêîþ, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëèñÿ òàêi óìîâè:1) Ñèñòåìà ìà¹ ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî ïîëîæåíü ðiâíîâàãè é óñi âîíèãiïåðáîëi÷íi, òîáòî ÿêùî f(x∗) = 0, òî Reλ(f ′(x∗)) 6= 0.2) Ñèñòåìà íå ìà¹ äâîÿêîàñèìïòîòè÷íèõ òðà¹êòîðié, ÿêi ç'¹äíóþòü ñiäëà.3) Ñèñòåìà ìà¹ ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî öèêëiâ i âñi âîíè íåâèðîäæåíi,òîáòî äëÿ êîæíîãî öèêëó çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ âiäïîâiäíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïó-àíêàðå â éîãî íåðóõîìié òî÷öi íå äîðiâíþ¹ 1.7.6. Òîïîëîãi÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè íà ïëîùèíiÎñíîâíà çàäà÷à ÿêiñíîãî àíàëiçó êîíêðåòíî¨ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè íà ïëî-ùèíi ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi �àçîâîãî ïîðòðåòà öi¹¨ ñèñòåìè, òîáòî â îïèñi âñiõòèõ âëàñòèâîñòåé ðîçáèòòÿ �àçîâîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè íà òðà¹êòîði¨, ÿêiçàëèøàþòüñÿ iíâàðiàíòíèìè ïðè ãîìåîìîð�içìàõ (êîëè éäåòüñÿ ïðî òîïî-ëîãi÷íèé ïîðòðåò) àáî äè�åîìîð�içìàõ (ïðè áiëüø òîíêîìó îïèñi) ¨ ¨ �àçî-âîãî ïðîñòîðó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ ïîáóäîâè òîïîëîãi÷íîãî ïîðòðåòà äî-63



ñèòü îáìåæèòèñü âèâ÷åííÿì ïîâåäiíêè íå âñiõ, à ëèøå äåÿêèõ, òàê çâàíèõîñîáëèâèõ òðà¹êòîðié.Îçíà÷åííÿ 7.7. Ïiâòðà¹êòîðiÿ Γ+(x∗) íàçèâà¹òüñÿ îðáiòàëüíî ñòiéêîþ,ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ǫ > 0 çíàéäåòüñÿ δ-îêiëBδ(x∗) òî÷êè x∗ òàêèé, ùî äëÿêîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ Bδ(x∗) ïiâòðà¹êòîðiÿ Γ+(x0) íàëåæèòü ǫ-îêîëó ïiâòðà¹-êòîði¨ Γ+(x∗). Àíàëîãi÷íî (iç çàìiíîþ iíäåêñiâ ¾+¿ íà ¾−¿) âèçíà÷à¹òüñÿîðáiòàëüíà ñòiéêiñòü âiä'¹ìíî¨ ïiâòðà¹êòîði¨.ßêùî ïiâòðà¹êòîðiÿ Γ+(x∗) (ïiâòðà¹êòîðiÿ Γ−(x∗)) îðáiòàëüíî ñòiéêà, òîòðà¹êòîðiÿ Γ(x∗) íàçèâà¹òüñÿ ω-îðáiòàëüíî ñòiéêîþ (α-îðáiòàëüíî ñòiéêîþ).Òðà¹êòîðiÿ, ÿêà ¹ îäíî÷àñíî ω-îðáiòàëüíî ñòiéêîþ i α-îðáiòàëüíî ñòié-êîþ, íàçèâà¹òüñÿ îðáiòàëüíî ñòiéêîþ.Òðà¹êòîðiÿ, ÿêà íå ¹ îðáiòàëüíî ñòiéêîþ àáî ÿêà ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè,íàçèâà¹òüñÿ îñîáëèâîþ.Àñèìïòîòè÷íà îðáiòàëüíî íåñòiéêà äîäàòíà (âiä'¹ìíà) ïiâòðà¹êòîðiÿ íà-çèâà¹òüñÿ ω-ñåïàðàòðèñîþ (α�ñåïàðàòðèñîþ).Íàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ òàêå òâåðäæåííÿ (äèâ. [4℄).Òåîðåìà 7.4. Êîæíà îñîáëèâà òðà¹êòîðiÿ íàëåæèòü îäíîìó ç òàêèõ òðüîõòèïiâ òðà¹êòîðié:1) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè;2) ãðàíè÷íèé öèêë;3) íàçàìêíåíà òðà¹êòîðiÿ, ÿêà ìiñòèòü õî÷à á îäíó ç äâîõ òèïiâñåïàðàòðèñ.Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî äîñëiäæóâàíà ñèñòåìà âèçíà÷åíà â äåÿêiéñêií÷åííié îáëàñòi D i ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü îñîáëèâèõ òðà¹êòîðié.Îñîáëèâi òðà¹êòîði¨ ðîçáèâàþòü ïåâíèì ÷èíîì îáëàñòü D íà ñêií÷åííóêiëüêiñòü ïiäîáëàñòåé D1, . . . , DN . ßêùî ìåæà ïiäîáëàñòi Dj ñêëàäà¹òüñÿëèøå ç îñîáëèâèõ òðà¹êòîðié, òî òàêó ïiäîáëàñòü íàçèâàþòü ÷àðóíêîþ.Íàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ òàêå òâåðäæåííÿ (äèâ. [4℄).Òåîðåìà 7.5. ßêùî âñåðåäèíi ÷àðóíêè Dj iñíó¹ õî÷à á îäèí öèêë, òî âñiòðà¹êòîði¨ â Dj ¹ öèêëàìè, âêëàäåíèìè îäèí â îäèí, ïðè÷îìó êiëüöåâàîáëàñòü, îáìåæåíà áóäü-ÿêîþ ïàðîþ öèêëiâ, íàëåæèòüDj . Ó öüîìó âèïàäêóîáëàñòü Dj � äâîçâ'ÿçíà.ßêùî æ óñåðåäèíi Dj íå iñíó¹ æîäíîãî öèêëà, òî âñi òðà¹êòîði¨ òî÷îê ç
Dj íåçàìêíåíi é ìàþòü îäíi é òi æ ñàìi α- òà ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè. Ó öüîìóâèïàäêó îáëàñòü Dj íå áiëüø íiæ äâîçâ'ÿçíà. ßêùî âîíà äâîçâ'ÿçíà, òîáòî
∂Dj = γ1j ∪ γ2j , äå γ1j òà γ2j � êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìåæi (âîíè ¹ çâ'ÿ-çíèìè çàìêíåíèìè íåïåðåòèííèìè ìíîæèíàìè), òî îäíà ç öèõ êîìïîíåíò¹ ω-ãðàíè÷íîþ, à iíøà � α-ãðàíè÷íîþ ìíîæèíàìè äëÿ âñiõ òðà¹êòîðié iç÷àðóíêè Dj . 64



Ïðèêëàäè îäíîçâ'ÿçíî¨ òà äâîçâ'ÿçíî¨ ÷àðóíîê íàâåäåíî íà ðèñ. 7.9.
�èñ. 7.9.Äëÿ òîãî, ùîá îñòàòî÷íî ïîáóäóâàòè òîïîëîãi÷íèé ïîðòðåò äâîâèìiðíî¨àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè, ïîòðiáíî âèâ÷èòè ðîçòàøóâàííÿ ÷àðóíîê òà ç'ÿñóâà-òè õàðàêòåð ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié óñåðåäèíi íèõ. Ç öi¹þ ìåòîþ ïîòðiáíî:1) äîñëiäèòè õàðàêòåð ïîëîæåíü ðiâíîâàãè òà ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié â ¨õíiõîêîëàõ; 2) óñòàíîâèòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ iíøèõ îñîáëèâèõ òðà¹êòîðié,ÿêi ¹ ãðàíè÷íèìè ìíîæèíàìè; 3) äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ñåïàðàòðèñ, ÿêi íå ¹ãðàíè÷íèìè ìíîæèíàìè.Ñïðîáà ðåàëiçàöi¨ çàïðîïîíîâàíîãî ïëàíó ïîáóäîâè òîïîëîãi÷íîãî ïîðò-ðåòà àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè íàøòîâõó¹òüñÿ íà äóæå ñêëàäíó çàäà÷ó âèçíà-÷åííÿ ÷èñëà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Ó âèïàäêó, êîëè ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè �ïîëiíîìè, âiäïîâiäíà çàäà÷à ïîâ'ÿçàíà ç äðóãîþ ÷àñòèíîþ çíàìåíèòî¨ 16-¨ïðîáëåìè �iëüáåðòà. Ó ñó÷àñíîìó �îðìóëþâàííi âîíà çâó÷èòü òàê.Íåõàé ïðàâi ÷àñòèíè äâîâèìiðíî¨ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè � ïîëiíîìè ñòåïå-íÿ n. ×è ìîæíà ÷èñëî ãðàíè÷íèõ öèêëiâ öi¹¨ ñèñòåìè îöiíèòè çâåðõó ÷èñëîì

nq, äå q � äåÿêà óíiâåðñàëüíà ñòàëà?Ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ÷àñó ââàæàëîñÿ, ùî òåîðåìà ïðî ñêií÷åííiñòü ÷èñëàãðàíè÷íèõ öèêëiâ ïîëiíîìiàëüíî¨ ñèñòåìè äîâåäåíà ó 1923 ð. �ðàíöóçüêèììàòåìàòèêîì À. Äþëàêîì. Îäíàê ÷åðåç 60 ðîêiâ Þ. Iëüÿøåíêî âèÿâèâ óìiðêóâàííÿõ Äþëàêà ïîõèáêó. Ïðàâèëüíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Äþëàêà áóëîîïóáëiêîâàíå Þ. Iëüÿøåíêîì ó 1992 ð. Íà ðîçâ'ÿçàííÿ ñ�îðìóëüîâàíî¨ âè-ùå ïðîáëåìè �iëüáåðòà ïðåòåíäóâàëè ðîñiéñüêi ìàòåìàòèêè Ïåòðîâñüêèé iËàíäiñ. Îäíàê ¨õíi îöiíêè ÷èñëà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ âèÿâèëèñÿ ïîìèëêîâèìè.8. Îêië öèêëó àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè�îçãëÿíåìî â îáëàñòi D ⊂ Rn àâòîíîìíó ñèñòåìó
ẋ = f(x), f(x) ∈ Cr(D 7→ Rn). (8.1)Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî âîíà âèçíà÷à¹ ïîòiê (D, {gt}t∈R).Íàãàäà¹ìî, ùî çàìêíåíà òðà¹êòîðiÿ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè, âiäìiííà âiäïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, íàçèâà¹òüñÿ öèêëîì. Çàäà÷à ïðî iñíóâàííÿ öèêëiâ ¹65



îäíi¹þ ç ãîëîâíèõ ïðè äîñëiäæåííi àâòîíîìíèõ ñèñòåì. Îñîáëèâå çíà÷åííÿìàþòü öèêëè, ÿêi ïðèòÿãóþòü äî ñåáå iíøi òðà¹êòîði¨. Òàêi öèêëè íàçèâàþ-òüñÿ ãðàíè÷íèìè. Ç íèìè ìè âæå çóñòði÷àëèñÿ ïðè âèâ÷åííi ω-ãðàíè÷íèõìíîæèí.8.1. Ìåòîä ïåðåðiçó ÏóàíêàðåÍåõàé x∗ ∈ D � ïåðiîäè÷íà òî÷êà ïîòîêó, âiäìiííà âiä ïîëîæåííÿ ðiâ-íîâàãè, T � ¨¨ íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðiîä.Äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè â îêîëi ¨ ¨ öèêëó
Γ(x∗) ìîæíà çâåñòè äî âèâ÷åííÿ iòåðàöié òàê çâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêà-ðå. Âîíî áóäó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì. ×åðåç òî÷êó x∗ îðòîãîíàëüíî äî âåêòîðà
f(x∗) ïðîâîäèìî ãiïåðïëîùèíó Π. ßêùî òî÷êà x0 ∈ Π çíàõîäèòüñÿ äîñèòüáëèçüêî äî x∗, òî ïiä äi¹þ ïîòîêó çà ÷àñ, áëèçüêèé äî T , âîíà ïîòðàïëÿ¹â òî÷êó x1 ∈ Π. Âèíèêà¹ âiäîáðàæåííÿ ïåðåòèíó äåÿêîãî îêîëà òî÷êè x∗ çãiïåðïëîùèíîþ Π ó öþ æ ãiïåðïëîùèíó (ðèñ. 8.1).

x*

x0x1

f�èñ. 8.1.Íàâåäåìî ñòðîãå îá ðóíòóâàííÿ êîðåêòíîñòi öi¹¨ êîíñòðóêöi¨. Óñþäè íà-äàëi áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî x∗ = 0.Òâåðäæåííÿ 8.1. Íåõàé f(x) ∈ Cr(D 7→ Rn). Òîäi iñíó¹ êóëÿ B(0) ⊂ Rniç öåíòðîì ó òî÷öi 0 i òàêà �óíêöiÿ τ(x) ∈ Cr(B(0) 7→ R), ùî τ(0) = T i
gτ(x)x ∈ Π äëÿ êîæíîãî x ∈ B(0).Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ãiïåðïëîùèíó Π ìîæíà çàäàòè ðiâíÿííÿì
〈f(0), x〉 = 0, òî τ(x) áóäåìî øóêàòè ÿê íåÿâíó �óíêöiþ, âèçíà÷åíó ñïiââi-äíîøåííÿì F (t, x) := 〈f(0), gtx〉 = 0. Ôóíêöiÿ F (t, x) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:1) F (t, x) ∈ Cr(D × R 7→ R); 2) F (T, 0) = 〈f(0), gT 0〉 = 〈f(0), 0〉 = 0;3)∂F (T,0)

∂t = 〈f(0), d
dt

ƒƒƒƒƒt=T
gt0〉 = 〈f(0), f(0)〉 6= 0. Îòæå, óñi óìîâè òåî-ðåìè ïðî íåÿâíó �óíêöiþ âèêîíàíi i â äåÿêié êóëi B(0) øóêàíà �óíêöiÿ

t = τ(x) ∈ Cr(B(0) 7→ R) iñíó¹ � 66



Îçíà÷åííÿ 8.1. Âiäîáðàæåííÿ
P : Π ∩B(0) 7→ Πíàçèâà¹òüñÿ (ëîêàëüíèì) âiäîáðàæåííÿì Ïóàíêàðå, ïîðîäæåíèì àâòîíîì-íîþ ñèñòåìîþ (8.1) â îêîëi öèêëó Γ(0).8.2. Ëiíåàðèçàöiÿ âiäîáðàæåííÿ ÏóàíêàðåÂèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå P , ÿêå ìà¹ íåðóõîìó òî-÷êó 0, äîöiëüíî ðîçïî÷àòè ç îïåðàòîðà éîãî ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè P ′(0) : Π 7→ Π.Íåõàé {ei}

n
i=1 � ñòàíäàðòíèé áàçèñ ó Rn. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìî-æíà ââàæàòè, ùî en = f(0)/‖f(0)‖. Òîäi â êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn, ïîâ'ÿ-çàíèõ ç áàçèñîì {ei}

n
i=1, ãiïåðïëîùèíà Π çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Π : xn = 0,êîîðäèíàòàìè íà Π ¹ x1, . . . , xn−1, à êîìïîíåíòè âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðåìàþòü âèãëÿä
Pi(x1, . . . , xn−1) = 〈gτ(x)x, ei〉

ƒƒƒƒxn=0
, i = 1, . . . , n− 1.Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ìàòðèöÿ îïåðàòîðà P ′(0) ó áàçèñi {ei}

n−1
i=1 îäåðæó-¹òüñÿ âèêðåñëþâàííÿì îñòàííüîãî ðÿäêà é îñòàííüîãî ñòîâïöÿ ç ìàòðèöißêîái ∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=0
gτ(x)x. Óñòàíîâèìî çâ'ÿçîê ìiæ ìàòðèöåþ îïåðàòîðà P ′(0) iìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨ ñèñòåìè ó âàðiàöiÿõ âiäíîñíî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó

gt0. Íàãàäà¹ìî, ùî öÿ ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä
ẋ = f ′x(gt0)x, (8.2)à ¨¨ ìàòðèöåþ ìîíîäðîìi¨ ¹ X(T ), äå

X(t) :=
∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=0
gtx� íîðìîâàíà â òî÷öi t = 0 �óíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (8.2).Ñïðàâäi, î÷åâèäíî, ùî X(0) = Id, à îñêiëüêè ∂

∂tg
tx = f(gtx), òî

∂

∂x

∂

∂t
gtx =

∂

∂x
f(gtx) ⇒

∂

∂t

∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=0
gtx = Jf ′x(gtx)

∂gtx

∂x
Nƒƒƒƒƒƒx=0

⇒

Ẋ(t) = f ′x(gt0)X(t).Òåîðåìà 8.1. Íåõàé f(0) ‖ en. Òîäi ìàòðèöÿ îïåðàòîðà P ′(0) ó áàçèñi
{ei}

n−1
i=1 îäåðæó¹òüñÿ øëÿõîì âèêðåñëþâàííÿ îñòàííüîãî ðÿäêà é îñòàí-íüîãî ñòîâïöÿ ç ìàòðèöi X(T ).Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=0
gτ(x)x =

∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=0
gτ(x)0 +

∂

∂x

ƒƒƒƒƒƒx=0
gTx =

= Bτ ′x1
(0)

d

dt
gt0, . . . , τ ′xn(0)

d

dt
gt0Fƒƒƒƒƒƒt=T

+X(T ) = τ ′xn(0)f(0) +X(T ).67



Òóò óðàõîâàíî, ùî âñi êîìïîíåíòè, êðiì n-¨, ó âåêòîðà f(0) äîðiâíþþòü 0.Ç öi¹¨ æ ïðè÷èíè âèêðåñëþâàííÿ îñòàííüîãî ðÿäêà é îñòàííüîãî ñòîâïöÿ óìàòðèöü ∂
∂x
ƒƒƒƒx=0

gτ(x)x òà X(T ) äà¹ îäèí i òîé ñàìèé ðåçóëüòàò � ìàòðèöþîïåðàòîðà P ′(0) �Äîìîâèìîñü íàäàëi îòîòîæíþâàòè îïåðàòîð P ′(0) ç éîãî ìàòðèöåþ âáàçèñi {ei}
n−1
i=1 , à ãiïåðïëîùèíó Π ç êîîðäèíàòíèì ïðîñòîðîì Rn−1 =

{(x1, . . . , xn−1)}. Äîñëiäèìî çâ'ÿçîê ìiæ âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöü
X(T ) òà P ′(0).Òâåðäæåííÿ 8.2. Âåêòîð f(0) ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi X(T ), ÿêèéâiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó 1.Äîâåäåííÿ. Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè ðiâíiñòü d

dtg
t0 = f(gt0), áà÷èìî, ùî�óíêöiÿ ξ(t) := d

dtg
t0 ¹ T -ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ó âàðiàöiÿõ(8.2), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó ξ(0) = f(0). Òîìó ξ(t) = X(t)f(0).Ç T -ïåðiîäè÷íîñòi ξ(t) âèïëèâà¹, ùî ξ(T ) = f(0). Îòæå,X(T )f(0) = f(0) �Òåîðåìà 8.2. Óïîðÿäêó¹ìî âëàñíi ÷èñëà µ1, . . . , µn ìàòðèöi X(T ) (ìóëü-òèïëiêàòîðè) òàê, ùî µn = 1. Òîäi âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi P ′(0) áóäóòü÷èñëà µ1, . . . , µn−1.Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ç òâåðäæåííÿ 8.2 âèïëèâà¹, ùî X(T )en = en, à îòæå,îñòàííié ñòîâïåöü ìàòðèöi X(T ) � öå âåêòîð en. Íà îñíîâi òåîðåìè 8.1ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî det(X(T ) − λId) = det(P ′(0) − λId)(1 − λ).Çâiäñè é äiñòà¹ìî ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò �Òåîðåìà 8.3. Íåõàé ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ ñèñòåìè ó âàðiàöiÿõ âiäíîñíî ïå-ðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó gt0 ìà¹ n − 1 ìóëüòèïëiêàòîð çà ìîäóëåì ìåíøèéíiæ 1. Òîäi Γ(0) � ëîêàëüíèé àòðàêòîð: iñíó¹ (n−1)-âèìiðíèé îêië U(0) ⊂ Πòî÷êè 0 òàêèé, ùî

min
y∈Γ(0)

‖y − gtx‖ → 0, t→ ∞, ∀x ∈ U(0).Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ (n−1)-âèìiðíèé îêië U(0) ⊂ Πòî÷êè 0, íà ÿêîìó âèçíà÷åíi âñi iòåðàöi¨ P k(x) := P ◦ · · · ◦ P
§ ñî ¶

k

(x), k = 1, 2, . . .Äîáðå âiäîìî, ùî ÿêå á íå áóëî ìàëå σ > 0, çíàéäåòüñÿ íåâèðîäæåíà ìà-òðèöÿ Hσ (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè) òàêà, ùî
H−1

σ P ′(0)Hσ = M +Nσ, äå M := diag(µ1, . . . , µn−1), Nσ � íiëüïîòåíòíàìàòðèöÿ, äëÿ ÿêî¨ ‖Nσ‖ ≤ σ.Ñïîñiá ïîáóäîâè ìàòðèöi Hσ ëåãêî çðîçóìiòè ç òàêèõ ìiðêóâàíü. Íåõàé
A � (m×m)-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ìà¹ ¹äèíå âëàñíå ÷èñëî λ i íîðìàëüíà68



�îðìà ÿêî¨ ¹ (m ×m)-êëiòèíîþ Æîðäàíà. Òîäi iñíó¹ áàçèñ {gj}
m
j=1 â Cmòàêèé, ùî

Agj = λgj + gj−1, j = 1, . . . ,m, g0 := 0.Äîìíîæèâøè j-òó ðiâíiñòü íà σj , j = 1, . . . ,m, ìàòèìåìî:
Aσjgj = λσjgj + σ(σj−1)gj−1, j = 1, . . . ,m.Îòæå, ïîêëàâøè hj = σjgj , äiñòàíåìî

Ahj = λhj + σhj−1, j = 1, . . . ,m.Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿA ïîäiáíà äî ìàòðèöi λId+σN , äåN � íiëüïîòåíòíàìàòðèöÿ.Óâåäåìî íîâó íîðìó â Π �îðìóëîþ ‖x‖σ := ‖H−1
σ x‖. Ïîêëàäåìî

P1(x) := P (x) − P ′(0)x i
ασ(x) :=

‖P1(x)‖σ

‖x‖σ
.Çðîçóìiëî, ùî ασ(x) → 0, ‖x‖σ → 0. Òåïåð äëÿ êîæíîãî x ∈ B(0) ∩ Πìà¹ìî

‖P (x)‖σ ≤ ‖P ′(0)x‖σ + ασ(x)‖x‖σ = ‖H−1
σ P ′(0)HσH

−1
σ x‖ + ασ(x)‖x‖σ ≤

≤ ‖(M +Nσ)H−1
σ x‖ + ασ(x)‖x‖σ ≤ Aρ+ σ + ασ(x)E‖x‖σ,äå ρ := max1≤i≤n−1 |µi|. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÷èñëa q ∈ (ρ, 1), σ = σ(q) > 0i δ = δ(σ) > 0 ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá U(0) := {x ∈ Π : ‖x‖σ < δ} ⊂

Π ∩B(0) i âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü
ρ+ σ + ασ(x) < q ∀x ∈ U(0).Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ‖P (x)‖σ ≤ q‖x‖σ i, çîêðåìà, P : U(0) 7→ U(0). Çâiäñèé âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ U(0) âèçíà÷åíi âñi iòåðàöi¨ P k(x), k =

1, 2, . . . , ïðè÷îìó
‖P k(x)‖σ ≤ qk‖x‖σ ∀x ∈ U(0). (8.3)Îñêiëüêè íîðìè ‖·‖σ òà ‖·‖ åêâiâàëåíòíi, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖P k(x)‖ →

0, k → ∞, äëÿ êîæíîãî x ∈ U(0).Äîâåäåìî, ùî ïiä äi¹þ ïîòîêó êîæíà òî÷êà x ∈ U(0) íàáëèæà¹òüñÿ äîöèêëó Γ(0), êîëè t → ∞. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî÷èñëî δ âèáðàíå òàê, ùî
T

2
< τ(x) < 2T ∀x ∈ U(0).Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tk(x) ìîìåíò k-ãî ïåðåòèíó äîäàòíîþ ïiâòðà¹êòîði¹þ òî-÷êè x ïëîùèíè Π, T0(x) = 0. Îñêiëüêè

gTk(x)x = P k(x) = gτ(Pk−1(x))P k−1(x) = gτ(Pk−1(x))gTk−1(x)x,òî Tk(x) = Tk−1(x) + τ(P k−1(x)) i
T

2
< Tk(x) − Tk−1(x) < 2T ∀x ∈ U(0).69



Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 iñíó¹ öiëå k(t, x) ≥ 0 òàêå, ùî
t ∈ [Tk(t,x)(x), Tk(t,x)+1(x)). Òîäi t1(t, x) := t− Tk(t,x)(x) ∈ [T/2, 2T ] i

min
y∈Γ(0)

‖y − gtx‖ ≤ ‖gt1(t,x)0 − gtx‖ = ‖gt1(t,x)0 − gt1(t,x)P k(t,x)(x)‖ ≤

≤ max
t∈[0,2T ]

‖gt0 − gtP k(t,x)(x)‖.Çàóâàæèâøè, ùî limz→0 maxt∈[0,2] ‖g
t0 − gtz‖ = 0 i k(t, x) → ∞, t → ∞,ìà¹ìî miny∈Γ(0) ‖y − gtx‖ → 0, t→ ∞, ∀x ∈ U(0)�Îçíà÷åííÿ 8.2. Öèêë Γ(0) íàçèâà¹òüñÿ îðáiòàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì,ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå δ ∈ (0, ε), ùî äëÿ êîæíîãî xiç δ-îêîëó öèêëó Γ(0) i äîâiëüíîãî t ≥ 0 òî÷êà gtx íàëåæèòü ε-îêîëó öèêëó

Γ(0) i
max

y∈Γ(0)
‖y − gtx‖ → 0, t→ ∞.Ïðîàíàëiçóâàâøè äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.3, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ¨¨óìîâè ãàðàíòóþòü îðáiòàëüíó ñòiéêiñòü öèêëó Γ(0). Áiëüøå òîãî, ìà¹ ìiñöåòàêå òâåðäæåííÿ.Òåîðåìà 8.4 (ïðî àñèìïòîòè÷íó �àçó). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåî-ðåìè 8.3. Òîäi iñíó¹ (n − 1)-âèìiðíèé îêië U(0) ⊂ Π òî÷êè 0 i �óíêöiÿ

θ(x) ∈ C(U(0) 7→ R) òàêi, ùî
‖gtx− gt−θ(x)x‖ → 0, t→ ∞, x ∈ U(0).Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî U(0) i Tk(x) òàê ñàìî, ÿê i â òåîðåìi 8.3. Íåõàé

t ∈ [Tk(x), Tk+1(x)), t1 := t− Tk(x). Òîäi, ââàæàþ÷è θ(x) ïîêè ùî íåâiäî-ìîþ �óíêöi¹þ, ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi gkT 0 = 0, k ∈ Z, ìà¹ìî
gtx = gt1gTk(x)x = gt1P k(x),

gt−θ(x)0 = gt1gTk(x)−θ(x)0 = gt1gTk(x)−kT−θ(x)0.Îñêiëüêè t1 ∈ [0, 2T ], P k(x) → 0, k → ∞, òî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìèäîñèòü ïîêàçàòè, ùî �óíêöiþ θ(x) ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá
Tk(x) − kT − θ(x) → 0, k → ∞.Âèáið θ(x) áóäåìî çäiéñíþâàòè íà îñíîâi òàêèõ ìiðêóâàíü. Ëåãêî áà÷èòè,ùî Tk(x) = τ(x) + τ(P (x)) + · · · + τ(P k−1(x)). Òîìó

Tk(x) − kT =
k−1

‚
i=0

[τ(P i(x)) − T ] =
k−1

‚
i=0

[τ(P i(x)) − τ(0)].ßêùî á ðÿä ⁄∞
i=0[τ(P

i(x)) − τ(0)] çáiãàâñÿ, òî ïðèðîäíî áóëî á âèçíà÷èòè
θ(x) ÿê éîãî ñóìó. Òîäi rk(x) := θ(x) − (Tk(x) − kT ) → 0, k → ∞, ÿêçàëèøîê çáiæíîãî ðÿäó. Ïåðåêîíà¹ìîñü ó òîìó, ùî çàçíà÷åíèé ðÿä äiéñíî70



çáiãà¹òüñÿ, ïðè÷îìó ðiâíîìiðíî â U(0). Ñïðàâäi, ç òåîðåìè Ëàãðàíæà ïðîñêií÷åííi ïðèðîñòè òà íåðiâíîñòi (8.3) âèïëèâà¹ îöiíêàƒƒƒƒτ(P i(x)) − τ(0)
ƒƒƒƒ ≤ ‖gradτ(x)‖‖P i(x)‖ ≤ ‖gradτ(x)‖‖Hσ‖‖x‖σq

i.Áóäåìî ââàæàòè, ùî clsU(0) ⊂ B(0). Çðîçóìiëî, ùî òîäi ìîæíà âêàçàòèòàêó ñòàëó Kσ > 0, ùîá
|τ(P i(x)) − τ(0)| ≤ Kσq

i ∀x ∈ U(0).Çâiäñè âiäðàçó âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó⁄∞
i=0[τ(P

i(x)) − τ(0)] äî íåïåðåðâíî¨ â U(0) �óíêöi¨ θ(x) �8.3. Óâåäåííÿ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò â îêîëi öèêëóÍàäàëi äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè âåêòîðíå ïîëå
f(x) ãëàäêå (êëàñó C∞). Êðiì òîãî, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíüáóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðiîä ðîçâ'ÿçêó gt0 äîðiâíþ¹ 2π.Ç âèêëàäåíîãî ó ï. 7.1. âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ R ∋ t 7→ gt0 ∈ Rn,îáðàçîì ÿêîãî ¹ öèêë Γ(0), ¹ âêëàäåííÿì êîëà S1 := R/2πZ ó ïðîñòið
Rn. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà â äåÿêîìó îêîëi öèêëó Γ(0) ââåñòè êîîð-äèíàòè (ϕ| mod 2π, y) ïðÿìîãî äîáóòêó êîëà S1 íà (n − 1)-âèìiðíó êóëþ
Bn−1

δ (0) := {y ∈ Rn−1 : ‖y‖ < δ} òàê, ùîá öåé öèêë îïèñóâàâñÿ ðiâíÿííÿì
y = 0? Ïîçèòèâíå ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ïèòàííÿ äîçâîëèëî á, çðîáèâøè çàìi-íó çìiííèõ x 7→ (ϕ, y), ïîäàòè ñèñòåìó (8.1) ó âèãëÿäi, íàéáiëüø çðó÷íîìóäëÿ ¨¨ ëîêàëüíîãî àíàëiçó ïîáëèçó Γ(0).Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çàçíà÷åíå ïèòàííÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíå ç òàêîþ çàäà÷åþ:÷è iñíóþòü 2π-ïåðiîäè÷íi âåêòîð-�óíêöi¨ ej(t) ∈ C∞(R 7→ Rn), j = 1, . . . ,
n − 1 òàêi, ùî ïðè êîæíîìó t ∈ R âåêòîðè e1(t), . . . , en−1(t), en(t) :=
f(gt0)/‖f(gt0)‖ óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó Rn. Ìîâîþ äè�åðåí-öiàëüíî¨ òîïîëîãi¨ öå çàäà÷à ïðî òðèâiàëiçàöiþ íîðìàëüíîãî ðîçøàðóâàííÿäî ïiäìíîãîâèäó Γ(0) ïðîñòîðóRn. Ó áiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨, êîëè çàìiñòüöèêëà â Rn çàíóðåíî m-âèìiðíèé òîð Tm = Rm/2πZ (ïðÿìèé äîáóòîê mêië S1), àíàëîãi÷íà çàäà÷à äîñëiäæóâàëàñÿ â [9℄.Îïèøåìî ñïîñiá ïîáóäîâè âåêòîð-�óíêöié ej(t). Íåõàé gj(t) ∈ C(R 7→
Rn), j = 1, . . . , n−1, � áóäü-ÿêi âiäîáðàæåííÿ ç âëàñòèâîñòÿìè: 1) äëÿ êî-æíîãî t ∈ R âåêòîðè g1(t), . . . , gn−1(t) ëiíiéíî íåçàëåæíi é êîæåí ç íèõ îð-òîãîíàëüíèé âåêòîðó en(t); 2) gj(0) = ej , j = 1, . . . , n−1. Çà gj(t) ìîæíà,íàïðèêëàä, óçÿòè j-èé ñòîâïåöü ìàòðèöi, òðàíñïîíîâàíî¨ ïî âiäíîøåííþ äîìàòðèöi X−1(t), äå, íàãàäà¹ìî, X(t) = ∂

∂x
ƒƒƒƒx=0

gtx � ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ñèñòåìè (8.2). Ñïðàâäi, äîñèòü çàóâàæèòè, ùîX−1(t)X(t) = Id, X(0) = Id,à îñòàííiì ñòîâïöåì ìàòðèöi X(t), ÿê öå âèïëèâà¹ ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ8.2, ¹ âåêòîð, êîëiíåàðíèé en(t). Ñêîðèñòàâøèñü ïðîöåñîì îðòîãîíàëiçàöi¨Øìiäòà, ïîáóäó¹ìî îðòîíîðìîâàíi âåêòîð-�óíêöi¨ h1(t), . . . ,hn−1(t) ç òè-ìè æ âëàñòèâîñòÿìè, ùî é gj(t). Îñêiëüêè âåêòîðè h1(2π), . . . ,hn−1(2π)71



ëåæàòü ó ãiïåðïëîùèíi Π, òî iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ R ∈ SO(n − 1)òàêà, ùî
[h1(t), . . . ,hn−1(t), en(t)]

ƒƒƒƒt=2π
diag(R, 1) =

= [h1(t), . . . ,hn−1(t), en(t)]
ƒƒƒƒt=0

= Id.Òåïåð çàóâàæèìî, ùî â ãðóïi SO(n−1) iñíó¹ êðèâà, ÿêà ç'¹äíó¹ åëåìåíòè
Id òà R.Äiéñíî, ÿê äîáðå âiäîìî (äèâ. [5℄), ìàòðèöÿ R ïîäiáíà äî áëî÷íî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi, áëîêàìè ÿêî¨ ¹ àáî îäèíèöi, àáî äâîâèìiðíi ìàòðèöiòèïó

Kcos θ − sin θ
sin θ cos θ

O .Ìàòðèöþ òàêîãî âèãëÿäó ìîæíà âêëþ÷èòè äî ñiì'¨
Kcos t

2π θ − sin t
2π θ

sin t
2π θ cos t

2π θ
O , t ∈ [0, 2π].Óíàñëiäîê öüîãî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ R(t) ∈ C([0, 2π] 7→ SO(n−1)), òàêåùî R(0) = Id, R(2π) = R. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ-�óíêöiÿ

[h1(t), . . . ,hn−1(t), en(t)]diag(R(t), 1)íåïåðåðâíà íà [0, 2π] i îáåðòà¹òüñÿ â îäèíè÷íó ÿê ïðè t = 0, òàê i ïðè
t = 2π. Òîìó ¨¨ ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ìàòðèöi-�óíêöi¨ íà R. Ïiñëÿ öüîãî íàáëèçèìî êîæåí åëåìåíò ïåðøèõ (n − 1) ¨ ¨ñòîâïöiâ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè òàê, ùîá ó ðåçóëüòàòi îäåðæàòèíåâèðîäæåíó ìàòðèöþ. Íàðåøòi, îðòîíîðìó¹ìî ñòîâïöi îñòàííüî¨ ìåòîäîìØìiäòà, çàëèøèâøè íåçìiííèì ñòîâïåöü en(t). Ñòîâïöi òàê îäåðæàíî¨ ìà-òðèöi ïîçíà÷èìî ÷åðåç ej(t), j = 1, . . . , n. Íåâàæêî âïåâíèòèñü ó òîìó, ùîâîíè ìàþòü óñi ïîòðiáíi íàì âëàñòèâîñòi.Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç E(t) ìàòðèöþ-�óíêöiþ, ñòîâïöÿìè ÿêî¨ ¹âåêòîð-�óíêöi¨ e1(t), . . . , en−1(t), i ââåäåìî íîâi êîîðäèíàòè ϕ ∈ R, y ∈
Rn−1 çà �îðìóëîþ

x = gϕ0 + E(ϕ)y. (8.4)Öi êîîðäèíàòè äîïóñêàþòü òàêå òëóìà÷åííÿ: ϕ � öå êóòîâà (öèêëi÷íà) êîîð-äèíàòà íà çàìêíåíié êðèâié Γ(0), à äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ [0, 2π) âåêòîð y îäíî-çíà÷íî âèçíà÷à¹ òî÷êó ãiïåðïëîùèíè, ÿêà îðòîãîíàëüíî ïåðåòèíà¹ öèêë
Γ(0) ó òî÷öi gϕ0. Êîîðäèíàòè y ç öi¹¨ ïðè÷èíè íàçèâàþòü íîðìàëüíèìè(âiäíîñíî öèêëà Γ(0)).Òâåðäæåííÿ 8.3. Äëÿ äîñèòü ìàëîãî δ > 0 âiäîáðàæåííÿ

R ×Bn−1
δ (0) ∋ (ϕ, y) 7→ gϕ0 + E(ϕ)y (8.5)âèçíà÷à¹ ãëàäêèé äè�åîìîð�içì ïðÿìîãî äîáóòêó R/2πZ × Bn−1

δ (0) íàäåÿêèé îêië öèêëó Γ(0). 72



Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ßêîái âiäîáðàæåííÿ (8.5) ó òî÷öi (ϕ, 0) ìà¹âèãëÿä
[f(gϕ0), e1(ϕ), . . . , en−1(ϕ)],òî âîíà íåâèðîäæåíà. Òîìó (8.5) � ãëàäêèé ëîêàëüíèé äè�åîìîð�içì. Çà-ëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîñèòü ìàëîãî δ > 0 ç óìîâè

gϕ10 + E(ϕ1)y1 = gϕ20 + E(ϕ2)y2, y1, y2 ∈ Bn−1
δ (0) (8.6)âèïëèâà¹, ùî ϕ1 = ϕ2| mod 2π, y1 = y2.Íåõàé, íàâïàêè, óìîâà (8.6) âèêîíó¹òüñÿ, àëå àáî ϕ1 6= ϕ2| mod 2π,àáî y1 6= y2. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ gϕ0 òà E(ϕ) 2π-ïåðiîäè÷íi, òî áåçîáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ìîæíà ââàæàòè, ùî ϕ1 ∈ [0, 2π), ϕ2 ∈

(ϕ1−π, ϕ1+π]. Ç öi¹¨ æ ïðè÷èíè òà ç îãëÿäó íà òîé �àêò, ùî âiäîáðàæåííÿ(8.5) ¹ ëîêàëüíèì äè�åîìîð�içìîì, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè: iñíó¹ òàêå ǫ > 0,ùî àáî |ϕ1 − ϕ2| ≥ ǫ, àáî ‖y1 − y2‖ ≥ ǫ.Áóäåìî ââàæàòè, ùî δ < ǫ/2. Òîäi óìîâà (8.6) ìà¹ íàñëiäêîì íåðiâíiñòü
|ϕ1 − ϕ2| ≥ ǫ. Îäíàê çíàéäåòüñÿ òàêå ρ(ǫ) > 0, ùî ‖gϕ1 − gϕ2‖ ≥ ρ(ǫ) äëÿáóäü-ÿêèõ ϕ1, ϕ2 ∈ [ϕ1−π, ϕ1+π], ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü |ϕ1−ϕ2| ≥
ǫ. Ç (8.6) òåïåð ìà¹ìî

ρ(ǫ) ≤ 2 max
ϕ∈[0,2π]

‖E(ϕ)‖δ ∀y1, y2 ∈ Bn−1
δ (0).Îòæå, ÿêùî iç ñàìîãî ïî÷àòêó ââàæàòè, ùî ÷èñëî δ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

δ < min K ǫ
2
,

ρ(ǫ)

2 maxϕ∈[0,2π] ‖E(ϕ)‖
O ,òî íàøå ïðèïóùåííÿ ùîäî âèêîíàííÿ óìîâè (8.6) áóäå õèáíèì �Çðîáèìî â ñèñòåìi çàìiíó çìiííèõ (8.4). Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi

d
dϕg

ϕ0 = f(gϕ0) = ‖f(gϕ0)‖en(ϕ) ìà¹ìî
ϕ̇Af(gϕ0) + E′(ϕ)y] + E(ϕ)ẏ = f(gϕ0 + E(ϕ)y) ≡

≡ f(gϕ0) + f ′(gϕ0)E(ϕ)y +O(y2).Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi ñêàëÿðíî íà en(ϕ), äiñòàíåìî:
(‖f(gϕ0)‖ + 〈en(ϕ), E′(ϕ)y〉)ϕ̇ =

= ‖f(gϕ0)‖ + 〈en(ϕ), f ′(gϕ0)E(ϕ)y〉 +O(y2).Òåïåð î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ äëÿ ϕ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
ϕ̇ = 1 + 〈a(ϕ), y〉 +O(y2),äå a(ϕ) ∈ C∞(R 7→ Rn−1) � äåÿêå 2π-ïåðiîäè÷íå âiäîáðàæåííÿ. Îäíàêòîäi çìiííà y çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

E(ϕ)ẏ = [f ′(gϕ0)E(ϕ) − E′(ϕ)]y − f(gϕ0)ϕ̇+O(y2),ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ äëÿ y ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
ẏ = E(ϕ)∗[f ′(gϕ0)E(ϕ) − E′(ϕ)]y +O(y2),äå ·∗ � îïåðàöiÿ òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöi.73



Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöåÒâåðäæåííÿ 8.4. Iñíóþòü ëîêàëüíi êîîðäèíàòè (ϕ| mod 2π, y) ïðÿìîãî äî-áóòêó S1 ×Bn−1
δ (0), ó ÿêèõ ñèñòåìà (8.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ϕ̇ = 1 + Φ(ϕ, y), ẏ = B(ϕ)y +G(ϕ, y), (8.7)äå B(ϕ) ∈ C∞IR 7→ R(n−1)×(n−1)M, Φ(ϕ, y) ∈ C∞(R × Bn−1
δ (0) 7→

R), G(ϕ, y) ∈ C∞(R ×Bn−1
δ (0) 7→ Rn−1), ïðè÷îìó

Φ(ϕ, 0) = 0, G(ϕ, 0) = 0, G′
y(ϕ, 0) = 0.Î÷åâèäíî, ùî òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (8.7) ïðè äîñèòü ìàëîìó δ > 0 çáiãà-þòüñÿ ç iíòåãðàëüíèìè êðèâèìè íåàâòîíîìíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ñèñòåìè

dy

dϕ
=
B(ϕ)y +G(ϕ, y)

1 + F (ϕ, y)
,ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

dy

dϕ
= B(ϕ)y + F (ϕ, y), (8.8)äå F (ϕ, y) ìà¹ òi æ âëàñòèâîñòi, ùî é G(ϕ, y).Ïîçíà÷èìî ÷åðåç η(ϕ, y0) ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî-÷àòêîâó óìîâó η(0, y0) = y0. Íà îñíîâi âèêëàäåíîãî âèùå îäåðæó¹ìî òàêèéðåçóëüòàò.Òåîðåìà 8.5. Ó êîîðäèíàòàõ (ϕ| mod 2π, y) âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå, ïîðî-äæåíå ñèñòåìîþ (8.1) â îêîëi öèêëó Γ(0), äi¹ çà ïðàâèëîì
y 7→ η(2π, y),à ìàòðèöÿ ïîõiäíî¨ öüîãî âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi y = 0 � öå ìàòðèöÿ ìîíî-äðîìi¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ñèñòåìè
dy

dϕ
= B(ϕ)y.8.4. Ñèñòåìè Ìîðñà � ÑìåéëàÍàãàäà¹ìî, ùî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x∗ ñèñòåìè (8.1) íàçèâà¹òüñÿ ãiïåð-áîëi÷íèì, ÿêùî ìàòðèöÿ f ′(x∗) íå ìà¹ âëàñíèõ ÷èñåë ç íóëüîâîþ äiéñíîþ÷àñòèíîþ.Îçíà÷åííÿ 8.3. Öèêë àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íèì,ÿêùî ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ âiäïîâiäíî¨ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ìà¹ n − 1ìóëüòèïëiêàòîð, íå ðiâíèé çà ìîäóëåì îäèíèöi (àáî, ùî òå ñàìå, ëiíåàðèçà-öiÿ âiäïîâiäíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå íå ìà¹ æîäíîãî ìóëüòèïëiêàòîðà,ìîäóëü ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1). 74



Äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî öèêëó Γ, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ nu ∈ N ìóëüòèïëiêàòîðiâíàçîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà, äå 1 ≤ nu ≤ n − 2, ìîæíà ïðèðîäíî âèçíà÷èòèäâi ìíîæèíè
W s(Γ) ={x ∈ D : gtx→ Γ, t→ ∞},

Wu(Γ) ={x ∈ D : gtx→ Γ, t→ −∞}.Ïåðøà ç íèõ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì, à äðóãà � íåñòiéêèì ìíîãîâèäîì ãi-ïåðáîëi÷íîãî öèêëó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, êîæíà ç öèõ ìíîæèí ¹ äè�åðåíöiéîâíèìïiäìíîãîâèäîì ó Rn, ïðè÷îìó dimWu(Γ) = nu +1, dimW s(Γ) = ns +1 :=
n− nu. Öi äâà ïiäìíîãîâèäè òðàíñâåðñàëüíî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî öèêëó Γ.(Òðàíñâåðñàëüíiñòü ïåðåòèíó äâîõ ïiäìíîãîâèäiâ M1 i M2 ïðîñòîðó
Rn îçíà÷à¹, ùî â êîæíié ñïiëüíié òî÷öi öèõ ïiäìíîãîâèäiâ ñóìà ¨õíiõ äî-òè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ n-âèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì. Äåòàëüíiøå: ÿêùî
x∗ ∈ M1 ∩M2, òî â ìàëîìó îêîëi òî÷êè x äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2} ìíîæè-íó Mi ìîæíà çàäàòè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè x = ϕi(u1, . . . , uni), äå
ϕi ∈ C1(Bni(0) 7→ Rn), Bni(0) � äåÿêèé îêië ïî÷àòêó êîîðäèíàò ó Rni .Ïðè öüîìó ϕi(0) = x∗, à âåêòîðè ai,j =

∂ϕi(0)
∂uj

, j = 1, . . . , ni, � ëiíiéíîíåçàëåæíi. Òðàíñâåðñàëüíiñòü ïåðåòèíó M1 i M2 ó òî÷öi x∗ òîäi îçíà÷à¹,ùî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ {ai,j}
ni, 2

j=1, i=1 äîðiâíþ¹ n.)Êîæíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íóëüâèìiðíèé öèêë.Äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x∗ òåæ iñíóþòü nu-âèìiðíèé íå-ñòiéêèé i ns-âèìiðíèé ñòiéêèé ìíîãîâèäè, ÿêi òðàíñâåðñàëüíî ïåðåòèíàþ-òüñÿ â òî÷öi x∗. Ïðè öüîìó nu (âiäïîâiäíî ns) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi òèõ âëà-ñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi f ′(x∗), ùî ìàþòü äîäàòíi (âiä'¹ìíi) äiéñíi ÷àñòèíè.Îçíà÷åííÿ 8.4. Ñèñòåìà (8.1) íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ Ìîðñà � Ñìåéëà,ÿêùî:1) Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ D êîæíà ç ãðàíè÷íèõ ìíîæèí Ω(x0) òà
A(x0) ¹ àáî ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè, àáî öèêëîì.2) Ïîëîæåíü ðiâíîâàãè i öèêëiâ ñêií÷åííå ÷èñëî, ïðè÷îìó âñi âîíè ãi-ïåðáîëi÷íi, à ¨õíi ñòiéêi i íåñòiéêi ìíîãîâèäè ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ ëèøåòðàíñâåðñàëüíî.Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÿêùî D ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü ç äîñèòü ãëàäêîþìåæåþ, âåêòîðíå ïîëå f ∈ C1(clsD 7→ Rn) íå äîòèêà¹òüñÿ ∂D i (8.1) � ñè-ñòåìà Ìîðñà � Ñìåéëà, òî öÿ ñèñòåìà ñòðóêòóðíî-ñòiéêà. Îäíàê ó âèïàäêó
n > 2, íà âiäìiíó âiä äâîâèìiðíîãî, ñèñòåìè Ìîðñà � Ñìåéëà âæå íå âè-÷åðïóþòü óñiõ ñòðóêòóðíî-ñòiéêèõ ñèñòåì. Íàïðèêëàä, iñíóþòü ñòðóêòóðíî-ñòiéêi ñèñòåìè ç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì öèêëiâ.75



9. Òåîðiÿ çáóðåíü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ9.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Ïóàíêàðå�îçãëÿíåìî ñèñòåìó
ẋ = f(x, µ), (9.1)çàëåæíó âiä ïàðàìåòðà µ. Òóò f(x, µ) ∈ Cr(D× (−µ0, µ0) 7→ Rn), D ⊂ Rn,

µ0 > 0. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ïðèêîæíîìó µ ∈ (−µ0, µ0) ñèñòåìà (9.1) ïîðîäæó¹ ïîòiê {gt
µ}t∈R.Ñèñòåìà

ẋ = f(x, 0) (9.2)íàçèâà¹òüñÿ íåçáóðåíîþ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî 0 ∈ D � ïåðiîäè÷íà òî÷êàïîòîêó {gt
0}, T0 � ¨¨ íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðiîä.Çàäà÷à Ïóàíêàðå ïðî ïðîäîâæåííÿ ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó x0(t) := gt

00çà ïàðàìåòðîì µ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äëÿ äåÿêîãî µ∗ ≤ µ0 i êîæíîãî µ ∈
(−µ∗, µ∗) äîâåñòè iñíóâàííÿ ÷èñëà Tµ > 0 i Tµ-ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó xµ(t)çáóðåíî¨ ñèñòåìè (9.1) ç âëàñòèâîñòÿìè íåïåðåðâíîñòi

lim
µ→0

Tµ = T0, lim
µ→0

xµ(t) = x0(t) ∀t ∈ R.Ïðèíàéìíi äâi îáñòàâèíè ðîáëÿòü öþ çàäà÷ó ïðèðîäíîþ é âàæëèâîþ.Ïî-ïåðøå, ÿêùî íåçáóðåíà ñèñòåìà (9.2) âèñòóïà¹ â ðîëi ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-äåëi äåÿêîãî iäåàëiçîâàíîãî ïðîöåñó, òî, ç ïîãëÿäó ïðîáëåìè êîðåêòíîñòi,ñëiä ç'ÿñóâàòè, íàñêiëüêè ¾ñòiéêîþ¿ ùîäî çáóðåíü ïðàâî¨ ÷àñòèíè ¹ òà ÷è ií-øà ¨¨ âëàñòèâiñòü; çîêðåìà, âëàñòèâiñòü ìàòè ïåðiîäè÷íi ðóõè. Ïî-äðóãå, ïî-çèòèâíå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Ïóàíêàðå âiäêðèâà¹ øèðîêi ìîæëèâîñòi äëÿ âiä-øóêàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñèòü ñêëàäíèõ ñèñòåì çà òàêîþ ñõåìîþ:1) àïðîêñèìó¹ìî ïåâíèì ÷èíîì äîñëiäæóâàíó ñèñòåìó, ñêàæiìî ẋ = f(x),áiëüø ïðîñòîþ ẋ = f0(x), äëÿ ÿêî¨ ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè;2) âêëþ÷à¹ìî âèõiäíó ñèñòåìó äî ñiì'¨ ẋ = f0(x) + µ(f(x) − f0(x)) i ïiñëÿöüîãî ç'ÿñîâó¹ìî, ÿêi ç ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ẋ = f0(x) äîïóñêà-þòü ïðîäîâæåííÿ çà ïàðàìåòðîì µ íà ïðîìiæîê [0, 1].Äëÿ àíàëiçó çàäà÷i Ïóàíêàðå ìîæíà âèêîðèñòàòè äâà ïiäõîäè. Ïåðøèéñïèðà¹òüñÿ íà ìåòîä ïåðåðiçiâ Ïóàíêàðå (éîãî ìè ðîçãëÿíåìî ó íàñòóïíî-ìó ï.). Äðóãèé � çâîäèòü çàçíà÷åíó çàäà÷ó äî àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i â êëàñi
(n − 1)-âèìiðíèõ íåàâòîíîìíèõ T -ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì. À ñàìå, ââàæàþ-÷è áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ùî T = 2π, óâåäåìî ëîêàëüíi êîîðäèíàòè
(ϕ| mod 2π, y) â îêîëi öèêëó Γ(0) = «t∈[0,T ] x∗(t) çà �îðìóëîþ
x = x∗(ϕ) + E(ϕ)y (äèâ. ï. 8.3.) i ïåðåïèøåìî ó öèõ êîîðäèíàòàõ ñèñòå-ìó (9.1):

ϕ̇ = 1 + Φ(ϕ, y, µ), ẏ = B(ϕ)y +G(ϕ, y, µ). (9.3)76



Âèêëþ÷èâøè ÷àñ t, ïåðåéäåìî äî 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ùîäî ϕ ñèñòåìè âèãëÿäó
dy

dϕ
= B(ϕ)y + F (ϕ, y, µ). (9.4)Iíòåãðàëüíi êðèâi îñòàííüî¨ çáiãàþòüñÿ ç �àçîâèìè êðèâèìè ñèñòåìè (9.3).Ïðè µ = 0 ñèñòåìà (9.4) ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê y = 0. Ïîòðiáíî ç'ÿñó-âàòè, ÷è ìà¹ (9.4) äëÿ êîæíîãî äîñèòü ìàëîãî çà ìîäóëåì µ 2π-ïåðiîäè÷íèéðîçâ'ÿçîê yµ(ϕ), i ïðè öüîìó yµ(ϕ) → 0, µ → 0 (òåîðiþ çáóðåíü 2π-ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì áóäå ðîçãëÿíóòî ó ï. 9.5.). ßêùî yµ(ϕ) çíàéäåíî, òîiíòåãðóâàííÿì ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ

ϕ̇ = 1 + Φ(ϕ, yµ(ϕ), µ)çíàéäåìî åâîëþöiþ êóòà ϕ ó ÷àñi ϕ = ϕµ(t), ϕµ(0) = 0, ïåðiîä
Tµ :=

2πŸ
0

dϕ

1 + Φ(ϕ, yµ(ϕ), µ)i, íàðåøòi, çáóðåíèé ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
x = x0(ϕµ(t)) + E(ϕµ(t))yµ(ϕµ(t)).9.2. Çàäà÷à Ïóàíêàðå â íåêðèòè÷íîìó âèïàäêóÑïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ïðîäîâæåííÿ çà ïàðàìåòðîì µ äîïóñêà¹ âiä-îáðàæåííÿ Ïóàíêàðå. ßê i ðàíiøå, ÷åðåç Π ïîçíà÷à¹ìî ãiïåðïëîùèíó â Rn,ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç 0 îðòîãîíàëüíî f(0, 0).Òâåðäæåííÿ 9.1. Iñíó¹ êóëÿ B(0) ⊂ Rn iç öåíòðîì ó òî÷öi 0, ÷èñëî µ∗ ∈

(0, µ0) i òàêà �óíêöiÿ τ(x, µ) ∈ Cr(B(0) × (−µ∗, µ∗) 7→ R), ùî τ(0, 0) = Ti gτ(x,µ)
µ x ∈ Π äëÿ âñiõ (x, µ) ∈ B(0) × (−µ∗, µ∗).Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ãiïåðïëîùèíó Π ìîæíà çàäàòè ðiâíÿííÿì

〈f(0, 0), x〉 = 0, òî τ(x, µ) áóäåìî øóêàòè ÿê íåÿâíó �óíêöiþ, âèçíà÷åíóñïiââiäíîøåííÿì F (t, x, µ) := 〈f(0, 0), gt
µx〉 = 0. Ôóíêöiÿ F (t, x, µ) ìà¹ òàêiâëàñòèâîñòi: 1) F (t, x, µ) ∈ Cr(D × R 7→ R); 2) F (T, 0, 0) = 〈f(0), gT

0 0〉 =

〈f(0, 0), 0〉 = 0; 3)∂F (T,0,0)
∂t = 〈f(0), d

dt

ƒƒƒƒƒt=T
gt
00〉 = 〈f(0, 0), f(0, 0)〉 6= 0.Îòæå, óñi óìîâè òåîðåìè ïðî íåÿâíó �óíêöiþ âèêîíàíi, à òîìó �óíêöiÿ

τ(x, µ) ç ïîòðiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè iñíó¹ �Òåïåð äëÿ µ ∈ (−µ∗, µ∗) ìà¹ìî ñiì'þ âiäîáðàæåíü Ïóàíêàðå
B(0) ∩ Π ∋ x 7→ g

τ(x,µ)
µ x ∈ Π.Î÷åâèäíî, ùî êîæíà íåðóõîìà òî÷êà x = ξ(µ) âiäîáðàæåííÿ Pµ ¹ ïåði-îäè÷íîþ òî÷êîþ ïîòîêó gt

µ ïåðiîäó Tµ := τ(ξ(µ), µ). Òåïåð çðîçóìiëî, ùîçàäà÷à Ïóàíêàðå çâîäèòüñÿ äî âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó x = ξ(µ) ðiâíÿííÿ
Φ(x, µ) := Pµ(x) − x = 0, (x, µ) ∈ B(0) ∩ Π × (−µ∗, µ∗), (9.5)77



ÿêèé áóâ áè íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ â îêîëi òî÷êè µ = 0 i îáåðòàâñÿ â 0 ïðè
µ = 0.Îçíà÷åííÿ 9.1. Âèïàäîê, êîëè 1 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà P ′

0(0)(òîáòî ëiíåàðèçàöiÿ âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè íå ìà¹ íå-òðèâiàëüíèõ íåðóõîìèõ òî÷îê), áóäåìî íàçèâàòè íåêðèòè÷íèì âèïàäêîì çà-äà÷i Ïóàíêàðå.Òåîðåìà 9.1. Ó íåêðèòè÷íîìó âèïàäêó çàäà÷à Ïóàíêàðå çàâæäè ìà¹ðîçâ'ÿçîê.Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó ïðî íåÿâíó �óíêöiþ äî ðiâíÿííÿ (9.5).Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî Φ(0, 0) = 0, �óíêöiÿ Φ(x, µ) ãëàäêà â îêî-ëi òî÷êè (0, 0), à îïåðàòîð Φ′
x(0, 0) = P ′

0(0) − Id íåâèðîäæåíèé. Òîìóiñíó¹ µ∗ ∈ (0, µ∗] i �óíêöiÿ ξ(µ) ∈ Cr((−µ∗, µ∗) 7→ B(0) ∩ Π) òàêà, ùî
ξ(0) = 0, Φ(ξ(µ), µ) ≡ 0 �Çàäà÷à 1. Çíàéòè êîå�iöi¹íòè ïîëiíîìà Òåéëîðà �óíêöi¨ ξ(µ) ó òî÷öi µ = 0.9.3. Ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè íåàâòîíîìíèõ ïåðiîäè÷íèõñèñòåìÍåõàé D � îáëàñòü ó Rn, à âåêòîð-�óíêöiÿ f(t, x) ∈ C(R ×D 7→ Rn)� 2π-ïåðiîäè÷íà ùîäî t:

f(t+ 2π, x) ≡ f(t, x).�îçãëÿíåìî íåàâòîíîìíó ñèñòåìó
ẋ = f(t, x). (9.6)Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D ðîçâ'ÿçîê x(t, x0) ñèñòåìè(9.6), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó x(0, x0) = x0, ïðîäîâæó¹òüñÿ íàâñþ äiéñíó âiñü i ìà¹ âëàñòèâiñòü ¹äèíîñòi.Òâåðäæåííÿ, ÿêå íàâîäèòüñÿ íèæ÷å, âiäêðèâà¹ øèðîêi ìîæëèâîñòi äëÿçàëó÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ ìåòîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ïåðiîäè÷íiðîçâ'ÿçêè.Òâåðäæåííÿ 9.2. Ôóíêöiÿ x(t, x0) òîäi é òiëüêè òîäi ¹ 2π-ïåðiîäè÷íèìðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (9.6), êîëè ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ x0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

x(2π, x0) = x0. (9.7)Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü óìîâè (9.7) î÷åâèäíà. Äëÿ äîâåäåííÿ ¨¨ äîñòà-òíîñòi çàóâàæèìî, ùî �óíêöiÿ x(t + 2π, x0) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (9.7),ÿêèé ïðè t = 0 íàáóâà¹ çíà÷åííÿ x(2π, x0). Ñïðàâäi, ç óðàõóâàííÿì 2π-ïåðiîäè÷íîñòi �óíêöi¨ f(t, x), ìà¹ìî
ẋ(t+ 2π, x0) ≡ f(t+ 2π, x(t+ 2π, x0)) ≡ f(t, x(t+ 2π, x0)).78



Ç ïðèïóùåííÿ ïðî âëàñòèâiñòü ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi âèïëèâà¹,ùî
x(t+ 2π, x0) ≡ x(t, x(2π, x0)).Òàêèì ÷èíîì, óìîâà 2π-ïåðiîäè÷íîñòi ðîçâ'ÿçêó x(t, x0) îçíà÷à¹, ùî âií çái-ãà¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêîì x(t, x(2π, x0)). Äëÿ öüîãî, ç îãëÿäó íà òó æ âëàñòèâiñòü¹äèíîñòi, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá çáiãàëèñü çíà÷åííÿ âêàçàíèõ ðîçâ'ÿçêiâó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t = 0, òîáòî âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü (9.7) �Ç äîâåäåíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íî-ãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (9.7) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êèâiäîáðàæåííÿ
D ∋ x0 → x(2π, x0) ∈ D.Çàäà÷à 2. Äîâåñòè, ùî íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè éòîäi, êîëè çàìiñòü óìîâè ãëîáàëüíî¨ ïðîäîâæóâàíîñòi, âèìàãàòè ëèøå, ùîáêîæåí ðîçâ'ÿçîê x(t, x0) iñíóâàâ íà ïðîìiæêó [0, 2π].9.4. Ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåìÏåðø íiæ âèêëàäàòè òåîðiþ çáóðåíü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó iñíóâàííÿ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ëi-íiéíîìó âèïàäêó.Íåõàé ó ñèñòåìi

ẋ = A(t)x + f(t) (9.8)ìàòðèöÿ-�óíêöiÿ A(t) òà âåêòîð-�óíêöiÿ f(t) íåïåðåðâíi òà 2π-ïåðiîäè÷íi.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X(t) íîðìîâàíó â òî÷öi t = 0 �óíäàìåíòàëüíó ìàòðè-öþ âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
ẋ(t) = A(t)x. (9.9)Íàãàäà¹ìî âàæëèâå ñïiââiäíîøåííÿ òåîði¨ ëiíiéíèõ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì:

X(t+ 2π) = X(t)X(2π).Âîíî ¹ íàñëiäêîì òîãî �àêòó, ùîX(t+2π) � òåæ �óíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿäëÿ (9.9).Âèïàäîê, êîëè ñèñòåìà (9.9) íå ìà¹ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, áóäåìîíàçèâàòè íåêðèòè÷íèì (ïîðiâí. ç îçíà÷åííÿì ï. 9.2.).Òâåðäæåííÿ 9.3. �îçâ'ÿçîê x(t, x0) ñèñòåìè (9.9) ¹ 2π-ïåðiîäè÷íèì òîäié òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöiìîíîäðîìi¨ X(2π), ÿêèé íàëåæèòü ìóëüòèïëiêàòîðó 1.Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàóâàæèòè, ùî ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi x(t, x0) =
X(t)x0 óìîâó 2π-ïåðiîäè÷íîñòi ðîçâ'ÿçêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
X(t+ 2π)x0 = X(t)x0 ⇔ X(t)X(2π)x0 = X(t)x0 ⇔ X(2π)x0 = x0�79



Òåîðåìà 9.2. Ó íåêðèòè÷íîìó âèïàäêó iñíó¹ ¹äèíèé 2π-ïåðiîäè÷íèéðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (9.8).Äîâåäåííÿ. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà äiñòà¹ìî �îðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçêó x(t, x0)íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè:
x(t, x0) = X(t)x0 +X(t)

tŸ
0

X−1(s)f(s) ds. (9.10)Ç öi¹¨ �îðìóëè i òâåðäæåííÿ 9.2 âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê x(t, x0) áóäå 2π-ïåðiîäè÷íèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ x0 çàäîâîëü-íÿ¹ ëiíiéíó íåîäíîðiäíó àëãåáðè÷íó ñèñòåìó
(Id −X(2π))x0 = X(2π)

2πŸ
0

X−1(s)f(s) ds.Îñêiëüêè ó íåêðèòè÷íîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ Id−X(2π) íå âèðîäæåíà (òâåð-äæåííÿ 9.3), òî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè iñíó¹ i ¹äèíèé �Ïðîàíàëiçó¹ìî òåïåð êðèòè÷íèé âèïàäîê. Äëÿ íàøèõ ïîäàëüøèõ ìiðêó-âàíü êîðèñíî çàäà÷ó ïðî 2π ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè òëóìà÷èòè ÿê îïåðàòîðíåðiâíÿííÿ. À ñàìå, íåõàé C̃ ïðîñòið Rn-çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõâåêòîð-�óíêöié, à C̃1 � éîãî ïiäïðîñòið, óòâîðåíèé âåêòîð-�óíêöiÿìè, ùîìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi. Âèçíà÷èìî ëiíiéíèé äè�åðåíöiàëüíèé îïåðàòîð
L :=

d

dt
−A(t)· : C̃1 7→ C̃ : x(t) 7→ ẋ(t) −A(t)x(t).Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷à ïðî 2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (9.8) åêâiâàëåí-òíà îïåðàòîðíîìó ðiâíÿííþ

Lx(t) = f(t). (9.11)Òåîðåìà 9.2 åêâiâàëåíòíà òâåðäæåííþ
kerL = {0} =⇒ ∃L−1.Ïðè öüîìó

L−1f(t) = X(t)[Id −X(2π)]−1X(2π)
2πŸ
0

X−1(s)f(s) ds+

+X(t)
tŸ

0

X−1(s)f(s) ds.Çàäà÷à 3. Çíàéòè ó íåâèðîäæåíîìó âèïàäêó �óíêöiþ �ðiíà � òàêó ìàòðè-÷íîçíà÷íó �óíêöiþ G(t, s), ùî
L−1f(t) =

2πŸ
0

G(t, s)f(s) ds.Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî, íàñïðàâäi, óìîâà kerL = {0} åêâiâàëåíòíàiñíóâàííþ L−1. 80



ßêîãî òèïó ðåçóëüòàòó ìîæíà ñïîäiâàòèñü ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó? Ïiä-êàçêó ìîæíà çíàéòè â òåîði¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü â åâêëiäîâèõïðîñòîðàõ. Íàãàäà¹ìî âiäïîâiäíi �àêòè.Íåõàé B : Rn 7→ Rn � ëiíiéíèé îïåðàòîð, B∗ : Rn 7→ Rn � ñïðÿæåíèéîïåðàòîð (âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó 〈·, ·〉).Íàâåäåìî äîáðå âiäîìèé �àêò òåîði¨ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ.Ëåìà 9.1. Ëiíiéíèé îïåðàòîð L : EN 7→ EN â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði EN :=
(RN , 〈·, ·〉) âèçíà÷à¹ ðîçêëàä öüîãî ïðîñòîðó â òàêó ïðÿìó äâîõ âçà¹ìíîîðòîãîíàëüíèõ ïiäïðîñòîðiâ:

EN = imL⊕ kerL∗.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè EN = imL ⊕ imL⊥, òî äîñèòü äîâåñòè, ùî
kerL∗ = L⊥.Ìà¹ìî
x ∈ kerL∗ ⇒ 〈L∗x, y〉 = 0 ∀y ∈ En ⇒ 〈x, Ly〉 = 0 ∀y ∈ En ⇒ x ∈ imL⊥.Çâiäñè kerL∗ ⊂ imL⊥.Íàâïàêè,
x ∈ imL⊥ ⇒ 〈x, Ly〉 = 0 ∀y ∈ En ⇒ 〈L∗x, y〉 = 0 ∀y ∈ En ⇒ x ∈ kerL∗.Çâiäñè imL⊥ ⊂ kerL∗

�Íàñëiäêîì ðiâíîñòi En = imB ⊕ kerB∗ ¹ òàêå âiäîìå òâåðäæåííÿ.Òåîðåìà 9.3 (Ôðåäãîëüìà). �iâíÿííÿ Bx = b, äå b ∈ En, ìà¹ ðîçâ'ÿçîêòîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîð b îðòîãîíàëüíèé êîæíîìó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè
B∗y = 0.Ïîêàæåìî, ùî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ìà¹ ìiñöå i äëÿ ïðîñòîðó C̃1 òàîïåðàòîðà L, ÿêùî â ïðîñòîði C̃ ââåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê (·, ·) çà �îðìó-ëîþ

(f, g) =
1

2π

2πŸ
0

〈f(s), g(s)〉 ds ∀f, g ∈ C̃.Çíàéäåìî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð L∗. Iíòåãðóþ÷è çà ÷àñòèíàìè, ìà¹ìî
(Lf, g) = (ḟ , g) − (Af, g) = 〈f, g〉

ƒƒƒƒt=2π
t=0

− (f, ġ) − (f,A∗g) =

= −(f, ġ) − (f,A∗g) =: (f, L∗g).Îòæå,
L∗ = −

d

dt
−A∗(t).Îçíà÷åííÿ 9.2. Ñèòåìà

ẏ = −A∗(t)y (9.12)íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíîþ âiäíîñíî ñèñòåìè (9.9).81



Òâåðäæåííÿ 9.4. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ðîçâ'ÿçêiâ x(t) i y(t) ñèñòåì (9.9) òà(9.12) âiäïîâiäíî âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü 〈x(t), y(t)〉 ≡ 〈x(0), y(0)〉.Äîâåäåííÿ. Ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ¨¨ äè�åðåíöiþâàííÿìç óðàõóâàííÿì ñèñòåì (9.9) òà (9.12):
d

dt
〈x(t), y(t)〉 = 〈ẋ(t), y(t)〉 + 〈x(t), ẏ(t)〉 =

= 〈A(t)x(t), y(t)〉 − 〈x(t), A∗(t)y(t)〉 = 0 �Òâåðäæåííÿ 9.5. Ìàòðèöÿ Y (t) = AX∗(t)E−1 ¹ íîðìîâàíîþ â òî÷öi t = 0�óíäàìåíòàëüíîþ ìàòðèöåþ ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè.Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y (t) � íîðìîâàíà â òî÷öi t = 0 �óíäàìåíòàëüíà ìà-òðèöÿ ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè. Òîäi íà îñíîâi òâåðäæåííÿ 9.4 ìà¹ìî òîòîæíiñòü
X∗(t)Y (t) ≡ X∗(0)Y (0) = Id,ç ÿêî¨ é âèïëèâà¹ �îðìóëà äëÿ Y (t)�Òåîðåìà 9.4. Ëiíiéíà îäíîðiäíà 2π-ïåðiîäè÷íà ñèñòåìà (9.9) i ñïðÿæå-íà äî íå¨ ñèñòåìà (9.12) ìàþòü îäíàêîâå ÷èñëî ëiíiéíî íåçàëåæíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

dim kerL = dim kerL∗.Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 9.3 âèïëèâà¹, ùî dim kerL äîðiâíþ¹
corank[Id − X(2π)], òîáòî ÷èñëó ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
[Id − X(2π)]x0 = 0. ßêùî äîäàòêîâî âçÿòè äî óâàãè òâåðäæåííÿ (9.5),òî äiñòàíåìî ðiâíiñòü dim kerL∗ = corankIId− [X∗(2π)]−1M. Îäíàê ñèñòåìà
IId − [X∗(2π)]−1My0 = 0, ç ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ïåðiîäè-÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè, åêâiâàëåíòíà òàêié:

[X(2π)∗ − Id]y0 = 0 ⇐⇒ [X(2π) − Id]∗y0 = 0.Òåïåð çàëèøèëîñü ëèøå çàóâàæèòè, ùî ìàòðèöiX(2π)−Id òà [X(2π)−Id]∗ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè �Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B ëiíiéíèé îïåðàòîð ç ìàòðèöåþ Id −X(2π) i ïîêëà-äåìî
b := X(2π)

2πŸ
0

X−1(s)f(s) ds.Òåïåð ñ�îðìóëþ¹ìî é äîâåäåìî òàêå âàæëèâå òâåðäæåííÿ.Òåîðåìà 9.5. Ñèñòåìà (9.8) ìà¹ 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê òîäi é òiëüêèòîäi, êîëè âåêòîð-�óíêöiÿ f(t) îðòîãîíàëüíà (ó ïðîñòîði (C̃; (·, ·))) êîæíîìó
2π-ïåðiîäè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè (9.12), òîáòî

(y(t), f(t)) = 0 ∀y(t) ∈ kerL∗. (9.13)82



Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî í å î á õ i ä í i ñ ò ü óìîâè (9.13). Íåõàé ñèñòåìà (9.8)ìà¹ 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê x(t), à y(t) � äîâiëüíèé 2π-ïåðiîäè÷íèéðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (9.12). Òîäi
(f(t), y(t)) = (Lx(t), y(t)) = (x(t), L∗y(t)) = (x(t), 0) = 0.Äî ñ ò à ò í i ñ ò ü. Íà îñíîâi òâåðäæåíü 9.3 òà 9.5 ðîçâ'ÿçîê y = Y (t)y0 ≡

[X∗(t)]−1y0 ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè (9.12) áóäå 2π-ïåðiîäè÷íèì òîäi é òiëüêèòîäi, êîëè y0 ∈ kerB∗. Òîìó óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi (9.13) ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi
B∗y0 = 0 =⇒ ([X∗(t)]−1y0, f(t)) = 0. (9.14)Óçÿâøè äî óâàãè öåé �àêò, çàóâàæèìî, ùî, ÿê áóëî ïîêàçàíî â ïðîöåñi äîâå-äåííÿ òåîðåìè 9.2, iñíóâàííÿ 2π-ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (9.8) åêâi-âàëåíòíå ñóìiñíîñòi ðiâíÿííÿ Bx0 = b. Ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Ôðåäãîëüìàâiäïîâiäíà óìîâà ñóìiñíîñòi âèðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðiâíîñòi 〈y0, b〉 = 0, ÿêàïîâèííà âèêîíóâàòèñü äëÿ êîæíîãî y0 ∈ kerB∗, òîáòî äëÿ êîæíîãî òàêîãî

y0, ùî X∗(2π)y0 = y0. Îäíàê ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ (9.14), òî
〈y0, b〉 = [y0, X(2π)

2πŸ
0

X−1(s)f(s) ds_ =
= [X∗(2π)y0,

2πŸ
0

X−1(s)f(s) ds_ =
=

2πŸ
0

〈y0, X
−1(s)f(s)〉 ds =

2πŸ
0

〈[X∗(s)]−1y0, f(s)〉 ds = 0.Òîìó ðiâíÿííÿ Bx0 = b ìà¹ ðîçâ'ÿçîê �9.5. Çàäà÷à Ïóàíêàðå äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåìÍåõàé F ∈ C1(R ×D × (−µ0, µ0) 7→ Rn) � âåêòîð-�óíêöiÿ, ÿêà çàäî-âîëüíÿ¹ óìîâó ïåðiîäè÷íîñòi F (t+2π, x, µ) ≡ F (t, x, µ). �îçãëÿíåìî çàäà÷óÏóàíêàðå äëÿ ñèñòåìè âèãëÿäó
ẋ = A(t)x + f(t) + µF (t, x, µ), (9.15)äå A(t) i f(t) � òi æ ñàìi, ùî é ó (9.8).Òåîðåìà 9.6. Íåõàé ïðè µ = 0 ñèñòåìà (9.15) (òîáòî íåçáóðåíà ñèñòåìà)ìà¹ ¹äèíèé 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê x∗(t) (àáî, ùî òå ñàìå, ìàòðèöÿ ìî-íîäðîìi¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (9.9) íå ìà¹ âëàñíèõ ÷èñåë, ðiâíèõ 1). Òîäi iñíó¹òàêå µ∗ ∈ (0, µ0], ùî äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ (−µ∗, µ∗) iñíó¹ 2π-ïåðiîäè÷íèéðîçâ'ÿçîê xµ(t) ñèñòåìè (9.15), ÿêèé ìà¹ âëàñòèâiñòü xµ(t) → x∗(t), µ→ 0.Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(t, x0, µ) òàêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (9.15),ùî x(0, x0, µ) = x0. Çà òâåðäæåííÿì 9.2 âií áóäå 2π-ïåðiîäè÷íèì, ÿêùîéîãî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ x0 ñïðàâäæó¹ ðiâíiñòü

Φ(x0, µ) := x(2π, x0, µ) − x0 = 0.83



Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî öå ñïiââiäíîøåííÿ âèçíà÷à¹ íåÿâíó �óíêöiþ
x0 = ξ(µ).Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî Φ(x0, µ) ∈ C1(D× (−µ0, µ0) 7→ Rn).Íåõàé x∗ := x∗(0) � ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ 2π-ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó x∗(t)íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè, ÿêèé iñíó¹ çà òåîðåìîþ 9.2. Òîäi Φ(x∗, 0) = 0. Êðiì òî-ãî, îñêiëüêè x(t, x0, 0) çáiãà¹òüñÿ ç �óíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ �îðìóëîþ (9.10),òî Φ′

x0
(x∗, 0) = X(2π) − Id. Çà óìîâîþ öÿ ìàòðèöÿ íåâèðîäæåíà. Òîìó çàòåîðåìîþ ïðî íåÿâíó �óíêöiþ çíàéäåòüñÿ µ∗ ∈ (0, µ0] i âåêòîð-�óíêöiÿ

ξ(µ) ∈ C1((−µ∗, µ∗) → D) òàêà, ùî ξ(0) = x∗ i Φ(ξ(µ), µ) ≡ 0 ��îçãëÿíåìî òåïåð êðèòè÷íèé âèïàäîê, êîëè íåçáóðåíà ñèñòåìà ìà¹õî÷à á îäèí 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê. Òàêà ñèòóàöiÿ áóäå òîäi, êîëè
k := dim kerB > 0(ÿê i âèùå, B � îïåðàòîð ç ìàòðèöåþ Id−X(2π)), ïðè÷îìó â öüîìó âèïàäêó

2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè óòâîðþþòü k-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ
x = x0(t, c) :=

k

‚
i=1

cixi(t) + x∗(t), (9.16)äå x1(t), . . . , xk(t) � ëiíiéíî íåçàëåæíi 2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè(9.9) i, îòæå, xi(0) ∈ kerB, i = 1, . . . , k, c = (c1, . . . , ck) � âåêòîðäîâiëüíèõ ñòàëèõ, x∗(t) � ÷àñòèííèé 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîði-äíî¨ ñèñòåìè (9.8), íîðìîâàíèé óìîâîþ x∗(0) ∈ imB∗ (òóò óðàõîâàíî, ùî
Rn = kerB ⊕ imB∗). Çà òåîðåìîþ 9.5 iñíóâàííÿ x∗(t) åêâiâàëåíòíå âèêî-íàííþ óìîâ îðòîãîíàëüíîñòi

(yi(t), f(t)) = 0, i = 1, . . . , k,äå y1(t), . . . , yk(t) � ëiíiéíî íåçàëåæíi 2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ñïðÿæåíî¨ñèñòåìè (9.12). Äëÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü áóäå çðó÷íî ââàæàòè, ùî
yi(0) = hi,äå h1, . . . ,hk � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó kerB∗.Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå êîæåí ðîçâ'ÿçîê ñiì'¨ (9.15) äî-ïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ çà ïàðàìåòðîì µ. Ñïðàâäi, ÿêùî äëÿ êîæíîãî µ ç äå-ÿêîãî îêîëó íóëÿ iñíó¹ 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê x = xµ(t, c) òàêèé, ùî

xµ(t, c) → x0(t, c), µ → 0, òî éîãî ìîæíà òëóìà÷èòè, ÿê 2π-ïåðiîäè÷íèéðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ ñèñòåìè
ẋ = A(t)x + f(t) + µF (t, xµ(t, c), µ).Îäíàê òîäi ïîâèííi âèêîíóâàòèñü óìîâè îðòîãîíàëüíîñòiIyi(t), f(t) + µF (t, xµ(t, c), µ)M = 0 ⇐⇒

Iyi(t), F (t, xµ(t, c), µ)M = 0, i = 1, . . . , k.Ñïðÿìóâàâøè â öèõ ðiâíîñòÿõ µ äî íóëÿ, ó ãðàíèöi îäåðæèìî
Ψi(c) := Iyi(t), F (t, x0(t, c), 0)M = 0, i = 1, . . . , k. (9.17)84



Äiñòàëè ñèñòåìó k ðiâíÿíü âiäíîñíî k êîìïîíåíò âåêòîðà c.Îçíà÷åííÿ 9.3. Ñèñòåìó ðiâíÿíü (9.17) áóäåìî íàçèâàòè âèçíà÷àëüíîþ.Íåõàé Ψ(c) � âåêòîð-ñòîâïåöü ç êîìïîíåíòàìè Ψ1(c), . . . ,Ψk(c).Òåîðåìà 9.7. Ïðèïóñòèìî, ùî âèçíà÷àëüíà ñèñòåìà Ψ(c) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿ-çîê c = c∗, äëÿ ÿêîãî detΨ′(c∗) 6= 0. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå µ∗ ∈ (0, µ0], ùîäëÿ êîæíîãî µ ∈ (−µ∗, µ∗) iñíó¹ 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê xµ(t) ñèñòåìè(9.15) iç âëàñòèâiñòþ limµ→0 xµ(t) = x0(t, c∗).Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî â ñèñòåìi (9.15) çàìiíó íåâiäîìî¨ �óíêöi¨
x = x0(t, c) + µz.Ìà¹ìî

ẋ0(t, c) + µż = A(t)x0(t, c) + f(t) + µA(t)z + µF (t, x0(t, c) + µz, µ).Îòæå, âiäíîñíî z îäåðæèìî ñèñòåìó
ż = A(t)z + F (t, x0(t, c) + µz, µ).Òîé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ïðè t = 0 íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ζ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç

z(t, ζ, µ). Âií çàäîâîëüíÿ¹ ëiíiéíó íåîäíîðiäíó ñèñòåìó
ż = A(t)z + ϕ(t, c, ζ, µ),äå ϕ(t, c, µ) := F (t, x0(t, c) + µz(t, ζ, µ), µ). Ìiðêóþ÷è ÿê i ïðè äîâåäåííiòåîðåìè 9.2, çàäà÷ó ïðî 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çâåäåìî äî ñèñòåìè

Φ(c, ζ, µ) := Bζ − b(c, ζ, µ) = 0, (9.18)äå
b(c, ζ, µ) := X(2π)

2πŸ
0

X−1(s)ϕ(s, c, ζ, µ) dsâiäíîñíî íåâiäîìèõ c, ζ. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè x0(0, c) ∈ kerB, òî ïðèðî-äíî ââàæàòè, ùî ζ ∈ imB∗. Òîäi êiëüêiñòü ðiâíÿíü i íåâiäîìèõ ó çàçíà÷åíiéñèñòåìi áóäå îäíàêîâîþ. Ïåðåâiðèìî, ùî äî (9.18) ìîæíà çàñòîñóâàòè òåî-ðåìó ïðî íåÿâíó �óíêöiþ.Ïåðø çà âñå äîâåäåìî, ùî iñíó¹ âåêòîð ζ = ζ∗ ∈ imB∗, äëÿ ÿêîãî
Φ(c∗, ζ∗, 0) = 0. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî âåêòîð-�óíêöiÿ

b(c, ζ, 0) = X(2π)
2πŸ
0

X−1(s)F (s, x0(s, c), 0) ds =: β(c)íå çàëåæèòü âiä ζ. Òîìó
Φ(c, ζ, 0) = Bζ − β(c). (9.19)Äîñëiäèìî áiëüø äåòàëüíî áóäîâó öi¹¨ âåêòîð-�óíêöi¨.Íåõàé g1, . . . ,gn−k � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó imB. �àçîì ç h1, . . . ,hköi âåêòîðè óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ óRn. Çà îçíà÷åííÿì ïðîñòîðó

imB çíàéäóòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè d1, . . . ,dn−k òàêi, ùî gi =
Bdi, i = 1, . . . , n − k, à îñêiëüêè Rn = imB∗ ⊕ kerB, òî öi âåêòîðè85



ìîæíàâèáðàòè ç ïðîñòîðó imB∗. Îòæå, êîæåí âåêòîð ζ ∈ imB∗ ìîæíàïîäàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨
ζ = ζ1d1 + · · · + ζn−kdn−k.Ïiäñòàâèâøè öåé ðîçêëàä ðàçîì ç

β(c) =
k‚

i=1

〈hi, β(c)〉hi +
n−k‚
i=1

〈gi, β(c)〉gió (9.19), äiñòàíåìî
Φ(c, ζ, 0) =

n−k‚
i=1

(ζi − 〈gi, β(c)〉)gi −
k‚

i=1

〈hi, β(c)〉hi.ßêùî âðàõóâàòè ðiâíîñòi Y (s) = [X−1(s)]∗ i hi = X∗(2π)hi, òî ïiñëÿ åëå-ìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.5) äiñòàíåìî
〈hi, β(c)〉 =

2πŸ
0

〈Y (s)hi, F (s, x0(s, c), 0)〉 ds = 2πΨi(c).Òîìó
Φ(c, ζ, 0) =

n−k

‚
i=1

(ζi − 〈gi, β(c)〉)gi − 2π
k

‚
i=1

Ψi(c)hi. (9.20)Òåïåð î÷åâèäíî, ùî ëiíiéíà ñèñòåìà Φ(c∗, ζ, 0) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
ζ∗ = ⁄n−k

i=1 〈gi, β(c∗)〉di, i äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè äî ñèñòåìè (9.18)òåîðåìó ïðî íåÿâíó �óíêöiþ, çàëèøèëîñÿ ïiäðàõóâàòè ðàíã ìàòðèöi ßêîáiâiäîáðàæåííÿ (c, ζ) → Φ(c, ζ, 0) ó òî÷öi (c∗, ζ∗).Ç óðàõóâàííÿì (9.20) ìà¹ìî
∂Φ(c, ζ, 0)

∂cj
= −

n−k‚
i=1

∂〈gi, β(c)〉

∂cj
gi − 2π

k‚
i=1

∂Ψi(c)

∂cj
hi,

∂Φ(c, ζ, 0)

∂ζi
= gi.Ç öèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî ðàíã çàçíà÷åíîãî âiäîáðàæåííÿ äîðiâíþ¹ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ

k‚
i=1

∂Ψi(c)

∂c1
hi, . . . ,

k‚
i=1

∂Ψi(c)

∂ck
hi,g1, . . . ,gn−k.Îäíàê îñòàííi ëiíiéíî íåçàëåæíi â òî÷öi c = c∗, îñêiëüêè çà óìîâîþ

detΨ′(c∗) 6= 0.Òåïåð, çàñòîñóâàâøè äî (9.18) òåîðåìó ïðî íåÿâíó �óíêöiþ, âñòàíîâ-ëþ¹ìî iñíóâàííÿ ÷èñëà µ∗ ∈ (0, µ0] i âiäîáðàæåíü c(µ) ∈ C1((−µ∗, µ∗) 7→86



Rk), ζ(µ) ∈ C1((−µ∗, µ∗) 7→ imB∗) òàêèõ, ùî c(0) = c∗, ζ(0) = ζ∗ i
Φ(c(µ), ζ(µ), µ) = 0.Òàêèì ÷èíîì, øóêàíèé 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè(9.15) iñíó¹ éìà¹ âèãëÿä xµ(t) = x0(t, c(µ)) + µz(t, c(µ), ζ(µ), µ)�Ïðèêëàä. �îçãëÿíåìî 2π-ïåðiîäè÷íó ñèñòåìó âèãëÿäó

ẋ = µX(t, x),äå X(t, x) ∈ Cr+1(R ×D 7→ Rn), D � îáëàñòü ó Rn. Ïîêëàâøè X̄(x) :=

1
2π

2πŸ
0

X(s, x) ds, çðîáèìî â öié ñèñòåìi 2π-ïåðiîäè÷íå ïåðåòâîðåííÿ óñåðåä-íåííÿ
x 7→ x+ µ

tŸ
0

[X(s, x) − X̄(x)] ds.Äiñòàíåìî 2π-ïåðiîäè÷íó ñèñòåìó âèãëÿäó
ẋ = µ(X̄(x) + µX1(t, x, µ)), (9.21)ó ÿêié X1(t, x, µ) ∈ Cr(R×Dρ × (−µ0, µ0) 7→ Rn), äå ρ, µ0 � âiäïîâiäíèì÷èíîì âèáðàíi äîñèòü ìàëi äîäàòíi ÷èñëà, µ0 < ρ, Dρ � ïiäîáëàñòü îáëàñòi

D, ÿêà ëåæèòü ó D ðàçîì çi ñâî¨ì ρ-îêîëîì.Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òî÷êà c∗ ∈ Dρ òàêà, ùî
X̄(c∗) = 0, det X̄ ′(c∗) 6= 0. (9.22)Ïîêàæåìî, ùî òîäi ñèñòåìà (9.21) ïðè êîæíîìó äîñèòü ìàëîìó µ ìà¹ ïå-ðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ñòÿãó¹òüñÿ â òî÷êó c∗, êîëè µ→ 0.Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî òåîðiþ çáóðåíü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äî ñèñòå-ìè (9.21). Ïðè µ = 0 òðèâiàëüíà íåçáóðåíà ñèñòåìà ìà¹ n-ïàðàìåòðè÷íóñiì'þ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ x0(t, c) ≡ c, äå c ∈ Rn � âåêòîð äîâiëüíèõñòàëèõ. ßñíî, ùî ker B∗ = Rn i â òàêîìó âèïàäêó îðòè ei, i = 1, . . . , n,óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó ker B∗ = Rn. Òåïåð çðîçóìiëî, ùî âäàíîìó âèïàäêó ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä

X̄(c) = 0,à óìîâè (9.22) äîçâîëÿþòü çàñòîñóâàòè òåîðåìó 9.7. Çãiäíî ç öi¹þ òåîðåìîþiñíó¹ µ∗ ∈ (0, σ) òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî µ ∈ (−µ∗, µ∗) ñèñòåìà (9.21) ìà¹
2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê xµ(t) iç âëàñòèâiñòþ xµ(t) → c∗, µ→ 0.
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