
XVII Âñåóêðà¨íñüêà çàî÷íà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà
æóðíàëó �Ó ñâiòi ìàòåìàòèêè�

Öüîãî ðîêó áóëî ïðîâåäåíî ñiìíàäöÿòó Âñåóêðà¨íñüêó çàî÷íó ìàòåìàòè÷íó îëiì-
ïiàäó æóðíàëó �Ó ñâiòi ìàòåìàòèêè�. Â íié ìiã âçÿòè ó÷àñòü êîæåí ó÷åíü 5-12 êëàñiâ.
Ïåðåìîæöÿìè òà ïðèçåðàìè îëiìïiàäè ñòàëè:

I ìiñöå

Øëàïàê ßðèíà (ì. Êè¨â, 6 êëàñ)
Àáêåðèìîâ Å. (ñ. Òàíêîâå, ÀÐÊ, 7 êëàñ)
Ìàëàõîâ Îëåêñàíäð (ì. Çàïîðiææÿ, 10 êëàñ)
Ñàì÷åíêî Äìèòðî (ì. Çàïîðiææÿ, 10 êëàñ)

II ìiñöå

Æèòàðþê Þëiÿ (ñ. Ìàðôiâêà, ÀÐÊ, 8 êëàñ)
Ñåëiõàíîâè÷ Äàíi¨ë (ì. Îäåñà, 9 êëàñ)
Àëåêñå¹âà Âåðîíiêà (ñ. Ìàðôiâêà, ÀÐÊ, 10 êëàñ)
Iâàíîâà Âiðà (ì. Äíiïðîïåòðîâñüê, 10 êëàñ)
Þð÷åíêî Áîãäàí (ì. Êîáåëÿêè, Ïîëòàâñüêà îáë., 11 êëàñ)

III ìiñöå

Ñàâ÷åíêî Àíòîí (ì. Õàðêiâ, 6 êëàñ)
Áiëîâà Þëiÿ (ì. Äíiïðîïåòðîâñüê, 7 êëàñ)
Êëüîç Âiòàëié (ì. Êîáåëÿêè, Ïîëòàâñüêà îáë., 7 êëàñ)
Àôàíàñü¹âà Îëåñÿ (ì. Äíiïðîïåòðîâñüê, 8 êëàñ)
Ìèñêîâåöü Îëüãà (ì. Ëóöüê, 9 êëàñ)
Ïîæèäà¹â Ìàêñèì (ì. Îäåñà, 9 êëàñ)
Êóçüìèùåâ Ìàêñèì (ì. Ñëîâ'ÿíñüê, Äîíåöüêà îáë., 10 êëàñ)
Âîëîøèí Äìèòðî (ì. Êðèâèé Ðiã, Äíiïðîïåòðîâñüêà îáë., 11 êëàñ)

Âiòà¹ìî âñiõ ïåðåìîæöiâ òà ïðèçåðiâ îëiìïiàäè ç ¨õ äîñÿãíåííÿìè, ÿêi äëÿ êîãîñü
áóëè ïåðøèìè, i, ñïîäiâà¹ìîñü, íå îñòàííiìè! Òåïåð íàãàäà¹ìî óìîâè òà íàâåäåìî
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ îëiìïiàäè.
1. Ó êíèçi �ßê çäîáóâàòè äðóçiâ òà ïî÷óâàòèñÿ ó ñâî¨é òàðiëöi� íàïèñàíî:

Çàìiíiòü ó ñëîâi iíîïëàíåòÿíèí îäíàêîâi áóêâè íà îäíàêîâi öèôðè, à ðiçíi � íà
ðiçíi. ßêùî îòðèìàíå ÷èñëî âèÿâèòüñÿ ïðîñòèì, òî âè îáîâ'ÿçêîâî éîãî çóñòðiíåòå!

×è âàðòî ñïîäiâàòèñÿ íà çóñòði÷ ç ïðèáóëüöåì?
Ðîçâ'ÿçîê. Ó ñëîâi iíîïëàíåòÿíèí áóêâà í çóñòði÷à¹òüñÿ 4 ðàçè, à iíøi 9 áóêâ ïî

îäíîìó ðàçó. Òîìó ÿêùî çàìiíèòè ðiçíi áóêâè ðiçíèìè öèôðàìè, òî áóäóòü âèêîðèñòàíi
âñi 10 öèôð ïî îäíîìó ðàçó òà ùå òðè÷i � öèôðà, ÿêà âiäïîâiäà¹ áóêâi í. Àëå ñóìà
óñiõ öèôð âiä 0 äî 9 äîðiâíþ¹ 45, òîáòî äiëèòüñÿ íà 3. Îòæå, i ñóìà öèôð îòðèìàíîãî
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÷èñëà áóäå äiëèòèñÿ íà 3. Çà îçíàêîþ ïîäiëüíîñòi îòðèìàíå òðèíàäöÿòèöèôðîâå ÷èñëî
áóäå äiëèòèñÿ íà 3, à òîìó íå ìîæå áóòè ïðîñòèì.

Âiäïîâiäü: íå âàðòî.
2. Çíàéòè íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ñóìà îñòà÷ âiä äiëåííÿ ÿêîãî íà 5 òà íà 7
äîðiâíþ¹ 9.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 5 íå áiëüøà çà 4, à îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 7 íå
áiëüøà çà 6. Òîìó ñóìà öèõ îñòà÷ ìîæå äîðiâíþâàòè 9 ëèøå ó äâîõ âèïàäêàõ: êîëè
÷èñëî äà¹ îñòà÷ó 4 ïðè äiëåííi íà 5 òà îñòà÷ó 5 ïðè äiëåííi íà 7 àáî äà¹ îñòà÷ó 3
ïðè äiëåííi íà 5 òà îñòà÷ó 6 ïðè äiëåííi íà 7. Îñòà÷ó 4 ïðè äiëåííi íà 5 äàþòü ÷èñëà
4, 9, 14, 19, . . . , ñåðåä íèõ îñòà÷à 5 ïðè äiëåííi íà 7 âïåðøå çóñòði÷à¹òüñÿ ó ÷èñëà 19.
Àíàëîãi÷íî îñòà÷ó 3 ïðè äiëåííi íà 5 äàþòü ÷èñëà 3, 8, 13, 18, . . . , ñåðåä íèõ îñòà÷à 6
ïðè äiëåííi íà 7 âïåðøå çóñòði÷à¹òüñÿ ó ÷èñëà 13.

Âiäïîâiäü: 13.
3. ×è ìîæíà ðîçðiçàòè êâàäðàò íà òðèêóòíèê, ÷îòèðèêóòíèê, ï'ÿòèêóòíèê òà øåñòè-
êóòíèê (íå îáîâ'ÿçêîâî îïóêëi) òàê, ùîá æîäåí ç öèõ ìíîãîêóòíèêiâ íå ìàâ ïðÿìèõ
êóòiâ?

Ðèñ. 1.
Ðîçâ'ÿçîê. Òðè ïðèêëàäè ïîòðiáíîãî ðîçðiçàííÿ çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.
Âiäïîâiäü: òàê, ìîæíà.

4. Ó âóçëàõ ñiòêè 3 × 100 ñèäÿòü æóêè (ó êîæíîìó ðÿäêó 100 æóêiâ òà ó êîæíîìó
ñòîâ÷èêó 3 æóêè). Ñêiëüêè ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìèõ, íà ÿêèõ ñèäÿòü ðiâíî 3 æóêè?

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîçóìiëî, ùî òðè æóêè íà ïðÿìié ìàþòü ñèäiòè ïî îäíîìó â óñiõ òðüîõ
ðÿäêàõ. Àëå ìiæ äâîìà æóêàìè, ÿêi ñèäÿòü ó ïåðøîìó òà òðåòüîìó ðÿäêàõ, áóäå ùå
îäèí æóê òîäi òà ëèøå òîäi, êîëè öi æóêè ñèäÿòü ó ñòîâï÷èêàõ ç íîìåðàìè îäíàêîâî¨
ïàðíîñòi. Òîìó ÷åðåç êîæíîãî æóêà ó ïåðøîìó ðÿäêó ìîæíà ïðîâåñòè 50 ïðÿìèõ, à
âñüîãî 100 · 50 = 5000 ïðÿìèõ.

Âiäïîâiäü: 5000.
5. Äåêiëüêà ìàâï êèäàþòüñÿ îäíà â îäíó ãðàíàòàìè. Âiäîìî, ùî ó êîæíó ìàâïó âëó-
÷èëî âäâi÷i áiëüøå àáî âäâi÷i ìåíøå ãðàíàòiâ, íiæ êèíóëà âîíà ñàìà, à óñüîãî áóëî
êèíóòî 50 ãðàíàòiâ. ×è óñi ãðàíàòè âëó÷èëè ó öiëü?

Ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ êîæíî¨ ìàâïè çàïèøåìî äâà ÷èñëà � êiëüêiñòü ãðàíàòiâ, ÿêi êèíóëà
âîíà, òà êiëüêiñòü ãðàíàòiâ, ÿêi âëó÷èëè ó íå¨. Îäíå ç öèõ ÷èñåë ¹ âäâi÷i áiëüøèì çà
iíøå, òîìó ¨õ ñóìà äiëèòüñÿ íà 3. Òàêèì ÷èíîì, ñóìà âñiõ çàïèñàíèõ ÷èñåë òåæ áóäå
äiëèòèñÿ íà 3. Àëå ÿêùî óñi ãðàíàòè âëó÷èëè ó öiëü, òî êîæåí ç 50 ãðàíàòiâ âðàõîâàíî
äâi÷i, òîáòî ñóìà âñiõ çàïèñàíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 100, ñóïåðå÷íiñòü.
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Âiäïîâiäü: íå âñi.
6. Ïðî äîäàòíi ÷èñëà a, b, c âiäîìî, ùî

4abc(a+ b+ c) = (a+ b)2(a+ c)2.

Äîâåñòè, ùî a+ b+ c = bc
a
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî a(a+ b+ c) = x, bc = y. Òîäi

abc(a+ b+ c) = xy, (a+ b)(a+ c) = a2 + ab+ ac+ bc = x+ y

òà ðiâíiñòü ç óìîâè çàäà÷i íàáóâà¹ âèãëÿäó 4xy = (x + y)2, çâiäêè (x − y)2 = 0, òîáòî
x = y, àáî a+ b+ c = bc

a
.

7. Íåõàé O òà H � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òà òî÷êà ïåðåòèíó âèñîò ãîñòðîêóòíîãî
òðèêóòíèêà ABC, D � îñíîâà âèñîòè, ïðîâåäåíî¨ äî BC, à E � ñåðåäèíà AO. Äîâåñòè,
ùî îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ADE ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó âiäðiçêà OH.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé F � ñåðåäèíà OH, à G � òî÷êà, ñèìåòðè÷íà äî H âiäíîñíî BC
(ðèñ. 2). Íåâàæêî îá÷èñëèòè, ùî ∠BHC = 180◦ − ∠BAC, à òîìó ∠BGC = ∠BHC =
180◦ − ∠BAC, òîáòî òî÷êà G íàëåæèòü îïèñàíîìó êîëó òðèêóòíèêà ABC. Äàëi, EF
òà FD � ñåðåäíi ëiíi¨ òðèêóòíèêiâ AOH òà OHG, çâiäêè EF ‖ AD òà DF = 1

2
GO =

1
2
AO = AE. Îòæå, ADEF � ðiâíîái÷íà òðàïåöiÿ, à òîìó îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà

ADE ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó F.

Ðèñ. 2.
8. ×è iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà a òà b, ùî ïðè êîæíîìó n ≥ 1 ÷èñëî 2na + b ¹
ïîâíèì êâàäðàòîì?

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî, ùî øóêàíi ÷èñëà a òà b iñíóþòü, òà íåõàé 22na + b = x2
n,

n ≥ 1. Òîäi 4x2
n−x2

n+1 = (2xn+xn+1)(2xn−xn+1) = 3b, à îòæå ÷èñëî 2xn+xn+1 ìà¹ áóòè
äiëüíèêîì 3b ïðè êîæíîìó n ≥ 1. Ïðîòå ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìà¹ìî 22na+ b > b2,
à òîìó xn > b òà 2xn + xn+1 > 3xn > 3b, ñóïåðå÷íiñòü.

Âiäïîâiäü: íå iñíóþòü.
9. � 360 êóëüîê 18 êîëüîðiâ (ïî 20 êóëüîê êîæíîãî êîëüîðó). Ïåðøèé ãðàâåöü áåðå
ïî îäíié êóëüöi òà äà¹ äðóãîìó, à äðóãèé êëàäå ¨¨ íà âiëüíó êëiòèíêó äîøêè 9 × 9.
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ßêùî â äåÿêîìó ðÿäêó ÷è ñòîâï÷èêó äîøêè îïèíÿþòüñÿ ï'ÿòü êóëüîê îäíîãî êîëüîðó
ïîñïiëü, òî ¨õ çíiìàþòü ç äîøêè òà êëàäóòü ó êîðîáêó. Ïåðøèé ãðàâåöü âèãðà¹, ÿêùî
äîøêó áóäå ïîâíiñòþ çàïîâíåíî êóëüêàìè, à äðóãèé � ÿêùî âñi êóëüêè îïèíÿòüñÿ ó
êîðîáöi. ×è ìà¹ õòîñü ç ãðàâöiâ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ? ßêùî ìà¹, òî õòî?

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîêàæåìî, ÿêèì ÷èíîì äðóãèé ãðàâåöü
ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïåðåìîãó. Íåõàé âií ðîçiá'¹ äî-
øêó íà 18 ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðó 1× 4 òà îäèí ïðÿ-
ìîêóòíèê 9 × 1 ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Äàëi âií áóäå
çáèðàòè ó êîæíîìó ç ïðÿìîêóòíèêiâ êóëüêè ïåâíîãî
êîëüîðó. Êîëè äåÿêèé ïðÿìîêóòíèê 1× 4 áóäå ïîâíi-
ñòþ çàïîâíåíî, âií çìîæå ïîêëàñòè íàñòóïíó êóëüêó
öüîãî êîëüîðó ó ñóñiäíþ ç äàíèì ïðÿìîêóòíèêîì êëi-
òèíêó ïðÿìîêóòíèêà 9×1 òà çíÿòè óñi ï'ÿòü êóëüîê ç
äîøêè. Îñêiëüêè êiëüêiñòü êóëüîê êîæíîãî êîëüîðó
äiëèòüñÿ íà 5, òî ðàíî ÷è ïiçíî âñi êóëüêè îïèíÿòüñÿ
ó êîðîáöi òà äðóãèé ãðàâåöü âèãðà¹. Ðèñ. 3.

Âiäïîâiäü: âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ìà¹ äðóãèé ãðàâåöü.
10. Äiàãîíàëi AC òà BD âïèñàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi
O. Âiäîìî, ùî ∠BAD = 60◦ òà AO = 3OC. Äîâåñòè, ùî ñóìà äåÿêèõ äâîõ ñòîðií
÷îòèðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ iíøèõ ñòîðií.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè ÷îòèðèêóòíèê ABCD ¹ âïè-
ñàíèì, òî ∠BCD = 120◦. Çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ ç
òðèêóòíèêiâ ABD òà CBD çíàõîäèìî

AB2+AD2−BD2 = 2AB ·AD cos∠BAD = AB ·AD,

CB2+CD2−BD2 = 2CB·CD cos∠BCD = −CB·CD.

Ïîðiâíþþ÷è ïëîùi òðèêóòíèêiâ ABD òà CBD,
ÿêi ìàþòü ñïiëüíó îñíîâó BD, äiñòà¹ìî, ùî

SABD

SBCD

=
AO

OC
= 3 =

AD · AD sin∠BAD

CB · CD sin∠BCD
=

AB · AD
CB · CD

.

Ðèñ. 4.
Çâiäñè

(AB −DA)2 =AB2 + AD2 − 2AB · AD = BD2 − AB · AD =

=BD2 − 3CB · CD = CB2 + CD2 − 2CB · CD = (BC − CD)2,

à îòæå AB+CD = AD+BC àáî AB+BC = AD+CD (ç ðèñ. 4 çðîçóìiëî, ùî îáèäâà
öi âèïàäêè ¹ ìîæëèâèìè).
11. Íåõàé a1, a2, a3, a4 > 0 òà

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
= 4.
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Çíàéòè íàéìåíøå ìîæëèâå çíà÷åííÿ âèðàçó

a1 +
a22
2

+
a33
3

+
a44
4
.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà íåðiâíiñòþ Êîøi

4 =
1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
≥ 4 4

√
1

a1a2a3a4
,

çâiäêè a1a2a3a4 ≥ 1. Çàñòîñîâóþ÷è ùå ðàç íåðiâíiñòü Êîøi äî 12 ÷èñåë a1, 6 ÷èñåë a22,
4 ÷èñåë a33 òà 3 ÷èñåë a44, äiñòàíåìî

a1 +
a22
2

+
a33
3

+
a44
4

=
1

12
(12a1 + 6a22 + 4a33 + 3a44) ≥

25

12
25

√(
a1a2a3a4

)12 ≥ 25

12
.

Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî çíà÷åííÿ 25
12

äîñÿãà¹òüñÿ ïðè a1 = a2 = a3 = a4 = 1.
Âiäïîâiäü: 25

12
.

12. Ïîñëiäîâíiñòü x1, x2, x3, . . . âèçíà÷åíî óìîâàìè

x1 = a, x2 = b òà xn+2 = xn+1 + xn, n ≥ 1.

×è iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà a òà b, ïðè ÿêèõ çíàéäóòüñÿ ïðèíàéìíi 2013 ÷èñåë, êîæíå
ç ÿêèõ çóñòði÷à¹òüñÿ ó ïîñëiäîâíîñòi x1, x2, x3, . . . áiëüøå îäíîãî ðàçó?

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü . . . , F−3, F−2, F−1, F0, F1, F2, F3, . . . , âèçíà÷åíó
óìîâàìè F1 = F2 = 1 òà Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ∈ Z. Îá÷èñëèìî äåêiëüêà ÷ëåíiâ öi¹¨
ïîñëiäîâíîñòi:

n . . . −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 . . .
Fn . . . −3 2 −1 1 0 1 1 2 3 . . .

Îñêiëüêè ïðè n ≥ 1 ìà¹ìî Fn+2 = Fn+1 + Fn òà F−n−2 = −F−n−1 + F−n, òî iíäóêöi¹þ
çà n íåâàæêî âñòàíîâèòè, ùî F−n = (−1)n−1Fn, n ≥ 1. Çîêðåìà F−1 = F1, F−3 = F3,
F−5 = F5, F−7 = F7, . . .

Òåïåð ïîêëàäåìî a = F−4999 òà b = F−4998. Òîäi xn = Fn−5000, n ≥ 1, à òîìó ó
ïîñëiäîâíîñòi x1, x2, x3, . . . áiëüøå îäíîãî ðàçó çóñòði÷àþòüñÿ òàêi 2500 ÷èñåë:

x1 = x9999 = F4999, x3 = x9997 = F4997, x5 = x9995 = F4995, . . . , x4999 = x5001 = F1.

Âiäïîâiäü: iñíóþòü.
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