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1. Ìiðà Æîðäàíà

1.1. Ïåðåäìîâà. Íåõàé

• N0 := N ∪ {0}.
• x = (x1, . . . xm), x1 = (x1,1, . . . x1,m), x

∗ = (x∗1, . . . x
∗
m), a = (a1, . . . am)

e1 := (1, 0, . . . , 0), . . . , em := (0, . . . , 0, 1).

• Íåõàé E ⊂ Rm, E � çàìèêàííÿ ìíîæèíè E, E0 � ìíîæèíà âíóòðiøíiõ òî÷îê

ìíîæèíè E. Ìåæåþ ìíîæèíè E íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

∂E := E \ E0.

Çîêðåìà,

E0 = E \ ∂E = E \ ∂E, E = E ∪ ∂E = E0 ∪ ∂E.

• Áóêâà G áóäå âèêîðèñòàíà ëèøå äëÿ ïîçíà÷åííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

• Áóêâà F áóäå âèêîðèñòàíà ëèøå äëÿ ïîçíà÷åííÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí.

• Ñèìâîë ” : ” çàâæäè ÷èòà¹òüñÿ ÿê "òàêèé (òàêà, òàêå, òàêi), ùî".

• Âñi ïîñèëàííÿ � íà ïiäðó÷íèê À. ß. Äîðîãîâöåâà.
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1.2. Åëåìåíòàðíi ôiãóðè.

Îçíà÷åííÿ 1.1 ( n-êóáà òà éîãî îá'¹ìó). Íåõàé n ∈ N0. Ìíîæèíó qn ⊂ Rm íàçâåìî

n-êóáîì, ÿêùî iñíóþòü m öiëèõ ÷èñåë j1, . . . , jm òàêèõ, ùî

qn =

{
x ∈ Rm :

j1
2n

≤ x1 ≤
j1 + 1

2n
, . . . ,

jm
2n

≤ xm ≤ jm + 1

2n

}
.

Îá'¹ìîì n-êóáà íàçâåìî ÷èñëî

|qn| :=
1

2nm
.

Îçíà÷åííÿ 1.2 (åëåìåíòàðíî¨ ôiãóðè òà ¨¨ îá'¹ìó). Íåïîðîæíþ ìíîæèíó A ⊂ Rm

íàçâåìî åëåìåíòàðíîþ ôiãóðîþ, ÿêùî âîíà ñêëàäåíà iç (¹ îá'¹äíàííÿì) ñêií÷åííîãî

÷èñëà n-êóáiâ. Îá'¹ìîì åëåìåíòàðíî¨ ôiãóðè A íàçâåìî ÷èñëî

|A| := l|qn| =
l

2nm
,

äå l � êiëüêiñòü n-êóáiâ, ç ÿêèõ âîíà ñêëàäåíà. Ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅ òàêîæ áóäåìî

ââàæàòè åëåìåíòàðíîþ ôiãóðîþ i ïîêëàäåìî |∅| := 0.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Êîæåí n-êóá qn ñêëàäåíèé iç 2m (n + 1)-êóáiâ qn+1. Îòæå, ÿêùî

åëåìåíòàðíà ôiãóðà A ñêëàäåíà iç l n-êóáiâ, òî âîíà òàêîæ ñêëàäåíà iç l1 = 2ml

(n+ 1)-êóáiâ. Òîäi

|A| = l1|qn+1| =
l2m

2m(n+1)
=

l

2nm
= l|qn|.

Iíøèìè ñëîâàìè, îçíà÷åííÿ îá'¹ìó åëåìåíòàðíî¨ ôiãóðè íå çàëåæèòü âiä íîìåðó n

n-êóáiâ, iç ÿêèõ âîíà ñêëàäåíà.

Íåõàé åëåìåíòàðíi ôiãóðè A òà B ñêëàäåíi âiäïîâiäíî iç n1- òà n2-êóáiâ. Òîäi êîæíà

ç íèõ ñêëàäåíà iç n-êóáiâ, äå n = max{n1, n2}. Çâiäñè âèïëèâà¹

Ëåìà 1.1 (Ïðî åëåìåíòàðíi ôiãóðè). Íåõàé A i B ¹ åëåìåíòàðíèìè ôiãóðàìè. Òîäi

à) ¨õ ïåðåòèí i îá'¹äíàííÿ ¹ òàêîæ åëåìåíòàðíèìè ôiãóðàìè i

|A ∪B| ≤ |A|+ |B|;

á) ÿêùî ¨õ âíóòðiøíîñòi A0 i B0 íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî ÿêùî A0 ∩B0 = ∅, òî

|A ∪B| = |A|+ |B|;

â) ÿêùî B ⊂ A, òî

|B| ≤ |A|;

ã) çàìèêàííÿ ¨õ ðiçíèöi, òîáòî A \B, ¹ åëåìåíòàðíîþ ôiãóðîþ, i ÿêùî B ⊂ A, òî

|A \B| = |A| − |B|.
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1.3. Îçíà÷åííÿ ìiðè Æîðäàíà.

Îçíà÷åííÿ 1.3 (âíóòðiøíüî¨ ôiãóðè òà çîâíiøíüî¨ ôiãóðè). Âíóòðiøíüîþ ôiãóðîþ

îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rm íàçèâàâà¹òüñÿ ìíîæèíà E(n), ñêëàäåíà ç óñiõ n-êóáiâ

qn òàêèõ, ùî qn ⊂ E. Çîâíiøíüîþ ôiãóðîþ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rm íàçèâà¹òüñÿ

ìíîæèíà E(n), ñêëàäåíà ç óñiõ n-êóáiâ qn òàêèõ, ùî qn ∩ E ̸= ∅.

Çàóâàæåííÿ 1.2. Çà îçíà÷åííÿì, E(n) òà E
(n) ¹ åëåìåíòàðíèìè ôiãóðàìè, ïðè öüîìó

E(n) ⊂ E(n+1) ⊂ E(n+1) ⊂ E(n).

Çâiäñè

|E(n)| ≤ |E(n+1)| ≤ |E(n+1)| ≤ |E(n)|.

Îòæå, îáèäâi ïîñëiäîâíoñòi
{
|E(n)|

}∞
n=0

òà
{
|E(n)|

}∞
n=0

¹ ìîíîòîííèìè òà îáìåæåíèìè

ïîñëiäîâíîñòÿìè íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë. Òîìó ¹ êîðåêòíèì íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4 (âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ ìið). Âíóòðiøíüîþ ìiðîþ Æîðäàíà

îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rm íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

µ∗E := lim
n→∞

|E(n)| = sup
n∈N

|E(n)|.

Çîâíiøíüîþ ìiðîþ Æîðäàíà îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rm íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

µ∗E := lim
n→∞

|E(n)| = inf
n∈N

|E(n)|.

Çàóâàæåííÿ 1.3. ×èñëà µ∗E i µ∗E îçíà÷åíi äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè,i çàâæäè

µ∗E ≤ µ∗E.

Îçíà÷åííÿ 1.5 (ìiðèÆîðäàíà). ÌíîæèíàE ⊂ Rm íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíîþ çà Æîðäà-

íîì (àáî ïðîñòî âèìiðíîþ), ÿêùî âîíà îáìåæåíà i ¨¨ âíóòðiøíÿ òà çîâíiøíÿ ìiðè

Æîðäàíà ðiâíi. Ìiðîþ Æîðäàíà âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rm íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

µE := µ∗E = µ∗E.

Ïðèêëàä 1.1. (Ìiðà â R2 îäèíè÷íîãî êâàäðàòà). Íåõàé Q = [0, 1]2 � îäèíè÷íèé

êâàäðàò. Òîäi, ∀n, E(n) = [−2−n, 1 + 2−n]2 i E(n) = Q, çâiäêè µ∗E = µ∗E = 1 = µE.

Ïðèêëàä 1.2. (Ìíîæèíà E ⊂ R2, íå âèìiðíà çà Æîðäàíîì). Íåõàé Q � ìíîæèíà

ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à Q = [0, 1]2 � îäèíè÷íèé êâàäðàò. Ïîçíà÷èìî E := Q∩Q2. Òîäi,

∀n, E(n) = [−1− 2−n, 1 + 2−n]2 i E(n) = ∅, çâiäêè µ∗E = 1 ̸= 0 = µ∗E.

Çàóâàæåííÿ 1.4. Íåõàé E ⊂ Rm � îáìåæåíà ìíîæèíà. ßêùî H ⊂ E, òî

H(n) ⊂ E(n) i H(n) ⊂ E(n) ⇒ µ∗H ≤ µ∗E òà µ∗H ≤ µ∗E.
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1.4. Êðèòåði¨ âèìiðíîñòi. Íåõàé E ⊂ Rm - îáìåæåíà ìíîæèíà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

∆E(n) := E(n) \ E(n) = E(n) \ (E(n))
0

� çàìèêàííÿ ðiçíèöi çîâíiøíüî¨ i âíóòðiøíüî¨ ôiãóð ìíîæèíè E.

Òåîðåìà 1.1 (∆ � êðèòåðié âèìiðíîñòi). Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà E áóëà âèìiðíîþ,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

lim
n→∞

|∆E(n)| = 0.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì çîâíiøíüî¨ òà âíóòðiøíüî¨ ìið,

m∗E −m∗E = lim
n→∞

|E(n)| − lim
n→∞

|E(n)| = lim
n→∞

(
|E(n)| − |E(n)|

)
= lim

n→∞
|E(n) \ E(n)|

= lim
n→∞

|∆E(n)|,

äå ïåðåäîñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi ã) åëåìåíòàðíèõ ôiãóð. �

Òåîðåìà 1.2 (Àïðîêñèìàöiéíèé êðèòåðié âèìiðíîñòi). Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà E

áóëà âèìiðíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ∀ϵ > 0 ∃ E1 ⊂ Rm òà ∃ E2 ⊂ Rm :

E1 ⊂ E ⊂ E2 òà µ∗E2 − µ∗E1 < ϵ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òðèâiàëüíà, áî ìîæíà âçÿòè E1 := E2 := E. Äîâåäåìî

äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè E1 ⊂ E ⊂ E2, òî

µ∗E1 ≤ µ∗E ≤ µ∗E ≤ µ∗E2,

òîìó

µ∗E − µ∗E ≤ µ∗E2 − µ∗E1 < ϵ.

Îòæå, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ϵ, µ∗E = µ∗E. �

Òåîðåìà 1.3 (Ìåæoâèé êðèòåðié âèìiðíîñòi). Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà E áóëà

âèìiðíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ ìåæà áóëà âèìiðíîþ ìíîæèíîþ ìiðè íóëü.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∂E ìåæó ìíîæèíè E. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè âêëþ÷åííÿ

∂E ⊂ ∆E(n) ⊂ (∂E)(n),

(äèâ. ëåìó 1.2), çâiäêè

∆E(n) ⊂ (∂E)(n) ⊂ (∆E(n))
(n).

Îñêiëüêè |(qn)(n)| = 3m|qn| äëÿ êîæíîãî n-êóáà qn, òî |(∆E(n))
(n)| ≤ 3m|∆E(n)|, îòæå

|∆E(n)| ≤ |(∂E)(n)| ≤ 3m|∆E(n)|.

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà 1.3 çâîäèòüñÿ äî òåîðåìè 1.1. �
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1.5. Ïðî ìåæó ìíîæèíè. Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ìåæi ìíîæèíè. Íåõàé E ⊂ Rm,

E � çàìèêàííÿ ìíîæèíè E, E0 � ìíîæèíà âíóòðiøíiõ òî÷îê ìíîæèíè E.

Îçíà÷åííÿ 1.6 (ìåæi ìíîæèíè). Ìåæåþ ìíîæèíè E íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

∂E := E \ E0.

Êîæíà òî÷êà x ∈ ∂E íàçèâà¹òüñÿ ìåæîâîþ òî÷êîþ ìíîæèíè E.

Çàóâàæåííÿ 1.5. Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî à) ìàþòü ìiñöå âêëþ÷åííÿ E0 ⊂ E ⊂ E;

á) F = F ⇔ F � çàìêíåíà ìíîæèíà; â) G0 = G ⇔ G � âiäêðèòà ìíîæèíà; òà ã)

H ⊂ E ⇒ H0 ⊂ E0 i H ⊂ E.

Ëåìà 1.2 (Ïðî ìåæó ìíîæèíè). ßêùî E � îáìåæåíà ìíîæèíà, òî

∂E ⊂ ∆E(n) ⊂ (∂E)(n).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè E(n) ⊂ E ⊂ E(n), òî (E(n))
0 ⊂ E0 òà E ⊂ E(n) = E(n). Òîìó

∂E = E \ E0 ⊂ E \ (E(n))
0 ⊂ E(n) \ (E(n))

0 = E(n) \ E(n) = ∆E(n).

Ïåðøå âêëþ÷åííÿ äîâåäåíå. Äîâåäåìî äðóãå. Íåõàé qn ⊂ ∆E(n). Îñêiëüêè qn ⊂ E(n),

òî ∃ x′ ∈ qn : x′ ∈ E. Îñêiëüêè qn * E(n), òî ∃ x′′ ∈ qn : x′′ /∈ E. Òîìó âiäðiçîê

[x′,x′′] := {x = tx′ + (1− t)x′′ : t ∈ [0, 1]}

ç êiíöÿìè x′ òà x′′ ìiñòèòü òî÷êó x ∈ ∂E. Îñêiëüêè [x′,x′′] ⊂ qn, òî qn ⊂ (∂E)(n). �

Ëåìà 1.3 (Ïðî ìåæi ìíîæèí). Íåõàé E ⊂ Rm òà H ⊂ Rm. Ìàþòü ìiñöå âêëþ÷åííÿ

∂(E ∪H) ⊂ ∂E ∪ ∂H òà ∂(E \H) ⊂ ∂E ∪ ∂H.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè E ∪ H ⊂ E ∪ H, òî E ∪H ⊂ E ∪H = E ∪ H ⊂ E ∪H, òîáòî

E ∪H = E∪H. Öÿ ðiâíiñòü i âêëþ÷åííÿ E0 ⊂ (E∪H)0 òà H0 ⊂ (E∪H)0 çóìîâëþþòü

∂(E ∪H) = E ∪H \ (E ∪H)0 = (E ∪H) \ (E ∪H)0

= (E \ (E ∪H)0) ∪ (H \ (E ∪H)0) ⊂ (E \ E0) ∪ (H \H0) = ∂E ∪ ∂H.

Ïåðøå âêëþ÷åííÿ äîâåäåíå. Äîâåäåìî äðóãå. Âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ, îòðèìó¹ìî

∂(E \H) = E \H \ (E \H)0 ⊂ E \H0 \ (E0 \H)0 = (E \H0) \ (E0 \H) ⊂ ∂E ∪ ∂H.

Ïåðåâiðèìî îñòàíí¹ âêëþ÷åííÿ. Íåõàé x ∈ (E \H0) \ (E0 \H) ̸= ∅. Òîäi x ∈ E òà x /∈
H0. ßêùî x ∈ H, òî x ∈ ∂H. ßêùî æ x /∈ H, òî x /∈ E0 \H ⇒ x /∈ E0 ⇒ x ∈ ∂E. �
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1.6. Âëàñòèâîñòi âèìiðíèõ ìíîæèí. Íåõàé E òà H � îáìåæåíi ìíîæèíè â Rm. Iç

ðiâíîñòi (E ∪H)(n) = E(n) ∪H(n) âèïëèâà¹, ùî |(E ∪H)(n)| ≤ |E(n)|+ |H(n)|, çâiäêè

(∗) µ∗(E ∪H) ≤ µ∗E + µ∗H.

Òåîðåìà 1.4 (Ïðî âëàñòèâîñòi âèìiðíèõ ìíîæèí). ßêùî ìíîæèíè E i H âèìiðíi,

òî âèìiðíèìè ¹ òàêîæ ¨õ îá'¹äíàííÿ E ∪H, ðiçíèöÿ E \H òà ïåðåòèí E ∩H.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè E òà H âèìiðíi, òî ¨õ ìåæi òàêîæ âèìiðíi i µ∗(∂E) = µ(∂E) = 0

òà µ∗(∂H) = µ(∂H) = 0. Çâiäñè òà iç âêëþ÷åííÿ ∂(E ∪H) ⊂ ∂E ∪ ∂H âèïëèâà¹:

0 ≤ µ∗(∂(E ∪H)) ≤ µ∗(∂(E ∪H)) ≤ µ∗(∂E ∪ ∂H) ≤ µ∗(∂E) + µ∗(∂H) = 0,

òîáòî µ∗(∂(E∪H)) = µ∗(∂(E∪H)) = 0 = µ(∂(E∪H)), îòæå ìåæà ∂(E∪H) ¹ âèìiðíîþ

ìíîæèíîþ ìiðè íóëü, i çíà÷èòü îá'¹äíàííÿ E ∪H ¹ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ. Òàê ñàìî,

iç âêëþ÷åííÿ ∂(E \ H) ⊂ ∂E ∪ ∂H âèïëèâà¹ âèìiðíiñòü ðiçíèöi E \ H. Íàðåøòi,

âèìiðíiñòü ïåðåòèíó E ∩H âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòi E ∩H = E \ (E \H). �

Íàñëiäîê 1.1. ßêùî ìíîæèíà E ⊂ Rm ¹ âèìiðíîþ, òî âèìiðíèìè ìíîæèíàìè ¹

òàêîæ ¨¨ âíóòðiøíiñòü E0 = E \ ∂E òà çàìèêàííÿ E = E ∪ ∂E.

Òåîðåìà 1.5 (Ïðî âëàñòèâîñòi ìiðè Æîðäàíà). Íåõàé E òà H � âèìiðíi ìíîæèíè.

Òîäi à) (ìîíîòîííiñòü) ÿêùî E ⊂ H , òî

µE ≤ µH;

á) (íàïiâàäèòèâíiñòü)

µ(E ∪H) ≤ µE + µH;

â) (àäèòèâíiñòü) ÿêùî ¨õ âíóòðiøíîñòi E0 i H0 íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî ÿêùî

E0 ∩H0 = ∅, òî
µ(E ∪H) = µE + µH.

Äîâåäåííÿ. à) ßêùî E ⊂ H , òî µ∗E ≤ µ∗H, çâiäêè µE = µ∗E ≤ µ∗H = µH.

á) Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, ìíîæèíà E ∪H ¹ âèìiðíîþ, òîìó á) âèïëèâà¹ iç (*).

â) Îñêiëüêè E0∩H0 = ∅, òo (E0)(n)∩(H0)(n) = ∅ òà (E0∪H0)(n) = (E0)(n)∪(H0)(n). Òîìó,

çà âëàñòèâiñòþ àäèòèâíîñòi îá'¹ìó åëåìåíòàðíèõ ôiãóð, |(E0 ∪ H0)(n)| = |(E0)(n)| +
|(H0)(n)|, çâiäêè µ∗(E

0 ∪H0) = µ∗E
0 + µ∗H

0, òîáòî µ(E0 ∪H0) = µE0 + µH0.

Âðàõîâóþ÷è íàñëiäîê 1.1, ïóíêòè à) i á) òåîðåìè 1.5 òà îñòàííþ ðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî

µE + µH ≤ µE + µH = µ(E0 ∪ ∂E) + µ(H0 ∪ ∂H) ≤ µE0 + µH0 = µ(E0 ∪H0)

≤ µ(E ∪H) ≤ µE + µH. �
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Íàñëiäîê 1.2. ßêùî ìíîæèíà E ¹ âèìiðíîþ, òî µE = µE0 = µE.

Ëåìà 1.4 (Ïðî ìiðó êóáà). Íåõàé a ∈ Rm. Êóá Q = [a1, a1 + h]× · · · × [am, am + h] ç

ðåáðàìè äîâæèíè h, ïàðàëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì îñÿì, ¹ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ òà

µQ = hm.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê |Q(n)| ≤ (h+ 2
2n
)m i |Q(n)| ≥ (h− 2

2n
)m, òî µ∗Q = µ∗Q = hm = µQ. �

Íàñëiäîê 1.3. Åëåìåíòàðíà ôiãóðà A ⊂ Rm ¹ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ i µA = |A|.

Îçíà÷åííÿ 1.7 (Âiäîáðàæåííÿ çñóâó). Âiäîáðàæåííÿì çñóâó íà âåêòîð a íàçèâà¹òüñÿ

âiäîáðàæåííÿ φ(x) := a+ x.

Íàñëiäîê 1.4. Ïðè âiäîáðàæåííi çñóâó îáðàç φ(E) âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rm ¹

âèìiðíîþ ìíîæèíîþ i µ(φ(E)) = µE.

1.7. Âïðàâè. Äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Âïðàâà 1. Òî÷êà x ¹ ìåæîâîþ òî÷êîþ ìíîæèíè E, ÿêùî â êîæíîìó îêîëi òî÷êè

x iñíóþòü ïðèíàéìi äâi òî÷êè x′ òà x′′, òàêi ùî x′ ∈ E, àëe x′′ /∈ E.

Âïðàâà 2. Òî÷êà x ¹ ìåæîâîþ òî÷êîþ ìíîæèíè E, ÿêùî iñíóþòü äâi çáiæíi äî

x ïîñëiäîâíîñòi {x′
j}∞j=1 òà {x′′

j}∞j=1 òî÷îê òàêèõ, ùî x′
j ∈ E, àëe x′′

j /∈ E, ∀j ∈ N.

Âïðàâà 3. Íåðiâíiñòü µ∗(E1 ∪ E2) ≤ µ∗E1 + µ∗E2, âçàãàëi êàæó÷è, íå ïðàâèëüíà.

Âïðàâà 4. Êîæíèé êâàäðàò â R2 (íå îáîâ'ÿçêîâî ç ðåáðàìè, ïàðàëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì

îñÿì) ¹ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ i éîãî ìiðà äîðiâíþ¹ éîãî ïëîùi.

Âïðàâà 5. ßêùî ìíîæèíà E ⊂ R2 ¹ âèìiðíîþ, òî âèìiðíîþ ¹ òàêîõ êîæíà

êîíãðóåíòíà ¨é ìíîæèíà, i ¨õ ìiðè ðiâíi.

Âïðàâà 6. Êîæíèé êóá â R3 ¹ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ i éîãî ìiðà äîðiâíþ¨ h3, äå h �

äîâæèíà ðåáðà êóáà.

Çàóâàæåííÿ 1.6. Àíàëîãi÷íe òâåðäæåííÿ äëÿ ïðîñòîðiâ Rm áóäe äîâåäåíe ïiçíiøå.

Âïðàâà 7. ßêùî ìíîæèíè E1 òà E2 íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî ïåðåòèíàþòüñÿ ëèøå

¨õ ìåæi, òî E0
1 ∩ E0

2 = ∅.

Âïðàâà 8. Òâåðäæåííÿ, îáåðíåíå ïîïåðåäíüîìó, âçàãàëi êàæó÷è, íåïðàâèëüíå.
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2. Êðàòíi iíòåãðàëè ïî âèìiðíèõ ìíîæèíàõ.

Ñêðiçü íàäàëi, êðiì ðîçäiëó 7, âñi ôóíêöi¨¨ f : E → R áóäóòü îáìåæåíèìè. Ïîçíà÷èìî

M(f, E) := sup
x∈E

|f(x)|.

2.1. Ðîçáèòòÿ ìíîæèíè. Âåðõíÿ òà íèæíÿ ñóìè Äàðáó. Íàãàäà¹ìî, ùî äiàìåòðîì

îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rm íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

diam E := sup
x′∈E,x′′∈E

∥x′ − x′′∥.

Íàïðèêëàä, diam qn =
√
m

2n
.

Íåõàé E ⊂ Rm � âèìiðíà ìíîæèíà, f : E → R � îáìåæåíà ôóíêöiÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1 (ðîçáèòòÿ). Ñêií÷åííèé íàáið λ = {Ej}lj=1 ìíîæèí Ej íàçèâà¹òüñÿ

ðîçáèòòÿì ìíîæèíè E, ÿêùî à) âñi ìíîæèíè Ej ¹ âèìiðíèìè; á) ∪l
j=1Ej = E;

â)ÿêùî i ̸= j, òî âíóòðiøíîñòi (Ei)
0 òà (Ej)

0 ìíîæèí Ei òà Ej íå ïåðåòèíàþòüñÿ,

òîáòî (Ei)
0 ∩ (Ej)

0 = ∅. ×èñëî

|λ| = max
j=1,...,l

diam Ej

íàçèâà¹òüñÿ äiàìåòðîì ðîçáèòòÿ λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíè E.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Iñíó¹ ðîçáèòòÿ ÿê çàâãîäíî ìàëîãî äiàìåòðà. Ñêàæiìî, íåõàé {qn,j}lj=1

� íàáið n-êóáiâ, ùî ñêëàäàþòü E(n). Âiçüìåìî λ = {E ∩ qn,j}lj=1. Òîäi |λ| ≤
√
m

2n
.

Îçíà÷åííÿ 2.2 (âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ ñóì Äàðáó). Âåðõíüîþ (íèæíüîþ) ñóìîþ

Äàðáó ôóíêöi¨ f çà ðîçáèòòÿì λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíè E íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

U(f, λ) :=
l∑

j=1

(
sup
x∈Ej

f(x)

)
µEj

(
L(f, λ) :=

l∑
j=1

(
inf
x∈Ej

f(x)

)
µEj

)
.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Îñêiëüêè | supx∈Ej
f(x)| ≤M(f, E), òî

|U(f, λ)| = |
l∑

j=1

(
sup
x∈Ej

f(x)

)
µEj| ≤M(f, E)

l∑
j=1

µEj =M(f, E)µE,

àíàëîãi÷íî |L(f, λ)| ≤M(f, E)µE. Òîìó çàâæäè iñíóþòü âåðõíié òà íèæíié iíòåãðàëè.

Îçíà÷åííÿ 2.3 (âåðõíüîãî òà íèæíüîãî iíòåãðàëiâ). Âåðõíiì (íèæíiì) iíòåãðàëîì

âiä ôóíêöi¨ f ïî ìíîæèíi E íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî∫
E

f(x)dx := inf
λ
U(f, λ)

(∫
E

f(x)dx := sup
λ
L(f, λ)

)
,

äå iíôiìóì (ñóïðåìóì) áåðåòüñÿ ïî âñiõ ðîçáèòòÿõ λ ìíîæèíè E.
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2.2. Îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà. Ïiäðîçáèòòÿ. Íåõàé E ⊂ Rm � âèìiðíà ìíî-

æèíà i f : E → R � îáìåæåíà ôóíêöiÿ. Äàìî îçíà÷åííÿ ïiäðîçáèòòÿ i ïîêàæåìî, ùî

(∗)
∫

E

f(x)dx ≤
∫

E

f(x)dx.

Îçíà÷åííÿ 2.4 (ïiäðîçáèòòÿ). Ðîçáèòòÿ λ′ = {E ′
i}si=1 ìíîæèíèE íàçèâà¹òüñÿ ïiäðîç-

áèòòÿì ðîçáèòòÿ λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíè E, ÿêùî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , s iñíó¹

j = 1, . . . , l òàêå, ùî E ′
i ⊂ Ej.

Ëåìà 2.1 (Ïðî ïiäðîçáèòòÿ). ßêùî λ′ � ïiäðîçáèòòÿ ðîçáèòòÿ λ ìíîæèíè E, òî

U(f, λ′) ≤ U(f, λ) òà L(f, λ′) ≥ L(f, λ).

Äîâåäåííÿ. ßêùî E ′
i ⊂ Ej, òî supx∈E′

i
f(x) ≤ supx∈Ej

f(x), òîìó

U(f, λ′) =
s∑

j=i

(
sup
x∈E′

i

f(x)

)
µE ′

i =
l∑

j=1

∑
i:E′

i⊂Ej

(
sup
x∈E′

i

f(x)

)
µE ′

i

≤
l∑

j=1

∑
i:E′

i⊂Ej

(
sup
x∈Ej

f(x)

)
µE ′

i =
l∑

j=1

(
sup
x∈Ej

f(x)

) ∑
i:E′

i⊂Ej

µE ′
i =

l∑
j=1

(
sup
x∈Ej

f(x)

)
µEj

= U(f, λ).

Ïåðøà íåðiâíiñòü äîâåäåíà. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äðóãà íåðiâíiñòü. �

Ëåìà 2.2 (Ïðî ñïiëüíå ïiäðîçáèòòÿ). Íåõàé λ1 òà λ2 � äâà ðîçáèòòÿ ìíîæèíè E.

Òîäi iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ′, ÿêå ¹ îäíî÷àñíî ïiäðîçáèòòÿì ðîçáèòòÿ λ1 i ðîçáèòòÿ λ2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ1 = {Ej}lj=1 à λ2 = {Hi}si=1. Øóêàíèì ñïiëüíèì ïiäðîçáèòòÿì λ′ ¹,

ñêàæiìî, íàáið óñiõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí âèãëÿäó Ej∩Hi, j = 1, . . . , l, i = 1, . . . , s. �

Çàóâàæåííÿ 2.3. Äâi îñòàííi ëåìè ñïðè÷èíÿþòü íåðiâíîñòi

L(f, λ1) ≤ L(f, λ′) ≤ U(f, λ′) ≤ U(f, λ2),

ÿêi òÿãíóòü çà ñîáîþ (*).

Îçíà÷åííÿ 2.5 (iíòåãðàëà Ðiìàíà). Êàæóòü, ùî îáìåæåíà ôóíêöiÿ f : E → R
iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà âèìiðíié ìíîæèíi E ⊂ Rm, i ïèøóòü f ∈ R(E), ÿêùî

¨¨ âåðõíié i íèæíié iíòåãðàëè ïî ìíîæèíi E ðiâíi. Iíòåãðàëîì Ðiìàíà âiä ôóíêö¨¨

f ∈ R(E) ïî ìíîæèíi E íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî∫
E

f(x)dx :=

∫
E

f(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Íàäàëi çàìiñòü "iíòåãðàë Ðiìàíà" áóäåìî ïèñàòè "iíòåãðàë".
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2.3. Êðèòåði¨ iíòåãðîâíîñòi. Íåõàé E ⊂ Rm � âèìiðíà ìíîæèíà, à f : E → R �

îáìåæåíà ôóíêöiÿ. Ïîçíà÷èìî

I :=

∫
E

f(x)dx, I :=

∫
E

f(x)dx òà I :=

∫
E

f(x)dx, ÿêùî I iñíó¹.

Òåîðåìà 2.1 (Êðèòåðié iíòåãðîâíîñòi 1). Ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà ìíîæèíi E òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ϵ > 0 iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ ìíîæèíè E òàêå, ùî

(∗) U(f, λ)− L(f.λ) < ϵ.

Äîâåäåííÿ. ⇐ (äîñòàòíiñòü). Çà îçíà÷åííÿì âåðõíüîãî i íèæíüîãî iíòåãðàëiâ,

I − I ≤ U(f, λ)− L(f, λ) < ϵ.

Îñêiëüêè I − I ≥ 0, à ϵ � äîâiëüíå, òî I = I, òîáòî f ∈ R(E). Äîñòàòíiñòü äîâåäåíà.

⇒ (íåîáõiäíiñòü). Çà îçíà÷åííÿì âåðõíüîãî i íèæíüîãî iíòåãðàëiâ òà

âëàñòèâîñòÿìè iíôiìóìà i ñóïðåìóìà, iñíóþòü ðîçáèòòÿ λ1 i λ2 ìíîæèíè E òàêi, ùî

U(f, λ1)− I = U(f, λ1)− I <
ϵ

2
òà I − L(f, λ2) = I − L(f, λ2) <

ϵ

2
.

Íåõàé λ � ñïiëüíå ïiäðîçáèòòÿ ðîçáèòòiâ λ1 òà λ2. Òîäi

U(f, λ)− L(f, λ) ≤ U(f, λ1)− L(f, λ2) = (U(f, λ1)− I) + (I − L(f, λ2)) < ϵ. �

Íàäàëi êîðèñíèì áóäå íàñòóïíå

Îçíà÷åííÿ 2.6 (êîëèâàííÿ). Êîëèâàííÿì ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíiE íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

ω(f, E) := sup
x∈E

f(x)− inf
x∈E

f(x) = sup
x′∈E,x′′∈E

|f(x′)− f(x′′)|.

Íåãàéíî iç îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi êîëèâàííÿ: à) ÿêùî H ⊂ E, òî

ω(f,H) ≤ ω(f, E);

á) 0 ≤ ω(f, E) ≤ 2M(f, E);

â) ÿêùî λ = {Ej}lj=1 � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè E, òî

U(f, λ)− L(f, λ) =
l∑

j=1

ω(f, Ej)µEj.

Òåîðåìà 2.2 (Êðèòåðié iíòåãðîâíîñòi 2). Ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà ìíîæèíi E òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ϵ > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ

λ ìíîæèíè E òàêîãî, ùî |λ| < δ, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (*).

Äîâåäåííÿ. ⇐. Äîñòàòíiñòü ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíié òåîðåìi.
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⇒ (íåîáõiäíiñòü). Çà óìîâîþ, ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà E. Òîìó çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâ-

íîñòi 1 iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ̃ = {Hi}si=1 ìíîæèíè E òàêå, ùî U(f, λ̃)−L(f, λ̃) ≤ ϵ
2
. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç Γ := ∪s
i=1∂Hi. Îñêiëüêè âñi Hi ¹ âèìiðíèìè ìíîæèíàìè, òî µΓ = 0, çâiäêè

|(Γ(n))(n)| ≤ 3m|Γ(n)| → 0, n→ ∞.

Òîìó iñíó¹ n òàêå, ùî

|(Γ(n))(n)| < ϵ

4M(f, E)
.

Ïîêàæåìî, ùî øóêàíèì â òåîðåìi ¹, ñêàæiìî,

δ =
1

2n+1
.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ÿêå-íåáóäü ðîçáèòòÿ λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíè E òàêå, ùî |λ| < δ.

Áóäåìî ïèñàòè j ∈ κ, j = 1, . . . l, ÿêùî iñíó¹ i = 1, . . . , s òàêå, ùî Ej ⊂ Hi. Ðiçíèöþ

σ := U(f, λ)− L(f, λ) =
l∑

i=1

ω(f, Ej)µEj

ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi σ = σ1 + σ2, äå

σ1 =
∑
j∈κ

ω(f, Ej)µEj =
s∑

i=1

∑
j:Ej∈Hi

ω(f, Ej)µEj ≤
s∑

i=1

∑
j:Ej∈Hi

ω(f,Hi)µEj

=
s∑

i=1

ω(f,Hi)
∑

j:Ej∈Hi

µEj ≤
s∑

i=1

ω(f,Hi)µHi

= U(f, λ̃)− L(f, λ̃) <
ϵ

2
.

Òåïåð, îñêiëüêè ω(f, Ej) ≤ 2M(f, E), òî

σ2 =
∑
j /∈κ

ω(f, Ej)µEj ≤ 2M(f, E)
∑
j /∈κ

µEj = 2M(f, E)µ (∪j /∈κEj)

≤ 2M(f, E)µ
(
(Γ(n))(n)

)
<
ϵ

2
.

Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè âêëþ÷åííÿ ∪l
j=1:j /∈κEj ⊂ (Γ(n))(n), òîáòî âêëþ÷åííÿ

Ej ∈ (Γ(n))(n), j /∈ κ.

Ñïðàâäi, îñêiëüêè j /∈ κ, òî iñíó¹ íîìåð i = 1, . . . s òà iñíóþòü ïðèíàéìi äâi òî÷êè

x′ ∈ Ej òà x′′ ∈ Ej òàêi, ùî x′ ∈ Hi àëå x
′′ /∈ Hi. Òîìó âiäðiçîê [x′,x′′] ç êiíöÿìè x′ òà

x′′ ìiñòèòü òî÷êó x∗ ∈ ∂Ej ⇒ x∗ ∈ Γ. Îñêiëüêè diamEj < δ, òî, ∀x ∈ Ej, ìà¹ìî

∥x− x∗∥ ≤ ∥x− x′∥+ ∥x′ − x∗∥ ≤ ∥x− x′∥+ ∥x′ − x′′∥ < 2δ =
1

2n
.

Îòæå x ∈ (Γ(n))(n), çâiäêè Ej ∈ (Γ(n))(n). �
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2.4. Iíòåãðàë ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíèõ ñóì. Íåõàé E ⊂ Rm � âèìiðíà ìíîæèíà,

à f : E → R � îáìåæåíà ôóíêöiÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.7 (iíòåãðàëüíî¨ ñóìè). Iíòåãðàëüíîþ ñóìîþ ôóíêöi¨ f çà ðîçáèòòÿì

λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíè E òà íàáîðîì X = {xj}lj=1 òî÷îê xj ∈ Ej íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

S(f, λ,X) :=
l∑

j=1

f(xj)µEj.

Çàóâàæåííÿ 2.5. Äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíèE ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

(1) sup
X
S(f, λ,X) = U(f, λ) òà inf

X
S(f, λ,X) = L(f, λ),

äå ñóïðåìóì òà iíôiìóì áåðóòüñÿ ïî âñiõ íàáîðàõX = {xj}lj=1 òî÷îê xj ∈ Ej. Çîêðåìà

(2) U(f, λ) ≤ S(f, λ,X) ≤ U(f, λ).

Îçíà÷åííÿ 2.8 (ãðàíèöi iíòåãðàëüíèõ ñóì). Êàæóòü, ùî ÷èñëî J ¹ ãðàíèöåþ iíòå-

ãðàëüíèõ ñóì S(f, λ,X) , i ïèøóòü

lim
|λ|→0

S(f, λ,X) = J,

ÿêùî ∀ϵ > 0 ∃δ > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíè E ç

äiàìåòðîì |λ| < δ i äëÿ âñÿêîãî íàáîðóX = {xj}lj=1 òî÷îê xj ∈ Ej ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|S(f, λ,X)− J | < ϵ.

ßêùî òàêå ÷èñëî J iñíó¹, òî êàæóòü, ùî iíòåãðàëüíi ñóìè ôóíêöi¨ f çáiãàþòüñÿ íàE.

Òåîðåìà 2.3 (Êðèòåðié iíòåãðîâíîñòi 3). Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f áóëà iíòåãðîâíîþ

íà E, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ iíòåãðàëüíi ñóìè çáiãàëèñü íà E. Ïðè öüîìó

(3) lim
|λ|→0

S(f, λ,X) =

∫
E

f(x)dx.

Äîâåäåííÿ. ⇒ (íåîáõiäíiñòü). Íåõàé f ∈ R(E). Ïîçíà÷èìî I :=
∫
E
f(x)dx. Âiçüìåìî

ϵ > 0. Çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 2, ∃δ > 0 : ∀λ : |λ| < δ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

U(f, λ)− L(f, λ) < ϵ. Çâiäñè, ∀λ = {Ej}lj=1 : |λ| < δ òà ∀X = {xj}lj=1 : xj ∈ Ej, ìà¹ìî

S(f, λ,X)− I ≤ U(f, λ)− I ≤ U(f, λ)− L(f, λ) < ϵ, àíàëîãi÷íî I − S(f, λ,X) < ϵ,

òîáòî |I−S(f, λ,X)| < ϵ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà. Òàêîæ äîâåäåío (3), ÿêùî f ∈ R(E).

⇐ (äîñòàòíiñòü). Âiçüìåìî ϵ > 0. Çà îçíà÷åííÿì 2.8, ∃λ = {Ej}lj=1 : ∀X = {xj}lj=1 :

xj ∈ Ej ìà¹ìî − ϵ
3
< S(f, λ,X)− J < ϵ

3
. Òîìó U(f, λ)− L(f, λ) = supX(S(f, λ,X)−

J) + infX(J − S(f, λ,X)) ≤ 2ϵ
3
< ϵ. Îòæå f ∈ R(E) çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1. �
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2.5. Iíòåãðîâíiñòü íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Ëåìà 2.3 (Ïðî iíòåãðîâíiñòü íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨). ßêùî ôóíêöiÿ f : E → R ¹

íåïåðåðâíîþ íà çàìêíåíié âèìiðíié ìíîæèíi E ⊂ Rm, òî âîíà iíòåãðîâíà íà E.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ϵ > 0. Îñêiëüêè ìíîæèíà E ¹ çàìêíåíîþ i îáìåæåíîþ â Rm,

òîáòî êîìïàòíîþ, òî ôóíêöiÿ f ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà E. Òîìó iíó¹ δ > 0 òàêå,

ùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè òî÷îê x′ ∈ E òà x′′ ∈ E òàêèõ, ùî ∥x′ − x′′∥ < δ, ìà¹ìî

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ

2µE
.

Íåõàé λ = {Ej}sj=1 � ÿêå-íåáóäü ðîçáèòòÿ ìíîæèíè E ç |λ| < δ. Âðàõîâóþ÷è, ùî

ω(f, Ej) ≤
ϵ

2µE
,

îòðèìó¹ìî

U(f, λ)− L(f, λ) =
s∑

j=1

ω(f, Ej)µEj ≤
ϵ

2µE

s∑
j=1

µEj =
ϵ

2
< ϵ.

Îòæå ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ íà E çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1. �

Òåîðåìà 2.4 (Ïðî iíòåãðîâíiñòü íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨). ßêùî ôóíêöiÿ f : E → R ¹

íåïåðåðâíîþ i îáìåæåíîþ íà âèìiðíié ìíîæèíi E ⊂ Rm, òî âîíà iíòåãðîâíà íà E.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ϵ > 0. Îñêiëüêè ìíîæèíà E ¹ âèìiðíîþ, òî iñíó¹ n òàêå, ùî

µE − µE(n) ≤
ϵ

4M(f, E)
.

Âíóòðiøíÿ ôiãóðà E(n) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Òîìó, çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ òà

êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1, iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ∗ = {Ej}sj=1 ìíîæèíè E(n) òàêå, ùî

s∑
j=1

ω(f, Ej)µEj <
ϵ

2
.

Ïîçíà÷èìî Es+1 := E \E(n). Òîäi λ := {Ej}s+1
j=1 ¹ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè E. Òàêèì ÷èíîì,

U(f, λ)− L(f, λ) =
s+1∑
j=1

ω(f, Ej)µEj =
s∑

j=1

ω(f, Ej)µEj + ω(f, Es+1)µEs+1

<
ϵ

2
+ 2M(f, E)µEs+1 =

ϵ

2
+ 2M(f, E)(µE − µE(n)) < ϵ.

Îòæå ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ íà E çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1. �

Âïðàâà 9. Íåõàé E ⊂ Rm � âèìiðíà ìíîæèíà. Äîâåñòè: à) µE = 0 ⇔ E0 = ∅; á)
ÿêùî µE = 0, òî êîæíà îáìåæåíà íà E ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ íà E i iíòåãðàë

âiä f ïî E ðiâíèé íóëþ; â) ÿêùî µE ̸= 0, òî iñíó¹ îáìåæåíà íà E ôóíêöiÿ f /∈ R(E).
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2.6. Âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ðiìàíà.

Òåîðåìà 2.5 (Ïðî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ðiìàíà). Íåõàé E ⊂ Rm � âèìiðíà ìíîæè-

íà, ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà E. Òîäi à) ÿêùî a ∈ R i b ∈ R � ñòàëi òà g ∈ R(E), òî

∃
∫
E

(af(x) + bg(x))dx = a

∫
E

f(x)dx+ b

∫
E

g(x)dx;

á) ÿêùî f(x) ≥ 0 äëÿ âñiõ x ∈ E, òî∫
E

f(x)dx ≥ 0;

â) ôóíêöiÿ |f | òàêîæ ¹ iíòåãðîâíîþ íà E òà∣∣∣∣∫
E

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f(x)|dx;

ã) ÿêùî g ∈ R(E), òî i fg ∈ R(E).

Äîâåäåííÿ. à) Ïîçíà÷èìî I :=
∫
E
f(x)dx, J :=

∫
E
g(x)dx òà c := |a|+ |b|+ 1.

Âiçüìåìî ϵ > 0. Îñêiëüêè f ∈ R(E) òà g ∈ R(E), òî, çà òåîðåìîþ 2.3 i îçíà÷åííÿì

2.8, iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ = {Ej}lj=1 ìíîæèíè E ç äiàìåòðîì

|λ| < δ i äëÿ âñÿêîãî íàáîðó X = {xj}lj=1 òî÷îê xj ∈ Ej ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

|S(f, λ,X)− I| < ϵ

c
òà |S(g, λ,X)− J | < ϵ

c
.

Òîìó, äëÿ êîæíîãî òàêîãî ðîçáèòòÿ λ òà âñÿêîãî òàêîãî íàáîðó òî÷îê X, ðiâíiñòü

S(af + bg, λ,X) = aS(f, λ,X) + bS(g, λ,X)

çóìîâëþ¹ íàñòóïíó îöiíêó, ÿêà ñïðè÷èíÿ¹ ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ ïóíêòó à):

|S(af + bg, λ,X)− aI − bJ | ≤ |a||S(f, λ,X)− I|+ |b||S(g, λ,X)− J | < |a|ϵ
c

+
|b|ϵ
c

≤ ϵ.

á) Ïóíêò á) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòåé I ≥ L(f, λ) ≥ 0, ïðàâèëüíèõ äëÿ êîæíîãî λ.

â) Äëÿ êîëèâàíü ôóíêöié |f | òà f ïî áóäü-ÿêié ìíîæèíi H ⊂ E ñïðàâåäëèâà îöiíêà

ω(|f |, H) ≤ ω(f,H),

çîêðåìà ω(|f |, H) = ω(f,H), ÿêùî f íå çìiíþ¹ çíàê íà H. Òîìó, äëÿ âñiõ λ, ìà¹ìî

U(|f |, λ)− L(|f |, λ) ≤ U(f, λ)− L(f, λ).

Òåïåð iíòåãðîâíiñòü ôóíêöi¨ |f | íà E âèïëèâà¹ iç êðèòåðiÿ iíòåãðîâíîñòi 1(àáî 2).

Íåðiâíiñòü â ïóíêòi â) ¹ íàñëiäêîì ïóíêòiâ à), á) i íåðiâíîñòåé−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|.
ã) Àíàëîãi÷íî, öåé ïóíêò ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè H ⊂ E,

ω(fg,H) ≤M(f, E)ω(g,H) +M(g, E)ω(f,H). �
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2.7. Àäèòèâíiñòü iíòåãðàëà Ðiìàíà. Ùå îäíi¹þ âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ iíòåãðàëà

Ðiìàíà ¹

Òåîðåìà 2.6 (Ïðî àäèòèâíiñòü iíòåãðàëà Ðiìàíà). Íåõàé E1 ⊂ Rm òà E2 ⊂ Rm �

äâi âèìiðíi ìíîæèíè, âíóòðiøíîñòi E0
1 òà E0

2 ÿêèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ôóíêöiÿ

f : E1 ∪ E2 → R ¹ iíòåãðîâíîþ íà îá'¹äíàííi E1 ∪ E2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà

¹ iíòåãðîâíîþ íà êîæíié iç ìíîæèí E1 òà E2. Ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(1)

∫
E1∪E2

f(x)dx =

∫
E1

f(x)dx+

∫
E2

f(x)dx.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà E := E1∪E2 ¹ âèìiðíîþ ÿê îá'¹äíàííÿ âèìiðíèõ

ìíîæèí. Íåõàé λ1 = {Ej,1}l1j=1 � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè E1, à λ2 = {Ej,2}l2j=1 � ðîçáèòòÿ

ìíîæèíè E2. Òîäi

(2) λ = {Ej}l1+l2
j=1 := {E1,1, . . . , El1,1, E1,2, . . . , El2,2}

¹ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè E. Ïðè öüîìó

(3) U(f, λ) = U(f, λ1) + U(f, λ2) òà L(f, λ) = L(f, λ1) + L(f, λ2).

⇐ (äîñòàòíiñòü). Ïðèïóñòèìî, ùî f ∈ R(E1) òà f ∈ R(E2) i äîâåäåìî ùî f ∈ R(E).

Âiçüìåìî ϵ > 0. Çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1, iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ1 ìíîæèíè E1 òàêå,

ùî U(f, λ1)− L(f, λ1) <
ϵ
2
. Òàêîæ iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ2 ìíîæèíè E2 òàêå, ùî U(f, λ2)−

L(f, λ2) <
ϵ
2
. Òîäi, äëÿ ðîçáèòòÿ λ ìíîæèíè E, îçíà÷åíîãî ðiâíiñòþ (2), ìà¹ìî

U(f, λ)− L(f, λ) = U(f, λ1)− L(f, λ1) + U(f, λ2)− L(f, λ2)

< ϵ.

Îòæå, f ∈ R(E) çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1. Äîñòàòíiñòü äîâåäåíà.

⇒ (íåîáõiäíiñòü). Ïðèïóñòèìî, ùî f ∈ R(E) i äîâåäåìî, ùî f ∈ R(E1). Âiçüìåìî

ϵ > 0. Çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 2, iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ

ìíîæèíè E òàêîãî, ùî |λ| < δ, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü U(f, λ) − L(f, λ) < ϵ. Âiçüìåìî

ðîçáèòòÿ λ1 ìíîæèíè E1 òàêå, ùî |λ1| < δ òà ðîçáèòòÿ λ2 ìíîæèíè E2 òàêå, ùî

|λ2| < δ. Òîäi i äëÿ ðîçáèòòÿ λ ìíîæèíè E, îçíà÷åíîãî ðiâíiñòþ (2), ìà¹ìî |λ| < δ.

Òîìó

U(f, λ1)− L(f, λ1) ≤ U(f, λ1)− L(f, λ1) + U(f, λ2)− L(f, λ2) = U(f, λ)− L(f, λ)

< ϵ.

Îòæå, f ∈ R(E1) çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1. Àíàëîãi÷íî, f ∈ R(E2). Íåîáõiäíiñòü

äîâåäåíà. Òåïåð ðiâíiñòü (1) âèïëèâà¹ iç (3). �
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3. Öèëèíäðè÷íi ìíîæèíè.

Oçíà÷åííÿ ìíîæèíè, âèìiðíî¨ çà Æîðäàíîì, òà ìiðè Æîðäàíà çàëåæèòü âiä ðîç-

ìiðíîñòi m åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. Ñïðàâäi, íåõàé E ⊂ Rm � îáìåæåíà ìíîæèíè. ßê

ìè áà÷èëè, âîíà ìîæå áóòè âèìiðíîþ â Rm à ìîæå i íå áóòè. Â òîé æå ÷àñ E ¹ çàâæäè

âèìiðíîþ â Rm+1 = Rm × R i ¨¨ ìiðà â Rm+1 ðiâíà íóëþ. Íàäàëi, ÿêùî ìîâà éòèìå

ïðî îäèí i òîé æå åâêëiäiâ ïðîñòið, áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òèìè æ ïîçíà÷åííÿìè,

ùî i â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi. ßêùî æ ìîâà îäíî÷àñíî éòèìå ïðî ðiçíi åâêëiäîâi

ïðîñòîðè, ÿê â öüîìó ïàðàãðàôi, òî çàìiñòü ñëiâ "âèìiðíà" òà "ìiðà" áóäåìî ïèñàòè

"m-âèìiðíà" òà "m-ìiðà àáî "(m+1)-âèìiðíà" òà "(m+1)-ìiðà àáî "p-âèìiðíà" òà "p-

ìiðà". Äëÿ ïðîñòîðó Rm x, µ òà λ áóäóòü îçíà÷àòè òå æ ñàìå, ùî i â ïîïåðåäíüîìó

ïàðàãðàôi. Ùîá íå âèêëèêàòè ïëóòàíèíè, â ïðîñòîði Rm+1 áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç

x̃, µ̃ òà λ̃ âiäïîâiäíî òî÷êó x̃ ∈ Rm+1, ìiðó Æîðäàíà òà ðîçáèòòÿ ìíîæèíè H ⊂
Rm+1. Çîêðåìà, x = (x1, . . . , xm), à x̃ = (x1, . . . , xm, xm+1). Íàðåøòi, äëÿ ñêîðî÷åííÿ

çàïèñiâ, çàìiñòü x̃ = (x1, . . . , xm, xm+1) áóäåìî ïèñàòè x̃ = (x, xm+1).

3.1. Íàéïðîñòiøi öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè. Òàê ñàìî, ÿê ëåìà 1.4, äîâîäèòüñÿ

Ëåìà 3.1. Íåõàé qn ⊂ Rm � m-ìiðíèé n-êóá, à L = const ≥ 0. Ìíîæèíà

H := qn × [0, L] ⊂ Rm+1

¹ (m+ 1)-âèìiðíîþ òà µ̃H = L µqn.

Ëåìà 3.2. Íåõàé E ⊂ Rm � m-âèìiðíà ìíîæèíà, à L = const ≥ 0. Ìíîæèíà

H := E × [0, L] ⊂ Rm+1

¹ (m+ 1)-âèìiðíîþ òà µ̃H = L µE.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìîHn := E(n)×[0, L] òàH(n) := E(n)×[0, L]. ÒîäiHn ⊂ H ⊂ H(n).

Çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ òà âëàñòèâiñòþ àäèòèâíîñòi ìiðè,

µ̃Hn = L µE(n) òà µ̃H(n) = L µE(n).

Îñêiëüêè ìíîæèíà E ¹ m-âèìiðíîþ, òî çà îçíà÷åííÿì 1.5 âèìiðíî¨ ìíîæèíè,

µ̃H(n)− µ̃Hn = L(µE(n) − µE(n)) → 0, n→ ∞,

îòæå ìíîæèíà H ¹ (m+ 1)-âèìiðíîþ çà àïðoêñèìàöiéíèì êðèòåði¹ì âèìiðíîñòi. Iç

L µE = L lim
n→∞

µE(n) = lim
n→∞

µ̃Hn ≤ µ̃H ≤ lim
n→∞

µ̃H(n) = L lim
n→∞

µE(n) = L µE

âèïëèâà¹ ðiâíiñòü µ̃H = L µE. �
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3.2. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ïî íàéïðîñòiøèõ öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèíàõ. Ìà¹

ìiñöå

Ëåìà 3.3. Íåõàé E ⊂ Rm � m-âèìiðíà ìíîæèíà, K = const ≥ 0, òà

H := E × [−K,K]

� öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà. ßêùî ôóíêöiÿ f : H → R ¹ iíòåãðîâíîþ íà H, òî∫
H

f(x̃)dx̃ =

∫
E

(
¯∫ K

−K

f(x, xm)dxm+1

)
dx =

∫
E

(∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx.

Çîêðåìà, ÿêùî äëÿ âñiõ x ∈ E iñíó¹
∫ K

−K
f(x, xm+1)dxm+1, òî∫

H

f(x̃)dx̃ =

∫
E

(∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ϵ > 0. Çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 2, iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ

êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ̃ ìíîæèíè H òàêîãî, ùî |λ| < δ, ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

U(f, λ̃)− ϵ <

∫
H

f(x̃)dx̃ := I òà L(f, λ̃) + ϵ > I.

Íåõàé λ = {Ej}lj=1 � ÿêå-íåáóäü ðîçáèòòÿ ìíîæèíè E òàêå, ùî |λ| < δ√
2
à λ1 = {Ji}si=1

� ÿêå íåáóäü ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [−K,K] ⊂ R íà âiäðiçêè Ji äîâæèíè |Ji| < δ√
2
. Òîäi

λ̃ = {Ji × Ej}s l
i=1 j=1 ¹ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè H, òà |λ̃| < δ. Òîìó∫̄
E

(
¯∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx ≤

l∑
j=1

(
sup
x∈Ej

¯∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
µEj

≤
l∑

j=1

(
sup
x∈Ej

s∑
i=1

sup
xm+1∈Ji

f(x, xm+1)|Ji|

)
µEj ≤

l∑
j=1

s∑
i=1

(
sup
x∈Ej

sup
xm+1∈Ji

f(x, xm+1)

)
|Ji|µEj

≤
l∑

j=1

s∑
i=1

(
sup

x̃∈Ej×Ji

f(x̃)

)
|Ji|µEj =

l∑
j=1

s∑
i=1

(
sup

x̃∈Ej×Ji

f(x̃)

)
µ̃(Ji × Ej)

= U(f, λ̃) < I + ϵ,

äå ðiâíiñòü ó ïåðåäîñòàííüîìó ðÿäêó ¹ íàñëiäêîì ëåìè 3.2. Îòæå∫̄
E

(∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx ≤

∫̄
E

(
¯∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx < I + ϵ.

Àíàëîãi÷íî,∫
E

(
¯∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx ≥

∫
E

(∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx > I − ϵ.

Îñêiëüêè ϵ > 0 � äîâiëüíå, iç öèõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè 3.3. �
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3.3. Bèìiðíiñòü öèëiíäðè÷íî¨ ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 3.1 (öèëiíäðè÷íî¨ ìíîæèíè). Íåõàé íà m-âèìiðíié ìíîæèíi E ⊂ Rm

çàäàíi äâi iíòåãðîâíi ôóíêöi¨ u : E → R òà v : E → R òàêi, ùî

u(x) ≤ v(x), x ∈ E.

Öèëiíäðè÷íîþ ìíîæèíîþ ó íàïðÿìêó îñi Oxm+1 ç îñíîâîþ E íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

H := {x̃ = (x, xm+1) ∈ Rm+1 : x ∈ E òà u(x) ≤ xm+1 ≤ v(x)} (⊂ Rm+1).

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ôóíêöi¨ u òà v ÷àñòî íàçèâàþòü âiäïîâiäíî íèæíüîþ òà âåðõíüîþ

êðèøêàìè ìíîæèíè H.

Òåîðåìà 3.1. Öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà ¹ (m+ 1)-âèìiðíîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ âèïàäêó u(x) ≡ 0. Âiçüìåìî ϵ > 0.

Îñêiëüêè v ∈ R(E), òî çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1, iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ = {Ej}lj=1

ìíîæèíè E òàêå, ùî

U(v, λ)− L(v, λ) < ϵ.

Ïîçíà÷èìî mj = infx∈Ej
v(x), Mj = supx∈Ej

v(x) ,

H1 := ∪l
j=1Ej × [0,mj] òà H2 := ∪l

j=1Ej × [0,Mj].

Òîäi

H1 ⊂ H ⊂ H2.

Çà ëåìîþ 3.2 òà âëàñòèâiñòþ àäèòèâíîñòi ìiðè,

µ̃H1 =
l∑

j=1

mjµEj = L(v, λ) òà µ̃H2 =
l∑

j=1

MjµEj = U(v, λ).

Çâiäñè µ̃H2 − µ̃H1 < ϵ, îòæå, ìíîæèíà H ¹ (m + 1)-âèìiðíîþ çà àïðîêñèìàöiéíèì

êðèòåði¹ì âèìiðíîñòi. Ó âèïàäêó u(x) ≡ 0 òåîðåìó äîâåäåíî.

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïîçíà÷èìî L := infx∈E u(x),

H3 := {x̃ = (x, xm+1) ∈ Rm+1 : x ∈ E òà 0 ≤ xm+1 ≤ v(x)− L}

òà

H4 := {x̃ = (x, xm+1) ∈ Rm+1 : x ∈ E òà 0 ≤ xm+1 ≤ u(x)− L}.

Çà ùîéíî äîâåäåíèì ÷àñòèííèì âèïàäêîì, îáèäâi öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè H3 òà H4 ¹

(m + 1)-âèìiðíèìè. Íàðåøòi, (m + 1)-âèìiðíiñòü ìíîæèíè H âèïëèâà¹ iç âêëþ÷åíü

H3 \H4 ⊂ H ⊂ H3 \H4. �
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3.4. Òåîðåìà ïðî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ïî öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèíàõ.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé E ⊂ Rm � m-âèìiðíà ìíîæèíà, u : E → R òà v : E → R � äâi

iíòåãðîâíi íà E ôóíêöi¨ òàêi, ùî u(x) ≤ v(x), x ∈ E,

H := {x̃ = (x, xm+1) ∈ Rm+1 : x ∈ E òà u(x) ≤ xm+1 ≤ v(x)}

� öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà. ßêùî ôóíêöiÿ f : H → R ¹ iíòåãðîâíîþ íà H, òà äëÿ âñiõ

x ∈ E iñíó¹
∫ v(x)

u(x)
f(x, xm)dxm, òî

(1)

∫
H

f(x̃)dx̃ =

∫
E

(∫ v(x)

u(x)

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî K := supx∈E(|u(x)|+ |v(x)|), HK := E × [−K,K] òà

f̂(x̃) :=

f(x̃), x̃ ∈ H,

0, x̃ ∈ HK \H.

Êîðèñòóþ÷èñü àäèòèâíiñòþ iíòåãðàëà òà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, îòðèìó¹ìî∫
H

f(x̃)dx̃ =

∫
HK

f(x̃)dx̃ =

∫
E

(∫ K

−K

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx

=

∫
E

(∫ v(x)

u(x)

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx.

�

Íàñëiäîê 3.1. ßêùî, H - öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà iç òåîðåìè 3.2, à ôóíêêöiÿ f ¹

íåïåðåðâíîþ i îáìåæåíîþ íà H, òî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (1).

Íàñëiäîê 3.2. Äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ ìíîæèíè H iç òåîðåìè 3.2 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

µH =

∫
E

(v(x)− u(x))dx.

Âïðàâà 10. Äîâåñòè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.3. � öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà iç òåîðåìè 3.2. ßêùî ôóíêöiÿ f : H → R ¹

iíòåãðîâíîþ íà H, òî∫
H

f(x̃)dx̃ =

∫
E

(
¯∫ v(x)

u(x)

f(x, xm+1)dxm+1

)
dx
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4. Îá'¹ì òà ìiðà ïàðàëåëåïiïåäà.

4.1. p � ìiðíèé ïàðàëåëåïiïåä. Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó {aj}pj=1, 1 ≤ p ≤ m, âåêòîðiâ

aj = (aj1, . . . , ajm) ∈ Rm i òî÷êà x0 = (x01, . . . , x0m) ∈ Rm.

Îçíà÷åííÿ 4.1 (p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà). p-ìiðíèì ïàðàëåëåïiïåäîì P (a1, . . . , ap;x0),

âèçíà÷åíèì ñèñòåìîþ {aj}pj=1 âåêòîðiâ aj ∈ Rm i òî÷êîþ x0 ∈ Rm, íàçèâà¹òüñÿ

ìíîæèíà

P (a1, . . . , ap;x0) :=

{
x ∈ Rm : x = x0 +

p∑
j=1

tjaj, tj ∈ [0, 1]

}
.

p-ìiðíèé ïàðàëåëåïiïåä P (a1, . . . , ap;x0) íàçèâàþòü âèðîäæåíèì, ÿêùî ñèñòåìà {aj}pj=1

âåêòîðiâ aj ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, i íåâèðîäæåíèì, ÿêùî âií íå ¹ âèðîäæåíèì.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Äîáðå âiäîìî (i öå ëåãêî ïåðåâiðèòè), ùî ñèñòåìà {aj}pj=1 âåêòîðiâ

aj ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ âèçíà÷íèê Ãðàììà∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) · · · (a1, ap)

...
...

...

(ap, a1) · · · (ap, ap)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàóâàæèìî, 1-ìiðíèì ïàðàëåëåïiïåäîì P (a1,x0) ¹ âiäðiçîê ç êiíöÿìè â òî÷êàõ x0

òà x0 + a1, äîâæèíó ÿêîãî íàçâåìî îá'¹ìîì i ïîíà÷èìî |P (a1,x0)|, òîáòî

|P (a1,x0)| := ∥a1∥.

Ïðè p > 1 îá'¹ìîì p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà íàçâåìî "äîáóòîê îá'¹ìó îñíîâè íà

âèñîòó", òî÷íiøå äàìî

Îçíà÷åííÿ 4.2 (îá'¹ìy p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà). Íåõàé p > 1. Oá'¹ìîì p-ìiðíîãî

ïàðàëåëåïiïåäà P (a1, . . . , ap;x0) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

|P (a1, . . . , ap;x0)| := ∥h∥ |P (a1, . . . , ap−1;x0)|,

äå h � âåêòîð, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

h := ap +

p−1∑
j=1

αjaj,

à ÷èñëà αj ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

(h, aj) = 0, j = 1, . . . , p− 1.

Çàóâàæåííÿ 4.2. ßêùî P (a1, . . . , ap−1;x0) íåâèðîäæåíèé òî âåêòîð h ¹äèíèé.
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4.2. Oá'¹ì p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà.

Ëåìà 4.1 (Ïðî îá'¹ì p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà). Êâàäðàò îá`¹ìó p-ìiðíîãî ïàðàëå-

ëåïiïåäà, âèçíà÷åíîãî ñèñòåìîþ {aj}pj=1 âåêòîðiâ aj ∈ Rm äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó

Ãðàììà öi¹¨ ñèñòåìè, òîáòî

|P (a1, . . . , ap;x0)|2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) · · · (a1, ap)

...
...

...

(ap, a1) · · · (ap, ap)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì, |P (a1,x0)|2 = ∥a1∥2 = (a1, a1), òîáòî ëåìà ñïðàâåäëèâà

ïðè p = 1. Ïðèïóñòèìî çà iíäóêöi¹þ, ùî ëåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ÷èñëà p − 1 ≥ 1.

Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì îá'¹ìy p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà, åëåìåíòàðíèìè âëàñòè-

âîñòÿìè âèçíà÷íèêiâ òà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, îòðèìó¹ìî∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) · · · (a1, ap)

...
...

...

(ap, a1) · · · (ap, ap)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) · · · (a1, ap−1) (a1,h−

∑p−1
j=1 αjaj)

...
...

...
...

(ap, a1) · · · (ap, ap−1) (ap,h−
∑p−1

j=1 αjaj)

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1, a1) · · · (a1, ap−1) −
∑p−1

j=1 αj(a1, aj)
...

...
...

...

(ap−1, a1) · · · (ap−1, ap−1) −
∑p−1

j=1 αj(ap−1, aj)

(ap, a1) · · · (ap, ap−1) −
∑p−1

j=1 αj(ap, aj) + (ap,h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1, a1) · · · (a1, ap−1) 0
...

...
...

...

(ap−1, a1) · · · (ap−1, ap−1) 0

(ap, a1) · · · (ap, ap−1) (ap,h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ap,h)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) · · · (a1, ap−1)

...
...

...

(ap−1, a1) · · · (ap−1, ap−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ap,h)|P (a1, . . . , ap−1;x0)|2 = (h,h)|P (a1, . . . , ap−1;x0)|2 = ∥h∥2|P (a1, . . . , ap−1;x0)|2

= |P (a1, . . . , ap;x0)|2

�

Ñêðiçü íàäàëi äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ. ßêùî x0 = 0, òî

ïîçíà÷èìî

P (a1, . . . , ap) := P (a1, . . . , ap;0).

Çà îñòàííüþ ëåìîþ (i çäîðîâèì ãëóçäîì), îá'¹ì p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà íå çàëåæèòü

âiä òî÷êè x0, òîìó ïîçíà÷èìî

|P (a1, . . . , ap)| := |P (a1, . . . , ap;x0)|.
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4.3. Ïàðàëåëåïiïåä, îá'¹ì ïðîåêöi¨. Ïàðàëåëåïiïåäîì íàçèâà¹òüñÿ m-ìiðíèé ïà-

ðàëåëåïiïåä.

Ëåìà 4.2 (Ïðî îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà). Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

|P (a1, . . . , am)| = |

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1m
...

...
...

am1 · · · amm

∣∣∣∣∣∣∣∣ |
Äîâåäåííÿ. Ëåìà âèïëèâà¹ iç ïîïåðåäíî¨ ëåìè i ðiâíîñòi

(a1, a1) · · · (a1, am)
...

...
...

(am, a1) · · · (am, am)

 =


a11 · · · a1m
...

...
...

am1 · · · amm



a11 · · · am1

...
...

...

a1m · · · amm

 .

�

Iç ëåìè âèïëèâà¹, ùî îá'¹ì ïðîåêöi¨ p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà P (a1, . . . , ap) ⊂ Rm

íà ïiäïðîñòið Rp ⊂ Rm ç áàçèñîì {ej1 , . . . , ejp} äîðiâíþ¹ ìîäóëþ âèçíà÷íèêà∣∣∣∣∣∣∣∣
a1j1 · · · a1jp
...

...
...

apj1 · · · apjp

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ëåìà 4.3 (Ïðî îá'¹ì ïðîåêö¨¨ (m− 1)-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà). Îá'¹ì |P ∗| ïðîåêöi¨
P ∗ (m − 1)-ìiðíoãî ïàðàëåëåïiïåäà P ⊂ Rm íà ïiäïðîñòið Rm−1 äîðiâíþ¹ äîáóòêó

îá'¹ìó |P | íà ìîäóëü êîñèíóñà êóòà ìiæ âiññþ em òà ïåðïåíäèêóëÿðîì äî P .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = P (a1, . . . , am−1), am := em = (0, . . . , 0, 1), òà h � âèñîòà ïàðàëå-

ëåïiïåäà P = P (a1, . . . , am) âèçíà÷åíà â îçíà÷åííi 3.3 äëÿ p = m − 1. Òîäi ìîäóëü

êîñèíóñà êóòà ìiæ âiññþ em òà ïåðïåíäèêóëÿðîì äî P çíàõîäèòüñÿ iç ðiâíîñòi

| cosα| = |(am,h)|
∥h∥

=
1

∥h∥

(
h−

m−1∑
j=1

αjaj,h

)
=

(h,h)

∥h∥
= ∥h∥.

Òîìó

|P || cosα| = |P (a1, . . . , am−1)|∥h∥ = |P (a1, . . . , am)|

= |

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1m
...

...
...

am1 · · · amm

∣∣∣∣∣∣∣∣ | = |

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(m−1) a1m
...

...
...

...

a(m−1)1 · · · a(m−1)(m−1) a(m−1)m

0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
| = |

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1(m−1)

...
...

...

a(m−1)1 · · · a(m−1)(m−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ |
= |P ∗|. �
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4.4. Òåîðåìà Ïiôàãîðà. Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 4.1 (Ïiôàãîðà). Êâàäðàò îá'¹ìó p-ìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà P (a1, . . . , ap) ⊂
Rm äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ îá'¹ìiâ âñiõ éîãî ïðîåêöié íà p-ìiðíi ïiäïðîñòîðè, òîáòî

(1) |P (a1, . . . , ap)|2 =
∑

1≤j1<···<jp≤m

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1j1 · · · a1jp
...

...
...

apj1 · · · apjp

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Äëÿ âèïàäêiâ p = 1 òà p = m òåîðåìà Ïiôàãîðà î÷åâèäíà. Äëÿ âèïàäêó p = m− 1

âîíà âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè. Çîêðåìà, òåîðåìà Ïiôàãîðà âæå äîâåäåíà äëÿ âñiõ

1 ≤ p ≤ m ≤ 3.

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, çàñòîñó¹ìî ðiâíiñòü

(2)
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a

(i)
1 , a

(i)
1 ) · · · (a

(i)
1 , a

(i)
p )

...
...

...

(a
(i)
p , a

(i)
1 ) · · · (a

(i)
p , a

(i)
p )

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (m− p)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) · · · (a1, ap)

...
...

...

(ap, a1) · · · (ap, ap)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
â ÿêié, ïðè êîæíîìó j = 1, . . . , p, a

(0)
j := (0, aj,2, . . . , aj,m), a

(m)
j := (aj,1, . . . , aj,m−1, 0),

òà a
(i)
j := (aj,1, . . . , aj,i−1, 0, aj,i+1, . . . , aj,m), ÿêùî i = 2, . . . ,m−1. Öÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹

áåçïîñåðåäíüî iç îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà ïîðÿäêó p.

Äîâåäåííÿ. òåîðåìè Ïiôàãîðà. Äîâåäåìî òåîðåìó çà iíäóêöi¹þ ïî m. Ïðèïóñòèìî,

ùî ðiâíiñòü (1) ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ ÷èñëà m− 1 ≥ 1, òîäi, âðàõîâóþ÷è (2), ìà¹ìî

(m− p)|P (a1, . . . , ap)|2 =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a

(i)
1 , a

(i)
1 ) · · · (a

(i)
1 , a

(i)
p )

...
...

...

(a
(i)
p , a

(i)
1 ) · · · (a

(i)
p , a

(i)
p )

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

m∑
i=1

∑
1≤j1<···<jp≤m,j1 ̸=i,...,jp ̸=i

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1j1 · · · a1jp
...

...
...

apj1 · · · apjp

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=(m− p)
∑

1≤j1<···<jp≤m

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1j1 · · · a1jp
...

...
...

apj1 · · · apjp

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

�
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5. Âiäîáðàæåííÿ âèìiðíèõ ìíîæèí.

Íàãàäà¹ìî, áóêâîþ G ìè ïîçíà÷à¹ìî âèêëþ÷íî âiäêðèòi ìíîæèíè, áóêâîþ F �

çàìêíåíi. ßêùî â îäíîìó i òîìó æ ñïiââiäíîøåííi áóäóòü ôiãóðóâàòè åëåìåíòè ïðîñ-

òîðiâ ðiçíî¨ ðîçèiðíîñòi, ñêàæiìî, x ∈ Rp òà y ∈ Rq, òî, ùîá ðîçðiçíÿòè íîðìè â

ðiçíèõ ïðîñòîðàõ, áóäåìî ïèñàòè ∥x∥p i, âiäïîâiäíî, ∥y∥q.

5.1. Ãîìåîìîðôiçì. Íåõàé φ : E → Rm � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè E ⊂
Rm â Rm, òà φ(E) � îáðàç ìíîæèíè E. Íàãàäà¹ìî, âiäîáðàæåííÿ φ íàçèâà¹òüñÿ

ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ E òà φ(E), ÿêùî âîíî ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì

(ái¹êöi¹þ) ìiæ E òà φ(E) i îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ φ−1 ¹ íåïåðåðâíèì íà E.

ßêùî φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè G ⊂ Rm òà φ(G) ⊂ Rm,

òî çà òåîðåìîþ ïðî õàðàêòåðèçàöiþ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, îáðàç êîæíî¨ âiäêðèòî¨ àáî

çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè G ¹ âiïîâiäíî âiäêðèòîþ àáî çàìêíåíîþ ïiäìíîæè-

íîþ ìíîæèíè φ(G) i íàâïàêè, ïðîîáðàç êîæíî¨ âiäêðèòî¨ àáî çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè

ìíîæèíè φ(G) ¹ âiïîâiäíî âiäêðèòîþ àáî çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè G.

Ëåìà 5.1 (ïðî îáðàç ìåæi çàìêíåíî¨ ìíîæèíè). Íåõàé φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ

âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè G ⊂ Rm òà φ(G) ⊂ Rm. Òîäi îáðàç ìåæi çàìêíåíî¨

ìíîæèíè¹ F ⊂ G ¹ ìåæåþ ¨¨ îáðàçó.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ, F ↔ φ(F ). Íåõàé x ∈ F 0, òîáòî òî÷êà íàëåæèòü ìíîæèíi

ðàçîì iç ¨¨ îêîëîì. Òîäi îáðàç öüîãî îêîëó íàëåæèòü φ(F ) i ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ,

çâiäêè φ(x) ∈ (φ(E))0. Îòæå φ(F 0) ⊂ (φ(F ))0. Àíàëîãi÷íî (φ(F ))0 ⊂ φ(F 0). Òîáòî

F 0 ↔ (φ(F ))0. Òàêèì ÷èíîì, ∂F = F \ F 0 ↔ φ(F ) \ (φ(F ))0 = ∂(φ(F )). �

5.2. Íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi âiäîáðàæåííÿ. ÍåõàéG ⊂ Rp � âiäêðèòà ìíîæèíà.

Íàãàäà¹ìî, âiäîáðàæåííÿ

φ(x) =


φ1(x)
...

φq(x)

 : G→ Rq

íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì â G (ïèøóòü φ ∈ C1(G) ), ÿêùî âñi

ôóíêöi¨ φj, j = 1, . . . , q, ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè â G. Ïîõiäíîþ φ′(x) â òî÷öi

x ∈ G íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî âiäîáðàæåííÿ φ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

φ′(x) :=


∂φ1(x)
∂x1

· · · ∂φ1(x)
∂xp

...
...

...
∂φq(x)

∂x1
· · · ∂φq(x)

∂xp

 .
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Çàóâàæèìî, ÷èñëîâó ìàòðèöþ D = {di,j}pi=1
q
j=1 ìîæíî ââàæàòè òî÷êîþ ïðîñòîðó

Rpq, òîìó ¨¨ íîðìó ïðèðîäíî îçíà÷èòè òàê:

∥D∥pq := ∥(d1,1, . . . , d1,q, d2,1, . . . , dp,q)∥pq =

√√√√ p∑
i=1

q∑
j=1

d2i,j.

Íîðìîþ ïîõiäíî¨ φ′(x) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî âiäîáðàæåííÿ φ â òî÷öi x ∈
G íàçèâà¹òüñÿ íîðìà ìàòðèöi φ′(x), òîáòî ÷èñëî ∥φ′(x)∥pq. Çàóâàæèìî ùî ∥φ′∥pq ¹
íåïåðåðâíîþ â G ôóíêöi¹þ. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà (äèâ. 12.1.Òåîðåìà 2 ).

Ëåìà 5.2 (Ïðî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíå âiäîáðàæåííÿ). Íåõàé G ⊂ Rp � âiäêðèòà

ìíîæèíà, âiäîáðàæåííÿ φ : G → Rq ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì â G. ßêùî

òî÷êè x′ òà x′′ ìiñòÿòüñÿ â G ðàçîì ç âiäðiçêîì [x′,x′′], ùî ¨õ ñïîëó÷à¹, òî

∥φ(x′)− φ(x′′)∥q ≤ ∥x′ − x′′∥p max
x∈[x′,x′′]

∥φ′(x)∥pq.

Ëåìà 5.3 (ïðî îáðàç çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ìiðè íóëü). Íåõàé G ⊂ Rm � âiäêðèòà

ìíîæèíà, âiäîáðàæåííÿ φ : G → Rm ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì â G. Îáðàçîì

φ(F ) çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ G ìiðè íóëü ¹ ìíîæèíà ìiðè íóëü.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè F ⊂ G i F ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, òî iñíó¹ çîâíiøíÿ ôiãóðà

F (n0) ìíîæèíè F , ÿêà ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â G. Ôóíêöiÿ ∥φ′∥m2 : Rm → R2m ¹

íåïåðåðâíîþ íà çàìêíåíié ìíîæèíi F (n0), îòæå iñíó¹ maxx∈F (n0) ∥φ′(x)∥m2 =: B. Âiçü-

ìåìî ϵ > 0. Çà óìîâîþ µF = 0, òîìó çíàéäåòüñÿ n ≥ n0 òàêå, ùî

|F (n)| < ϵ

(2B
√
m)m

.

Íåõàé n-êóá qn òàêèé, ùî qn ⊂ F (n); òîäi çà ëåìîþ 5.2,

diam(φ(qn)) ≤ diam(qn) max
x∈F (n)

∥φ′(x)∥m2 ≤ diam(qn) max
x∈F (n0)

∥φ′(x)∥m2 = B diam(qn),

òîìó ìíîæèíà (φ(qn)) ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó êóái ìiðè (2B diam(qn))
m = (2B

√
m)m|qn|.

Îòæå ìíîæèíà φ(F0) ìiñòèòüñÿ â îá¹äíàííi êóáiâ, ìiðà ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ (2B
√
m)m

·|F (n)| < ϵ. Çâiäñè µ∗(φ(F )) < ϵ, à çíà÷èòü, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ϵ, µ(φ(F )) = 0. �

Íàñëiäêîì öi¹¨ ëåìè, ëåìè 4.1 òà ìåæåâîãî êðèòåðiÿ âèìiðíîñòè ¹

Ëåìà 5.4 (ïðî âèìiðíiñòü îáðàçó çàìêíåíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè ). Íåõàé G ⊂ Rm �

âiäêðèòà ìíîæèíà, âiäîáðàæåííÿ φ : G → Rm ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì â G,

îáðàç φ(G) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, òà φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ G òà φ(G) . Òîäi

îáðàçîì φ(F ) çàìêíåíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè F ⊂ G ¹ çàìêíåíà âèìiðíà ìíîæèíà.
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5.3. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.

Ëåìà 5.5 (Ïðî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ êóáà). Íåõàé Q := [0, 1]n ⊂ Rm � îäèíè÷íèé

êóá,

D :=


a11, . . . am1

...
...

...

a1m, . . . amm


÷èñëîâà ìàòðèöà, òà L : Rm → Rm � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, çàäàíå ðiâíiñòþ

L(x) = Dxt.

Òîäi îáðàçîì L(Q) êóáà Q ¹ ïàðàëåëåïiïåä P (a1, . . . , am), òîáòî

P (a1, . . . , am) = L(Q).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ Q, òîáòî iñíóþòü ÷èñëà t1 ∈ [0, 1], . . . , tm ∈ [0, 1] òàêi, ùî

x = t1e1 + · · ·+ tmem.

Îñêiëüêè L(ej) = aj j = 1, . . . ,m òà L � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, òî

L(x) = t1a
t
1 + · · ·+ tma

t
m.

Îòæå L(x) ∈ P (a1, . . . , am). Àíàëîãi÷íî, ÿêùî x /∈ Q, òî i L(x) /∈ P (a1, . . . , am). �

Íàñëiäîê 5.1. Ïðè àôiííîìó âiäîáðàæåííi φ(x) := L(x) + xt
0 îáðàçîì êóáà Q ¹

ïàðàëåëåïiïåä P (a1, . . . , am;x0).

Çàóâàæåííÿ 5.1. ßêùî φ(x) := L(x) + xt
0 = Dxt + xt

0, òî ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

φ′(x) ≡ D.

Ëåìà 5.6 (Ïðî âèìiðíiñòü ïàðàëåëåïiïåäà). Ïàðàëåëåïiïåä ¹ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïàðàëåëåïiïåä P (a1, . . . , am,x0) ¹ îáðàçîì ïàðàëåëåïiïåäà P :=

P (a1, . . . , am) = P (a1, . . . , am,0) ïðè âiäîáðàæåííi çñóâó íà âåêòîð x0, òî ëåìó äîñèòü

äîâåñòè äëÿ ïàðàëåëåïiïåäà P . Çà ïîïåðåäíüþ ëåìîþ, P ¹ îáðàçîì êóáà ïðè ëiíiéíîìó

âiäîáðàæåííi L. Îñêiëüêè L′(x) ≡ D . òî âiäîáðàæåííÿ L ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì

â Rm. Êðiì òîãî, ÿêùî âèçíà÷íèê detD ̸= 0, òî L ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ Rm i

Rm, îòæå òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ iç ëåìè 4.4 ïðî âèìiðíiñòü îáðàçó çàìêíåíî¨

âèìiçíî¨ ìíîæèíè. ßêùî æ detD = 0, òî íå âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ¹ P ìíîæèíîþ

ìiðè íóëü. �
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5.4. Ìiðà ïàðàëåëåïiïåäà.

Òåîðåìà 5.1 (Ïðî ìiðó ïàðàëåëåïiïåäà). Ìiðà ïàðàëåëåïiïåäà äîðiâíþ¹ éîãî îá'¹ìó.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçiá'¹ìî íà äåêiëüêà ëåì. ÍåõàéD - êâàäðàòíà ìàòðèöÿm×m.
Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ L(x) = Dx íàçâåìî ïðàâèëüíèì, ÿêùî µ(L(Qh)) = |L(Qh)| äëÿ
êîæíîãî êóáàQh = [0, h]m. Îäðàçó çàóâàæèìî, ùî ÿêùî L � ïðàâèëüíå âiäîáðàæåííÿ,

òî ðiâíiñòü µ(L(qn)) = |L(Qn)| ìà¹ ìiñöå òàêîæ äëÿ êîæíîãî n-êóáà qn ∈ Rm; öå âè-

ïëèâà¹ iç íàñëiäêó 1.4 ïðî âiäîáðàæåííÿ çñóâó. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi âèãëÿäó

D =



1

0
. . . 0

1

c1,j · · · cj−1,j cj,j cj+1,j · · · cm,j

1

0
. . . 0

1


Êîæíó òàêó ìàòðèöþ íàçâåìî ñïåöiàëüíîþ, à âiäîáðàæåííÿ L(x) = Dx � ñïåöiàëüíèì.

Ëåìà 5.7. Êîæíå ñïåöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó äëÿ îäèíè÷íîãî êóáàQ = [0, 1]m, òàê ñàìî ëåìà äîâîäèòüñÿ

äëÿ êóáà Qh, h > 0. Îáðàçîì L(Q) êóáà Q ¹ ïàðàëåëåïiïåä P := P (a1, . . . , am), äå

aj = L(ej) = cj,jej, à ÿêùî i ̸= j, òî ai = L(ei) = ei + ci,jej. Îòæå P ¹ öèëiíäðè÷íîþ

ìíîæèíîþ âiäíîñíî ej ç îñíîâîþ P ∗ = P (e1, . . . , ej−1, ej+1, . . . , em) i, çà íàñëiäêîì 3.2,

µP =

∫
P ∗
(v(x)− u(x))dx =

∫
P ∗

|cj,j|dx = |cj,j|

Ç iíøîãî áîêó, çà ëåìîþ 4.2, |P | = |P (a1, . . . , am)| = |D| = |cj,j|. �

Ëåìà 5.8. Íåõàé P � ïàðàëåëåïiïåä, òàêèé, ùî µ(P ) = |P |. ßêùî L � ïðàâèëüíå

âiäîáðàæåííÿ, òî

µ(L(P )) = |L(P )|.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ϵ > 0. Çà îçíà÷åííÿì ìiðè, çíàéäåòüñÿ ÷èñëî n, òàêå, ùî

µP (n) − µP < ϵ òà µP − µP(n) < ϵ.

Îñêiëüêè L � ïðàâèëüíå âiäîáðàæåííÿ, òî

µ(L(P (n))) = |L(P (n))| = |D||P (n)| òà µ(L(P(n))) = |L(P (n))| = |D||P(n)|,
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äå |D| := | detD|. Âðàõîâóþ÷è âêëþ÷åííÿ L(P (n)) ⊂ L(P ) ⊂ L(P(n)), îòðèìó¹ìî

|L(P )| − ϵ|D| = |D|(|P | − ϵ) < |D||P(n)| = µ(L(P(n)))

< µ∗(L(P )) ≤ µ∗(L(P )) ≤ µ(L(P (n))) = |D||P (n)| < |D|(|P |+ ϵ)

= |L(P )|+ ϵ|D|,

çâiäêè µ(L(P )) = |L(P )|. �

Ëåìà 5.9. Êîæíà íåâèðîææåíà ìàòðèöÿ D ¹ äîáóòêîì m ñïåöiàëüíèõ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Ëåìà äîâîäèòüñÿ ïî iíäóêöi¨ ïî j ç äîïîìîãîþ ðiâíîñòi: ÿêùî cj,j ̸= 0, òî



1

0
. . . 0

1

c1,j · · · cj−1,j cj,j · · · cm,j

c1,j+1 · · · cj−1,j+1 cj,j+1 · · · cm,j+1

...
...

...
...

...
...

c1,m . . . cj−1,m cj,m . . . cm,m


=



1

0
. . . 0

1

1

d1,j+1 · · · dj−1,j+1 dj,j+1 · · · dm,j+1

...
...

...
...

...
...

d1,m . . . dj−1,m dj,m . . . dm,m


×



1

0
. . . 0

1

c1,j · · · cj−1,j cj,j cj+1,j · · · cm,j

1

0
. . . 0

1


äå dj,k =

cj,k
cj,j

ïðè âñiõ k > j òà di,k = ci,k − ci,jdj,k, ÿêùî i ̸= j òà k > j. �

Äîâåäåííÿ. òåîðåìè 4.2. Íåõàé P � íåâèðîäæåíèé ïàðàëåëåïiïåä òà L(x) = Dx �

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî P = L(Q), äå Q = [0, 1]m. Êîðèñòóþ÷èñü ïîïåðåäíüîþ

ëåìîþ ïðåäñòàâèìî ìàòðèöþ D ó âèãëÿäi äîáóòêó ñïåöiàëüíèõ ìàòðèöü Di òîáòî ó

âèãëÿäi D = D1 × · · · × Dm òà ïîçíà÷èìî Li(x) := Di(x). Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî

ïàðàëåëåïiïåäà P∗ ∈ Rm òà äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . ,m ìà¹ìî µ(Li(P∗)) = |P∗|, òî i

µ(L(P )) = |P |. Äëÿ íåâèðîäæåíîãî ïàðàëåëåïiïåäà òåîðåìà äîâåäåíà. Äëÿ âèðîäæåíîãî
ïàðàëåëåïiïåäà P íåâàæêî ïåðåâiðèòè ðiâíñòü µP = 0 = |P |. �



XIV ÊÐÀÒÍI IÍÒÅÃÐÀËÈ 31

5.5. Ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ. Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ ââiâ Ëåáåã.

Îçíà÷åííÿ 5.1 (ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ ). Ìîäóëåì íåïåðåðâíîñòi âiäî-

áðàæåííÿ φ : F → Rq, íåïåðåðâíîãî íà çàìêíåíié îáìåæåíié ìíîæèíi F ⊂ Rp,

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

ω(t, φ, F ) := sup
x′,x′′∈F :∥x′−x′′∥p≤t

∥φ(x′)− φ(x′′)∥q, t ≥ 0.

Ëåìà 5.10 (Ïðî âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ.). Ìîäóëü íåïåðåð-

âíîñòi âiäîáðàæåííÿ φ íà çàìêíåíié îáìåæåíié ìíîæèíi F ìà¹ âëàñòèâîñòi:

1) ω(0, φ, F ) = 0 òà ω(t, φ, F ) ≥ 0, t ≥ 0;

2) ∥φ(x′)− φ(x′′)∥q ≤ ω(∥x′ − x′′∥p, φ, F ), x′,x′′ ∈ F ;

3) ω(t1, φ, F ) ≤ ω(t2, φ, F ), ÿêùî 0 ≤ t1 ≤ t2;

4) ω(t, φ, F1) ≤ ω(t, φ, F ), ÿêùî F1 ⊂ F ⊂ G, t ≥ 0;

5) ω(t, φ, F ) ≤ 2maxx∈F ∥φ(x)∥q, t ≥ 0;

6) limt→0+ ω(t, φ, F ) = 0.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi 1) � 5) íåãàéíî âèïëèâàþòü iç îçíà÷åííÿ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi,

à 6) � iç ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ φ íà êîìïàêòíié ìíîæèíi F . �

Ïðèêëàä 5.1. ßêùî φ : F → R, òîáòî φ ¹ "çâè÷àéíîþ"ôóíêöi¹þ, òî ω(diamF, φ, F ) =

ω(φ, F ), äå ω(φ, F ) � êîëèâàííÿ φ íà F .

Íåõàé òåïåð G ⊂ Rp � âiäêðèòà ìíîæèíà, âiäîáðàæåííÿ φ : G → Rq ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèì â G òà F ⊂ G. Òîäi ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ïîõiäíî¨ φ′ íà F , òîáòî

ω(t, φ′, F ) := sup
x′,x′′∈F :∥x′−x′′∥p≤t

∥φ′(x′)− φ′(x′′)∥pq,

òàêîæ ìà¹ âëàñòèâîñòi 1) � 6), â ÿêèõ, çðîçóìiëî, òðåáà çàìiíèòè φ íà φ′.

Ïðèêëàä 5.2. ßêùî φ : Rp → Rq ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òî ω(t, φ′, F ) ≡ 0.

Ëåìà 5.11. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ φ ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì â G. ßêùî òî÷êè

x0 i x
0 ìiñòÿòüñÿ â F ðàçîì ç âiäðiçêîì [x0,x

0], ùî ¨õ ñïîëó÷à¹, òà ξ ∈ [x0,x
0], òî

∥φ(x0)− φ(x0)− φ′(ξ)(x0 − x0)∥q ≤ ∥x0 − x0∥p ω(∥x0 − x0∥p, φ′, F ).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ψ(x) := φ(x)− φ(x0)− φ′(ξ)(x− x0). Òîäi ψ(x0) = 0̄ i ψ′(x) =

φ′(x)−φ′(ξ), x ∈ F ⊂ G. Îòæå ëåìà 5.2 ðàçîì ç âëàñòèâîñòÿìè 2) òà 3) çóìîâëþþòü

∥ψ(x0)∥q = ∥ψ(x0)− ψ(x0)∥q ≤ ∥x0 − x0∥p sup
x∈[x0,x0]

∥ψ′(x)∥pq

= ∥x0 − x0∥p supx∈[x0,x0] ∥φ′(x)− φ′(ξ)∥pq ≤ ∥x0 − x0∥p ω(∥x0 − x0∥p, φ′.F ). �
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5.6. Ðåãóëÿðíå òà äîïóñòèìå âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.2 (äîïóñòèìîãî âiäîáðàæåííÿ). Íåõàé G ⊂ Rm � âiäêðèòà ìíîæèíà.

Âiäîáðàæåííÿ φ : G → Rm íàçâåìî äîïóñòèìèì, ÿêùî φ : G → Rm ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèì â G, îáðàç φ(G) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, òà φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì

ìiæ G òà φ(G).

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ìîæíî äîâåñòè: ÿêùî G ⊂ Rm ¹ îáëàñòþ òà âiäîáðàæåííÿ φ :

G → Rm ¹ äîïóñòèìèì, òî éîãîã ÿêîáiàí detφ′(x) íå çìiíþ¹ çíàê â G, òîáòî àáî

detφ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ G, àáî detφ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ G.

Çàóâàæåííÿ 5.3. Íàãàäà¹ìî, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ φ : G→ Rm ¹ ðåãóëÿðíèì, òî îáðàç

φ(F ) çàìêíåíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè F ⊂ G ¹ òàêîæ çàìêíåíîþ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ.

Çàóâàæåííÿ 5.4. Â öié ÷àñòèíi, ”Êðàòíi iíòåãðàëè”, áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ äîïóñòèìèìè

âiäîáðàæåííÿìè. Ðåãóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ áóäóòü âèêîðèñòàíi â íàñòóïíié ÷àñòèíi.

Îçíà÷åííÿ 5.3 (ðåãóëÿðíîãî âiäîáðàæåííÿ). Íåõàé G ⊂ Rm � âiäêðèòà ìíîæèíà.

Âiäîáðàæåííÿ φ : G→ Rm íàçèâà¹åüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âîíî ¹ äîïóñòèìèì òà éîãî

ÿêîáiàí

detφ′(x) ̸= 0, ∀x ∈ G.

5.7. Ìiðà îáðàçó êóáà.

Ëåìà 5.12 (ïðî ìiðó îáðàçó êóáà). Íåõàé φ : G → Rm � äîïóñòèìå âiäîáðàæåííÿ

âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G ⊂ Rm i Q ⊂ G � êóá ç äîâæèíîþ ðåáðà h. ßêùî x0 ∈ Q, òî

|µ (φ(Q))− |φ′(x0)|µQ| ≤ c(m)Lm−1µQ ω
(√

mh,φ′, Q
)
,

äå c(m) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä m, i L := maxx∈Q ∥φ′(x)∥m2.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

φ0(x) := φ(x0) + φ′(x0)(x− x0) òà δ := max
x∈Q

∥φ(x)− φ0(x)∥.

Çà ëåìîþ 5.1,

δ =max
x∈Q

∥φ(x)− φ0(x)∥ ≤ max
x∈Q

∥x− x0∥ω(∥x− x0∥, φ′, Q)

≤
√
mh ω(

√
mh, bv′, Q).
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Òåïåð ïîçíà÷èìî ÷åðåç Eδ � ìíîæèíó òî÷îê x ∈ Rm, âiäñòàíü ÿêèõ âiä ìåæi ∂(φ0(Q))

ìíîæèíè (ïàðàëåëåïiïåäà) φ0(Q) íå ïåðåâèùó¹ 2δ, òîáòî

Eδ := {y ∈ Rm : dist(y, ∂(φ0(Q))) ≤ 2δ}.

Ïîêàæåìî, ùî

φ0(Q) ⊂ φ(Q) ∪ Eδ òà φ(Q) ⊂ φ0(Q) ∪ Eδ.

Äîâåäåìî ïåðøå iç öèõ âêëþ÷åíü. Íåõàé òî÷êà y0 ∈ φ0(Q). ßêùî y0 ∈ φ(Q) òî

âêëþ÷åííÿ âiðíå. ßêùî æ y0 /∈ φ(Q), òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç x ∈ Q òî÷êó òàêó, ùî

y0 = φ0(x), òà ïîêëàäåìî y1 := φ(x). Îñêiëüêè y0 /∈ φ(Q), àëå y1 ∈ φ(Q), òî íà

âiäðiçêó, ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êè y0 òà y1, ∃y2 : y2 ∈ ∂φ(Q), ïðè öüîìó

∥y2 − y0∥ ≤ ∥y1 − y0∥ = ∥φ(x)− φ0(x)∥ ≤ δ.

Òåïåð ïîçíà÷èìî y3 := φ0 (φ
−1(y2)). Òîäi ∥y2 − y3∥ ≤ δ, i, çà ëåìîþ ïðî îáðàç òà

ïðîîáðàç ìåæi çàìêíåíî¨ ìðîæèíè, y3 ∈ ∂φ0(Q). Òîìó

dist(y0, ∂(φ0(Q))) ≤ ∥y0 − y3∥ ≤ ∥y0 − y2∥+ ∥y2 − y3∥

≤ 2δ,

òîáòî y0 ∈ Eδ. Ïåðøå âêëþ÷åííÿ äîâåäåíå. Àíàëîãi÷íî, àëå ïðîñòiøå, äîâîäèòüñÿ

äðóãå âëþ÷åííÿ. Çà ëåìîþ ïðî âèìiðíiñòü îáðàçà çàìêíåíî¨ ìíîæèíè, îáðàç φ(Q) ¹

âèìiðíîþ ìíîæèíîþ, ïàðàëåëåïiïåä φ0(Q) ¹ òàêîæ âèìiðíîþ ìíîæèíîþ, i µ (φ0(Q)) =

|φ′(x0)|µQ . Îòæå äîâåäåíi âêëþ÷åííÿ ñïðè÷èíÿþòü íåðiâíiñòü

|µ(φ(Q))− |φ′(x0)|µQ|| = |µ(φ(Q)− µ(φ0(Q))| ≤ µ∗(Eδ).

Òàêèì ÷èíîì, çàëèøèëîñü îöiíèòè µ∗(Eδ). Çà ëåìîþ 5.1, äîâæèíè ðåáåð ïàðàëåëåïiïå-

äà φ0(Q) íå ïåðåâèùóþòü Lh. Íåõàé Γ � îäíà iç 2m ãðàíåé ïàðàëåëåïiïåäà φ0(Q),

i Γδ := {y ∈ Rm : dist(y,Γ) ≤ 2δ}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Γδ ìiñòèòüñÿ ó äåÿêîìó

ïðÿìîêóòíîìó ïàðàëåëåïiïåäi P , äîâæèíà îäíîãî iç ðåáåð ÿêîãî 4δ à äîâæèíè âñiõ

iíøèõ ðåáåð � 2Lh+ 4δ. Çâiäêè µ∗Γδ ≤ µP = 4δ(2Lh+ 4δ)m−1. Òàêèì ÷èíîì,

µ∗(Eδ) ≤ c1(m)(Lh+ δ)m−1δ

≤ c1(m)(Lh+
√
mh ω(

√
mh,φ′, Q))m−1

√
mhω(

√
mh,φ′, Q)

≤ c1(m)(Lh+ 2
√
mhL)m−1

√
mhω(

√
mh,φ′, Q)

= c(m)Lm−1hmω(
√
mh,φ′, Q),

äå c(m) = c1(m)(1 + 2
√
m))m−1

√
m. Ëåìó äîâåäåíî. �
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6. Ôîðìóëà çàìiíè çìiííèõ.

Íåõàé G ⊂ Rm � âiäêðèòà ìíîæèíà, âiäîáðàæåííÿ φ : G → Rm ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèì â G. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç |φ′(x)| � ìîäóëü ÿêîáiàíà âiäîáðàæåííÿ φ,

òîáòî

|φ′(x)| := | detφ′(x)| = |

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1(x)
∂x1

· · · ∂φ1(x)
∂xm

...
...

...
∂φm(x)
∂x1

· · · ∂φm(x)
∂xm

∣∣∣∣∣∣∣∣ |.
6.1. Îñíîâíi ôîðìóëþâàííÿ.

Òåîðåìà 6.1 (Ïðî çàìiíó çìiííèõ â êðàòíîìó iíòåãðàëi). Íåõàé G ⊂ Rm � âiäêðèòà

ìíîæèíà, âiäîáðàæåííÿ φ : G→ Rm ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì â G, îáðàç φ(G)

¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, òà φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ G òà φ(G). Íåõàé F ⊂ G �

âèìiðííà çàìêíåíà ìíîæèíà. ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ íà φ(F ), òî∫
φ(F )

f(y)dy =

∫
F

f(φ(x))|φ′(x)|dx,

çîêðåìà iíòåãðàë ñïðàâà iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. òåîðåìè 5.1 äëÿ âèïàäêó m = 1 òà F = [a, b]. Â öüîìó âèïàäêó φ

¹ "çâè÷àéíîþ" ôóíêöi¹þ, íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ â äåÿêîìó iíòåðâàëi G =

(c, d) ⊃ [a, b], à îáðàçîì φ(F ) ¹ äåÿêèé âiäðiçîê [A,B]. Îñêiëüêè φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì,

òî ìîæëèâi äâà âèïàäêè à) φ íå çðîñòà¹ íà [a, b], òà á) íå φ íå ñïàäà¹ íà [a, b]. Ó

âèïàäêó à) ìà¹ìî φ′(x) ≤ 0, x ∈ [a, b], òà φ(F ) = [φ(b), φ(a)]; òîìó, êîðèñòóþ÷èñü

ôîîðìóëîþ çàìiíè çìiííèõ ó "çâè÷àéíîìó"iíòåãðàëi, îòðèìó¹ìî∫
φ(F )

f(y)dy =

∫ φ(a)

φ(b)

f(y)dy = −
∫ φ(b)

φ(a)

f(y)dy = −
∫ b

a

f(φ(x))φ′(x)dx

=

∫ b

a

f(φ(x))|φ′(x)|dx =

∫
F

f(φ(x))|φ′(x)|dx.

Ó âèïàäêó á) ìà¹ìî φ′(x) ≥ 0, x ∈ [a, b], òà φ(F ) = [φ(a), φ(b)]; òîìó∫
φ(F )

f(y)dy =

∫ φ(b)

φ(a)

f(y)dy =

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x)dx =

∫
F

f(φ(x))|φ′(x)|dx.

�
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6.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ âèïàäêó, êîëè F�

åëåìåíòàðíà ôiãóðà, ñêëàäåíà, ñêàæiìî iç n0-êóáiâ. Ïîçíà÷èìî L := maxx∈F ∥φ′(x)∥m2 .

Iç ëåìè ïðî ìiðó îáðàçó êóáà i âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹, ùî äëÿ

êîæíîãî n ≥ n0, êîæíîãî n-êóáà qn ⊂ F , i êîæíî¨ òî÷êè x ∈ qn ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|µ (φ(qn,j))− |φ′(x)|µqn| ≤ c(m)Lm−1ω

(√
m

2n
, φ′, F

)
µqn.

Íåõàé n ≥ n0. Òîäi åëåìåíòàðíà ôiãóðà F ñêëàäåíà ç ln n-êóáiâ qn,1, . . . , qn,ln òà

λ̂n := {qn,j}lnj=1 ¹ ¨¨ ðîçáèòòÿì. F . Îòæå λ := {φ(qn,j)}lnj=1 ¹ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè φ(F ) i

|λn| ≤ L|λ̂n| =
L
√
m

2n
→ 0, n→ ∞.

Ïîçíà÷èìî g(x) := f(φ(x))|φ′(x)|. Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó {xn,j}lnj=1 òî÷îê xn,j ∈ qn,j

òà iíòåãðàëüíèõ ñóì S(g, λ̂n, {xn,j}lnj=1) i S(f, λn, {yn,j}lnj=1), äå yn,j := φ(xn,j), ìà¹ìî

|S(g,λ̂n, {xn,j}lnj=1)− S(f, λ, {yn,j}lnj=1)| = |
ln∑
j=1

g(xn,j)µqn,j −
ln∑
j=1

f(yn,j)µφ(qn,j)|

= |
ln∑
j=1

f(yn,j) (|φ′(xn,j)|µqn,j − µφ(qn,j)) | ≤Mc(m)Lm−1ω

(√
m

2n
, φ′, F

) ln∑
j=1

µqn,j

=Mc(m)Lm−1ω

(√
m

2n
, φ′, F

)
µF =: αn → 0 n→ ∞,

äå M :=M(f, φ(F )) = supy∈φ(F ) |f(y)|. Çîêðåìà,

S(g, λ̂n, {xn,j}lnj=1) ≤ S(f, λ, {yn,j}lnj=1) + αn ≤ U(f, λn) + αn,

çâiäêè

U(g, λ̂n) ≤ U(f, λn) + αn.

Oòæå ∫̄
F

g(x)dx ≤ lim
n→∞

U(g, λ̂n) ≤ lim
n→∞

U(f, λn) =

∫
φ(F )

f(y)dy,

äå âðàõîâàíî, ùî f ∈ R(φ(F ) òà ùî λn → 0 i αn → 0 ïðè n→ ∞. Àíàëîãi÷íî,∫
F

g(x)dx ≥
∫
φ(F )

f(y)dy.

Äëÿ âèïàäêó, êîëè F � åëåìåíòàðíà ôiãóðà, òåîðåìà äîâåäåíà. Ùîá çâåñòè çàãàëüíèé

âèïàäîê äî ïîïåðåäíüîãî, äîñèòü ðîçãëÿíóòè ÿêó-íåáóäü çîâíiøíþ ôiãóðó F (n̂), äå

÷èñëî n̂ âèáðàíå òàê, ùîá F (n̂) ⊂ G, i âèêîðèñòàòè âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà,

ïîêëàâøè

f∗(x) :=

f(x), x ∈ F

0 x ∈ F (n̂) \ F.
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6.3. Òåîðåìà 2 ïðî çàìiíó çìiííèõ êðàòíîìó iíòåãðàëi. Ìà¹ ìiñöå òàêîæ

Òåîðåìà 6.2 (Ïðî çàìiíó çìiííèõ). Íåõàé çàäàíi âiäêðèòà ìíîæèíà G ⊂ Rm i

äîïóñòèìå âiäîáðàæåííÿ φ : G → Rm, ÿêîáiàí ÿêîãî ¹ îáìåæåíîþ â G ôóíêöi¹þ.

ßêùî îáèäâi ìíîæèíè G òà φ(G) ¹ âèìiðíèìè, òî, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ R(φ(G)),

(1) ∃
∫
G

f(φ(x))|φ′(x)|dx =

∫
φ(G)

f(y)dy.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî g(x) := f(φ(x))|φ′(x)|. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, øî g ∈ R(G).

Âiçüìåìî ϵ > 0. Çà óìîâîþ, ìíîæèíà G ¹ âèìiðíîþ. Òîìó iñíó¹ n òàêå, ùî

µ(G \G(n)) <
ϵ

4M(g,G)
.

Çà óìîâîþ, âiäîáðàæåííÿ φ ¹ äîïóñòèìèì, îòæå ìíîæèíà φ(G(n)) ¹ âèìiðíîþ ÿê

îáðàç âèìiðíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè G(n). Îñêiëüêè f ∈ R(φ(G)), òî, çà âëàñòèâiñòþ

àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà, f ∈ R(φ(G(n))). Òîìó òåîðåìà 1 çóìîâëþ¹ g ∈ R(G(n)). Çà

êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1, iñíó¹ ðîçáèòòÿ λ = {Gj}sj=1 ìíîæèíè G(n) òàêå, ùî

U(g, λ)− L(g, λ) <
ϵ

2
.

Ïîíà÷èìî Gs+1 := G \G(n). Òîäi λ
∗ = {Gj}s+1

j=1 ¹ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè G, ïðè öüîìó

U(g, λ∗)− L(g, λ∗) = U(g, λ)− L(g, λ) + ω(g,Gs+1)µGs+1 <
ϵ

2
+ 2M(g,G)µGs+1 < ϵ.

Îòæå g ∈ R(G) çà êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi 1. Òåïåð ïîêàæåìî, ùî

(2) lim
n→∞

µ(φ(G(n))) = µ(φ(G)).

Âiçüìåìî ϵ > 0. Íåõàé E ⊂ φ(G) � ÿêà-íåáóäü çàìêíåíà âèìiðíà ìíîæèíà, òàêà ùî

(3) µ(φ(G))− µE < ϵ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F � ïðîîáðàç ìíîæèíè E, òîáòî φ(F ) = E. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ

φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, òî F ¹ òàêîæ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Òîìó ∃N : F ⊂ G(N). Ïðè

âñiõ n ≥ N ìà¹ìî F ⊂ G(n), çâiäêè E ⊂ φ(G(n)), ùî, ðàçîì ç (3), ñïðè÷èíÿ¹ (2).

Íàðåøòi äîâåäåìî ðiâíiñòü (1). Çà òåîðåìîþ 1, ïðè êîæíîìó n ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫
G(n)

g(x)dx =

∫
φ(G(n))

f(y)dy.

Òîìó

|
∫
G

g(x)dx−
∫
φ(G)

f(y))dy| = |
∫
G\G(n)

g(x)dx−
∫
φ(G\G(n))

f(y)dy|

≤M(g,G)µ(G \G(n)) +M(f, φ(G))µ(φ(G \G(n))) → 0, n→ 0. �
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6.4. Ïîëÿðíi, öèëiíäðè÷íi òà ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè. Íàâåäåìî òðè ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 6.1 (Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè). Íåõàé D ⊂ R2 � êðóã ðàäióñà R ç öåíòðîì â

òî÷öi 0, P = [0, R]× [0, 2π] ⊂ R2 � ïðÿìîêóòíèê. ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ R(D), òî

(1)

∫
D

f(x, y)dxdy =

∫
P

f(r cosα, r sinα)rdrdα.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G := P 0 � âíóòðiøíiñòü ïðÿìîêóòíèêà P . Ðîçãëÿíåìî

âiäîáðàæåííÿ φ : G→ R2, çàäàíå ðiâíiñòþ

φ(r, α) =

(
x(r, α)

y(r, α)

)
:=

(
r cosα

r sinα

)
.

Öå âiäîáðàæåííÿ ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì, ìîäóëü éîãî ÿêîáiàíà

|φ′(r, α)| = |

∣∣∣∣∣cosα −r sinα
sinα r cosα

∣∣∣∣∣ | = r

¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ G òà

φ(G) = D0 \ {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y = 0}

(àëå íå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ P òà D!). Îòæå âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 (àëå íå

âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1 äëÿ ìíîæèí P òà D!). Âíàñëiäîê òåîðåìè 2, ìà¹ìî∫
D

f(x, y)dxdy =

∫
φ(G)

f(x, y)dxdy +

∫
∂(φ(G))

f(x, y)dxdy =

∫
φ(G)

f(x, y)dxdy

=

∫
G

f(r cosα, r sinα)rdrdα =

∫
G

+

∫
∂G

=

∫
P

f(r cosα, r sinα)rdrdα,

äå âðàõîâàíà âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà. �

Ïðèêëàä 6.2 (Öèëiíäðè÷íi êîîðäèíàòè). Íåõàé D ⊂ R2 � êðóã ðàäióñà R ç öåíòðîì â

òî÷öi 0, C = D×[0, H] ⊂ R3 � öèëiíäð, P = [0, R]×[0, 2π]×[0, H] ⊂ R3 � ïàðàëåëåïiïåä.

ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ R(C), òî

(2)

∫
C

f(x, y, z)dxdydz =

∫
P

f(r cosα, r sinα, t)rdrdαdt.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G := P 0 � âíóòðiøíiñòü ïàðàëåëåïiïåäà P . Ðîçãëÿíåìî

âiäîáðàæåííÿ φ : G→ R3, çàäàíå ðiâíiñòþ

φ(r, α, t) =


x(r, α, t)

y(r, α, t)

z(r, α, t)

 :=


r cosα

r sinα

t

 .

Öå âiäîáðàæåííÿ ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì, ìîäóëü éîãî ÿêîáiàíà
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|φ′(r, α, t)| = |

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα −r sinα 0

sinα r cosα 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ | = r

¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ G òà

φ(G) = C0 \ {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, y = 0, z ∈ R}

(àëå íå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ P òà C!). Îòæå âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 (àëå íå

âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1 äëÿ ìíîæèí P òà C!). Òåïåð (2) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé∫
φ(G)

f(x, y, z)dxdydz =

∫
G

f(r cosα, r sinα, t)rdrdαdt,

P = G ∪ ∂G, C = φ(G) ∪ ∂(φ(G)) òà âëàñòèâîñòi àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà. �

Ïðèêëàä 6.3 (Ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè). Íåõàé B ⊂ R3 � êóëÿ ðàäióñà R ç öåíòðîì â

íóëi, P = [0, R]× [0, 2π]× [−π
2
, π
2
] ⊂ R3 � ïàðàëåëåïiïåä. ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ R(B), òî

(3)

∫
B

f(x, y, z)dxdydz =

∫
P

f(r cosα cos β, r sinα cos β, r sin β)r2 cos βdrdαdβ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G := P 0 � âíóòðiøíiñòü ïàðàëåëåïiïåäà P . Ðîçãëÿíåìî

âiäîáðàæåííÿ φ : G→ R3, çàäàíå ðiâíiñòþ

φ(r, α, β) =


x(r, α, β)

y(r, α, β)

z(r, α, β)

 :=


r cosα cos β

r sinα cos β

r sin β

 .

Öå âiäîáðàæåííÿ ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì, ìîäóëü éîãî ÿêîáiàíà

|φ′(r, α, β)| = |

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα cos β −r sinα cos β −r cosα sin β

sinα cos β r cosα cos β −r sinα sin β

sin β 0 r cos β

∣∣∣∣∣∣∣∣ | = r2 cos β

¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ G òà

φ(G) = B0 \ {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, y = 0, z ∈ R}

(àëå íå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ìiæ P òà B!). Îòæå âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 (àëå íå

âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1 äëÿ ìíîæèí P òà B!). Òåïåð (3) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé∫
φ(G)

f(x, y, z)dxdydz =

∫
G

f(r cosα cos β, r sinα cos β, r sin β)r2 cos βdrdαdβ,

P = G ∪ ∂G, B = φ(G) ∪ ∂(φ(G)) òà âëàñòèâîñòi àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà. �
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7. Íåâëàñíi êðàòíi iíòåãðàëè

Äèâ. [1], ñòîð. 182-189.
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