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Передмова
Навчальнi завдання повнiстю охоплюють теми практичних занять,

що проводяться у третьому семестрi при вивченнi на механiко–матема-
тичному факультетi нормативного курсу алгебри й теорiї чисел.

Кожне завдання складається з чотирьох частин. Спочатку наводя-
ться приклади розв’язання типових задач. Друга й третя частини мi-
стять задачi, що розглядаються на практичних заняттях (задачi другої
частини є обов’язковими, третьої — розрахованi на сильнiших студен-
тiв), а четверта — задачi для домашнього завдання. Важчi задачi позна-
чено зiрочками, причому кiлькiсть зiрочок є мiрою складностi задачi.
До задач наведено вiдповiдi, а для багатьох з них — i вказiвки до розв’я-
зання.

При посиланнi на задачу використовується подвiйна нумерацiя: пер-
ша цифра — номер заняття, а друга — номер задачi.

Пiсля кожного заняття наведено посилання на найбiльш доступнi
пiдручники, у яких можна знайти необхiдний теоретичний матерiал.
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Позначення

НСД(a, b) — найбiльший спiльний дiльник чисел a та b;
НСК(a, b) — найменше спiльне кратне чисел a та b;
|A| — потужнiсть множини A; |a| — порядок елемента a;
[a, b] — комутатор a−1b−1ab елементiв a i b;
〈a, b, . . . , c〉 — група, породжена елементами a, b, . . . , c;
An — знакозмiнна група всiх парних пiдстановок степеня n;
AutG — група всiх автоморфiзмiв групи G;
C — множина, або адитивна група, або поле комплексних чисел;
Cn — група за множенням усiх комплексних коренiв степеня n з 1;
C∗ — мультиплiкативна група поля комплексних чисел;
C∞ — група за множенням усiх комплексних коренiв з 1 усiх можли-

вих натуральних степенiв;
Cp∞ — група за множенням усiх комплексних коренiв iз 1 степеня pn,

де просте число p — фiксоване, а натуральне число n — довiльне;
C(a) — клас спряженостi елемента a;
Cn — абстрактна циклiчна група порядку n;
D2(R) — група невироджених дiагональних матриць порядку 2 з

дiйсними коефiцiєнтами;
Dn — група всiх рухiв правильного n–кутника;
diag(d1, . . . , dn) — дiагональна матриця з елементами d1, . . . , dn по

дiагоналi;
GLn(P ) — повна лiнiйна група — група за множенням усiх невиро-

джених матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P ;
GLn(Z) — група за множенням усiх цiлочисельних матриць поряд-

ку n, оберненi до яких також є цiлочисельними;
G/H — факторгрупа групи G за нормальною пiдгрупою H;
H ¢ G — H є нормальною пiдгрупою групи G;
InnG — група всiх внутрiшнiх автоморфiзмiв групи G;
Im ϕ — образ гомоморфiзму ϕ;
Ker ϕ — ядро гомоморфiзму ϕ;
K4 — четверна група Кляйна — група пiдстановок {ε, (12)(34), (13)(24),

(14)(23)};
Mn(P ) — адитивна група матриць порядку n з коефiцiєнтами з по-

ля P ;
Q∗ — мультиплiкативна група поля рацiональних чисел;
Q+ — мультиплiкативна група всiх додатних рацiональних чисел;
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Q8 — група кватернiонiв;
R∗ — мультиплiкативна група поля дiйсних чисел;
R+ — мультиплiкативна група всiх додатних дiйсних чисел;
SLn(P ) — спецiальна лiнiйна група — пiдгрупа матриць iз GLn(P ),

визначник яких дорiвнює 1;
Sn — симетрична група всiх пiдстановок степеня n;
T — мультиплiкативна група комплексних чисел, модуль яких до-

рiвнює 1;
Tn(P ) — група за множенням усiх невироджених верхнiх трикутних

матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P ;
UTn(P ) — унiтрикутна група — група за множенням усiх верхнiх

трикутних матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P i з одиницями
на головнiй дiагоналi;

UTn(Z) — група за множенням усiх унiтрикутних матриць порядку
n з коефiцiєнтами з кiльця Z;
Zn— множина, або адитивна група, або кiльце класiв лишкiв за мо-

дулем числа n;
Z∗n — мультиплiкативна група оборотних класiв лишкiв за модулем

числа n;
ZG(a) (або Z(a)) — централiзатор елемента a в групi G;
Z(G) — центр групи G;
ϕ ◦ ψ — композицiя вiдображень ϕ i ψ (тобто (ϕ ◦ ψ)(x) = ψ(ϕ(x)) ).
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Заняття 1. Множини з дiями, напiвгрупи та
їх iзоморфiзми
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Скiльки є рiзних поворотiв простору, якi переводять у себе
правильний тетраедр?

Розв’язання. Тетраедр має 4 осi симетрiї, якi проходять через його вер-
шини i центри протилежних граней. Навколо кожної осi крiм тотожного
повороту можливi ще два повороти на кути 120◦ та 240◦. До того ж, є
три осi симетрiї, що проходять через середини мимобiжних ребер, навко-
ло яких можливi нетривiальнi повороти на 180◦. Тим самим одержуємо,
що всього рiзних поворотiв простору, разом iз тривiальним перетворе-
нням, якi переводять в себе правильний тетраедр, буде 12.

Задача 2. Скiльки є невироджених квадратних матриць порядку n
над полем Zp?

Розв’язання. Скористаємося одним iз критерiїв невиродженостi матри-
цi, а саме: квадратна матриця є невиродженою тодi й тiльки тодi, коли
її вектор–рядки є лiнiйно незалежними. Тому пiдрахуємо, скiлькома
способами можна вибрати рядки невиродженої квадратної матрицi по-
рядку n над полем Zp так, щоб кожен наступний не був лiнiйною ком-
бiнацiєю попереднiх. Кожен елемент першого рядка можна вибрати p
способами, але перший рядок не має бути нульовим, оскiльки вiн пови-
нен утворювати лiнiйно незалежну систему. Тому його можна вибрати
pn−1 способом. Другий рядок також можна вибрати pn способами, але
для того, щоб одержати невироджену матрицю, необхiдно вiдкинути всi
рядки, якi були б пропорцiйними першому. Коефiцiєнтiв пропорцiйностi
може бути p, оскiльки поле Zp складається з p елементiв. Отже, другий
рядок невиродженої матрицi можна вибрати pn − p способами. У свою
чергу, третiй рядок можна вибрати pn − p2 способами, оскiльки вiн не
має бути лiнiйною комбiнацiєю двох попереднiх. Продовжуючи анало-
гiчнi мiркування, одержимо таку кiлькiсть невироджених квадратних
матриць порядку n над полем Zp: (pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1).

Задача 3. Побудувати таблицю множення для множини рухiв пря-
мокутника.
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Розв’язання. Множина рухiв прямокутника складається з поворотiв на
кути 0◦ та 180◦ навколо центра прямокутника i двох симетрiй вiдносно
прямих s1, s2, що проходять через середини протилежних сторiн пря-
мокутника. На цiй множинi задана природна операцiя суперпозицiї ◦, i
легко бачити, що таблиця множення для цiєї множини буде наступною:

◦ 0◦ 180◦ s1 s2

0◦ 0◦ 180◦ s1 s2

180◦ 180◦ 0◦ s2 s1

s1 s1 s2 0◦ 180◦

s2 s2 s1 180◦ 0◦

Задача 4. Для яких значень параметрiв a, b, c ∈ R дiя x∗y = ax+by+c
на множинi R буде асоцiативною?

Розв’язання. Асоцiативнiсть дiї означає, що для довiльних x, y, z ∈ R
(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z). У нашому випадку (x ∗ y) ∗ z = (ax + by + c) ∗ z =
a(ax+ by + c)+ bz + c, x∗ (y ∗z) = x∗ (ay + bz + c) = ax+ b(ay + bz + c)+ c.
Звiдси a2x + ac + bz = ax + b2z + bc. Однак останнє спiввiдношення має
виконуватися для довiльних дiйсних чисел x, y та z, зокрема для x = 0,
z = 0. Тому c(a − b) = 0. Якщо x 6= 0, z = 0, то або a = 0, або a = 1.
Якщо x = 0, z 6= 0, то або b = 0, або b = 1. При a = 0, b = 1 матимемо,
що c = 0; якщо a = 1, b = 0, то матимемо знову c = 0; при a = 0 = b
або a = 1 = b число c може бути довiльним. Отже, указана дiя буде
асоцiативною на R при a, b ∈ {0, 1} i або a = b, або c = 0.

Задача 5. Якi серед даних напiвгруп: a) ((0, 1), ·); b) ((0, 1], ·);
c) ((1,∞), ·); d) ((2,∞), ·) є iзоморфними?

Розв’язання. Напiвгрупи a) та b) неiзоморфнi, оскiльки друга мiстить
нейтральний елемент для дiї множення, а перша не мiстить. Легко пе-
ревiрити, що вiдображення ϕ : x 7→ 1

x задає iзоморфiзм напiвгруп a) та
c). Припустимо, що iснує iзоморфiзм ϕ : (0, 1) → (2,∞). Оскiльки кожен
елемент α ∈ (0, 1) розкладається в добуток α =

√
α
√

α елементiв з (0, 1),
то й кожен елемент β ∈ (2,∞) (β = ϕ(α) унаслiдок бiєктивностi вiдобра-
ження ϕ) розкладається в добуток β = ϕ(

√
α
√

α) = ϕ(
√

α)ϕ(
√

α). Однак
ϕ(
√

α) > 2, тому ϕ(α) > 4 i вiдображення ϕ не є сюр’єктивним. Отже,
напiвгрупи a) та d) неiзоморфнi. Напiвгрупи b) i d) також неiзоморфнi,
оскiльки b) мiстить нейтральний елемент, а d) не мiстить.

8



Задача 6. Доведiть, що коли для елемента a з напiвгрупи S лiвий
x 7→ ax та правий x 7→ xa зсуви за допомогою елемента a є сюр’єктив-
ними, то S мiстить одиницю й елемент a є оборотним.

Розв’язання. Оскiльки зсуви є сюр’єктивними, то iснують e1, e2 ∈ S
такi, що ae1 = a, e2a = a. Легко бачити, що e1 є правою одиницею, тому
що для довiльного b ∈ S iснує y ∈ S таке, що b = ya. Тому be1 = (ya)e1 =
y(ae1) = ya = b. Аналогiчно e2 є лiвою одиницею. Звiдси e1 = e2e1 = e2,
тобто одиниця в напiвгрупi S iснує й дорiвнює e1. Оборотнiсть елемента
a випливає з того, що внаслiдок сюр’єктивностi зсувiв iснують такi a1,
a2, що e1 = aa1, e1 = a2a. Крiм того, a1 = e1a1 = (a2a)a1 = a2(aa1) =
a2e1 = a2.

Основнi задачi

7. Скiлькома способами можна визначити бiнарну дiю на n–елементнiй
множинi? Скiльки серед цих дiй: a) будуть комутативними; b) матимуть
нейтральний елемент?

8. Скiльки є рiзних поворотiв простору, якi переводять у себе: a) куб;
b) правильну n–кутну призму?

9. Скiльки є рiзних рухiв простору, якi переводять у себе рiзностороннiй
прямокутний паралелепiпед?

10. Побудувати таблицю множення для множини рухiв правильного
трикутника.

11. Як за таблицею Келi для дiї ∗ на множинi M з’ясувати: a) чи буде
дiя ∗ комутативною; b) чи є в M лiвi (правi) нулi; c) чи є в M лiвi
(правi) одиницi; d) чи є даний елемент a оборотним злiва (справа)?

12. У кожнiй iз клiтинок таблицi

∪ ∩ r 4
асоцiативнiсть
комутативнiсть
iснування нейтрального елемента
iснування обернених елементiв

поставте знак + або− залежно вiд того, має мiсце чи нi дана властивiсть
для даної дiї на множинi Ω(M) усiх пiдмножин непорожньої множини
M (знаком 4 позначається симетрична рiзниця пiдмножин).
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13. З’ясуйте, чи буде асоцiативною на множинi N дiя m∗n = max(m,n).

14. З’ясуйте, чи буде асоцiативною на множинi R дiя x∗y = ln(ex +ey).

15. Чи будуть iзоморфними напiвгрупи (N, +) i (−N,+) ?

16. На множинi M2 визначено такi дiї:
a) (a, b) ◦1 (c, d) = (a, c); b) (a, b) ◦2 (c, d) = (a, d);
c) (a, b) ◦3 (c, d) = (b, c); d) (a, b) ◦4 (c, d) = (b, d).
Якi з множин з дiями (M2, ◦i), i = 1, 2, 3, 4, є iзоморфними? Чи є серед
цих множин напiвгрупи?

17. Якi серед даних напiвгруп: a) ((0, 1), ·); b) ((0, 1], ·); c) ([0, 1), ·);
d) ([0, 1], ·); e) ((1,∞), ·); f) ([1,∞), ·); g) ((2,∞), ·); h) ((3,∞), ·) є
iзоморфними?

18. Доведiть, що коли в напiвгрупi M для довiльних a, b ∈ M рiвняння
ax = b (вiдповiдно ya = b) має єдиний розв’язок, то M мiстить лiвi
(правi) одиницi.

Додатковi задачi

19. Нехай у множинi M з дiєю ∗ для довiльних a, b ∈ M кожне з рiвнянь
a ∗ x = b i y ∗ a = b має єдиний розв’язок. Тодi вiдображення (a, b) 7→ x
(вiдповiдно (a, b) 7→ y ) називається правою (лiвою) оберненою до ∗ дiєю
на M .
a) Опишiть лiву й праву оберненi дiї до дiї a ∗ b = ab на множинi R+.
b) Доведiть, що коли права й лiва оберненi до дiї ∗ збiгаються, то дiя ∗
є комутативною.
c) Доведiть, що коли права й лiва оберненi до ∗ дiї iснують, то вони, у
свою чергу, також мають оберненi. Чим є цi чотири оберненi до обер-
нених дiї? Чи можуть усi вони збiгатися?

20. Знайдiть кiлькiсть тих перетворень τ ∈ T7, якi комутують з пере-
творенням

(
1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 2 3 3 3

)
.

21. Якi серед даних напiвгруп: a) (N, ·); b) (2N, ·); c) (N\2N, ·); d) (3N, ·);
e) (N \ 3N, ·); f) (4N, ·) є iзоморфними?

22. Чи є iзоморфнi серед напiвгруп Nk = (N \ {1, 2, . . . k},+),
k = 0, 1, 2, . . . ?

23. Скiлькома способами можна визначити асоцiативну дiю на двоеле-
ментнiй множинi?
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24. Скiльки iснує неiзоморфних мiж собою напiвгруп порядку 2?

Домашнє завдання

25. Скiльки є рiзних поворотiв простору, якi переводять у себе пра-
вильний октаедр?

26. Побудувати таблицю множення для множини рухiв рiзносторонньо-
го прямокутного паралелепiпеда.

27. З’ясуйте, якi з дiй на множинi N є асоцiативними:
a) m∗n = mn; b) m∗n = НСК(m,n); c) m∗n = 2mn; d) m∗n = m2 +n2.

28. З’ясуйте, якi з дiй на множинi R є асоцiативними:
a) x ∗ y = 3

√
x3 + y3; b) x ∗ y = exey; с) m ∗ n = m · nm/|m|.

29. Для яких значень параметрiв a, b, c ∈ R дiя x ∗ y = ax + by + c на
множинi R матиме нейтральний елемент? Для яких значень параметрiв
усi елементи будуть оборотними?

30. Як за таблицею Келi для дiї ∗ на множинi M з’ясувати, чи є даний
елемент a: a) скоротним злiва (справа); b) iдемпотентом?

31. На множинi M визначена операцiя ¦ за правилом x¦y = x. Довести,
що (M, ¦) – напiвгрупа. Що можна сказати про нейтральнi та оборотнi
елементи цiєї напiвгрупи?

32. На множинi M2, де M – деяка множина, визначена операцiя ¦ за
правилом (x, y) ¦ (z, t) = (x, t). Чи є M2 напiвгрупою вiдносно цiєї опе-
рацiї? Чи iснує в M2 нейтральний елемент?

33. Довести, що напiвгрупи (2M ,∪) та (2M ,∩) iзоморфнi.

Лiтература. [1, c. 11–21], [4, c. 133–138], [7, с. 242–243], [2, с. 280–284],
[5, с. 134–138].

Заняття 2. Поняття групи
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Доведiть, що моноїд M, у якому для довiльних елементiв
a, b або рiвняння a) ax = b, або b) ya = b має принаймнi один розв’язок,
є групою.
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Розв’язання. a) Нехай a1, a2, e1 – розв’язки рiвнянь ax = 1, a1x = 1,
a2x = a вiдповiдно. Тодi a2 = (aa1)a2 = ((a2e1)a1)a2 = (a2e1)(a1a2) =
a2e1 i для довiльного елемента c ∈ M матимемо c = (a1a2)c = a1(a2e1)c =
(a1a2)(e1c) = e1c, c = c(a1a2) = ca1(a2e1) = c(a1a2)e1 = ce1, тобто e1 = 1
i a2 = a. b) Аналогiчно.

Задача 2. Якi умови мають задовольняти елементи a i b з напiвгрупи
TM усiх перетворень множини M, щоб у цiй напiвгрупi рiвняння ax =
b мало хоча б один розв’язок?

Розв’язання. Якщо елемент a “склеює” двi рiзнi точки λ i µ iз M , тобто
a(λ) = a(µ), то для довiльного елемента x ∈ TM (ax)(λ) = x(a(λ)) =
x(a(µ)) = (ax)(µ). Тому для iснування розв’язку рiвняння ax = b необ-
хiдно, щоб виконувалась умова

a(λ) = a(µ) ⇒ b(λ) = b(µ) . (1)

Доведемо, що умова (1) також є достатньою. Для цього для кожно-
го µ з областi значень Im a елемента a виберемо довiльно таку точку
λ ∈ M , що a(λ) = µ, i покладемо x(µ) = γ, де γ = b(λ). З умови (1)
випливає, що значення x у точцi µ визначається однозначно. На точках
iз M�Im a значення елемента x можна визначити довiльно. Тодi для
довiльної точки λ ∈ M

(ax)(λ) = x(a(λ)) = x(µ) = γ = b(λ),

тобто x є розв’язком рiвняння ax = b.

Задача 3. Чи утворює напiвгрупу, моноїд або групу вiдносно компо-
зицiї множина всiх осьових симетрiй площини?

Розв’язання. Композицiя двох осьових симетрiй є поворотом площини
навколо точки перетину осей, якщо цi осi перетинаються, i паралель-
ним переносом у протилежному випадку. Отже, множина всiх осьових
симетрiй площини не є замкненою вiдносно композицiї, а тому жодної
з указаних алгебричних структур не утворює.

Задача 4. Чи утворює групу множина симетричних (кососиметрич-
них) матриць вiдносно множення?

Розв’язання. Не утворює, оскiльки добуток двох симетричних матриць
не завжди є симетричною матрицею, наприклад,

(
0 1
1 0

) · (
1 1
1 0

)
=

(
1 0
1 1

)
.

Аналогiчно — для кососиметричних матриць.
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Основнi задачi

5. Доведiть, що множина TM усiх перетворень множини M (якщо M =
{1, 2, · · · , n}, то вживають також позначення Tn) утворює напiвгрупу з
одиницею вiдносно композицiї перетворень, i знайдiть усi лiвi й правi
нулi цiєї напiвгрупи.

6. Якi умови мають задовольняти елементи a i b з напiвгрупи TM , |M | <
∞, щоб у цiй напiвгрупi: a) рiвняння ax = b мало рiвно один розв’язок;
b) рiвняння ya = b мало хоча б один розв’язок; c) рiвняння ya = b мало
рiвно один розв’язок?

7. Знайдiть необхiднi й достатнi умови, за яких елемент τ напiвгрупи
TM буде iдемпотентом.

8. Чи утворює напiвгрупу, моноїд або групу вiдносно якоїсь iз дiй:
1) додавання; 2) множення; 3) суперпозицiя, така множина скрiзь ви-
значених дiйсних функцiй: a) множина всiх полiномiв; b) множина всiх
полiномiв, якi не мiстять непарних степенiв змiнної; c) множина всiх
полiномiв степеня 5; d) множина всiх перiодичних функцiй; e) множина
всiх неперервних функцiй; f) множина всiх функцiй, диференцiйовних
щонайменше k разiв; g) множина всiх обмежених функцiй?

9. Чи утворює напiвгрупу, моноїд або групу вiдносно композицiї пе-
ретворень така множина перетворень площини: a) усi паралельнi пе-
реноси; b) усi повороти навколо даної точки; c) усi повороти навколо
довiльних точок; d) усi центральнi симетрiї; e) усi паралельнi переноси
й осьовi симетрiї; f) усi паралельнi переноси й повороти навколо довiль-
них точок?

10. Чи утворює групу множина: a) симетричних матриць вiдносно дода-
вання; b) кососиметричних матриць вiдносно додавання; c) невиродже-
них матриць вiдносно додавання; d) невироджених матриць вiдносно
множення; e) матриць iз фiксованим визначником d вiдносно множен-
ня; f) дiагональних матриць вiдносно додавання; g) дiагональних ма-
триць вiдносно множення; h) верхнiх трикутних матриць вiдносно мно-
ження; i) верхнiх нiльтрикутних матриць вiдносно множення; j) верх-
нiх нiльтрикутних матриць вiдносно додавання; k) верхнiх унiтрику-
тних матриць вiдносно множення; l) усiх ортогональних матриць вiд-
носно множення; m) верхнiх нiльтрикутних матриць вiдносно операцiї
X ◦ Y = X + Y −XY ?
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11. Чи утворює групу вiдносно множення пiдстановок множина всiх
пiдстановок iз Sn, якi: a) парнi; b) непарнi; c) мають принаймнi 1 неру-
хому точку; d) мають не бiльше k iнверсiй (число k > 0 — фiксоване)?

12. Для яких натуральних n множина R з дiєю x ∗ y = n
√

xn + yn буде
групою?

13. Побудуйте таблицю Келi для групи K4.

14. Доведiть, що множина функцiй {x, 1−x, 1
x , 1

1−x
x−1

x , x
x−1} утворює

групу вiдносно суперпозицiї функцiй i побудуйте для цiєї групи таблицю
Келi.

15. Доведiть, що: a) множина G = {x ∈ R : x > 1} з дiєю a ∗ b =
ab− a− b + 2; b) множина G = [0, 1) з дiєю ∗, де a ∗ b дорiвнює дробовiй
частинi числа a + b; c) множина G = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} з дiєю
(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1) утворює групу.

Додатковi задачi

16. Доведiть, що порядок групи поворотiв правильного багатогранника
дорiвнює подвоєнiй кiлькостi його ребер.

17. Полюсом правильного багатогранника T називається точка його
поверхнi, яка лишається нерухомою при деякому нетривiальному пово-
ротi з групи G поворотiв цього багатогранника. Доведiть, що кiлькiсть
полюсiв правильного багатогранника T дорiвнює |G|+ 2.

18. Пiдрахуйте кiлькiсть iдемпотентiв у напiвгрупi Tn.

19. Доведiть, що довiльна скiнченна напiвгрупа M мiстить iдемпотент.

Домашнє завдання

20. Нехай (M, ·) — напiвгрупа i елемент a ∈ M — фiксований. Визна-
чимо на M нову дiю: x ∗ y = xay. a) Доведiть, що (M, ∗) також є напiв-
групою. b) Чи буде напiвгрупа (M, ∗) моноїдом, якщо (M, ·) — моноїд?

21. Нехай a – фiксований елемент напiвгрупи S. Укажiть усi можливi
набори властивостей зi списку: a) a – лiвий нуль; b) a – лiва одиниця;
c) a – правий нуль; d) a – права одиниця, якi можуть виконуватись для
елемента a одночасно.
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22. Пiдрахуйте кiлькiсть iдемпотентiв у напiвгрупi: a) T4; b) T5.

23. Доведiть, що множина B(M) усiх бiнарних вiдношень на множи-
нi M утворює напiвгрупу з одиницею вiдносно дiї ϕ ∗ ψ = {(x, z) :
∃ y (x, y) ∈ ϕ i (y, z) ∈ ψ}. Скiльки оборотних елементiв має ця напiв-
група, якщо |M | = n?

24. Чи утворює групу вiдносно множення пiдстановок множина тих
пiдстановок iз Sn, якi: a) рухають не бiльше k елементiв (число k > 0 —
фiксоване); b) є транспозицiями?

25. Побудуйте таблицю Келi для груп: a) GL2(Z2); b) D4.

26. Доведiть, що: a) множина R \ {−1} з дiєю x ∗ y = x + y + xy;
b) множина Z з дiєю m ∗n = m + n + 2007; c) множина Z з дiєю m ◦n =
m + (−1)mn утворює групу.

27. Доведiть, що 2M є групою вiдносно операцiї симетричної рiзницi 4.

Лiтература. [1, с. 21–25], [3, с. 101–105, 109–112], [4, с. 139–141], [7,
с. 243–244], [2, с. 272–278, 309–320], [5, с. 139–141].

Заняття 3. Пiдгрупи
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Знайдiть усi пiдгрупи групи GL2(Z2).

Розв’язання. Кожна група мiстить лише одну пiдгрупу порядку 1 —
одиничну. У нашому випадку це пiдгрупа E =

{(
1 0
0 1

)}
. Далi скористає-

мось таблицею Келi для групи GL2(Z2) (див. зад. 2.19 a)). Для зручно-
стi позначимо G = GL2(Z2), e =

(
1 0
0 1

)
, x =

(
0 1
1 0

)
, y =

(
1 0
1 1

)
, z =

(
1 1
0 1

)
,

u =
(

0 1
1 1

)
, v =

(
1 1
1 0

)
.

Пiдгрупа порядку 2 має вигляд H = {e, a}, де елемент a задовольняє
умову a2 = e. З таблицi Келi видно, що в групi G таких елементiв 3.
Тому G мiстить 3 пiдгрупи порядку 2: H1 = {e, x}, H2 = {e, y}, H3 =
{e, z}. З тiєї самої таблицi видно, що G мiстить пiдгрупу H4 = {e, u, v}
порядку 3.

Доведемо тепер, що коли пiдгрупа H мiстить якусь вiдмiнну вiд u,
v пару неодиничних елементiв, то вона збiгається з групою G. Справдi,
з рiвностей xy = v, v2 = u, xu = z випливає, що 〈x, y〉 = G. З рiвностей
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xv = y i vy = x випливає, що 〈x, v〉 = 〈y, v〉 = 〈x, y〉 = G. Оскiльки
u2 = v, то 〈x, u〉 = 〈x, v〉 i 〈y, u〉 = 〈y, v〉. З рiвностей x = zu2, u = xz
отримуємо, що 〈z, u〉 = 〈z, x〉 = 〈x, u〉 = G. Нарештi, з рiвностей yz = v
i zv = x випливає, що 〈y, z〉 = 〈y, v〉 i 〈z, v〉 = 〈v, x〉. Таким чином, група
GL2(Z2) мiстить 6 пiдгруп: E, H1, H2, H3, H4 i саму GL2(Z2).

Задача 2. Доведiть, що група Cp∞ не має власних нескiнченних пiд-
груп.

Розв’язання. Зауважимо, що коли m < k, то Cpm < Cpk i для довiльного
a ∈ Cpk�Cpk−1 степенями елемента a вичерпується вся група Cpk , тобто
Cpk�Cpk−1 складається з первiсних коренiв степеня pk з 1.

Нехай тепер H ≤ Cp∞ . Розглянемо множину

M = {k : H ∩ (Cpk�Cpk−1) 6= ∅} .

Можливi два випадки.
1) Множина M — скiнченна. Тодi серед її елементiв є найбiльший.

Нехай це m. З означення M випливає, що H ≤ Cpm . Отже, у цьому
випадку пiдгрупа H є скiнченною.

2) Множина M — нескiнченна. Тодi для довiльного натурального чи-
сла k знайдеться таке m ∈ M, що k < m. Оскiльки H∩(Cpm�Cpm−1) 6= ∅,
то iз зауваження на початку розв’язання випливає, що Cpm ≤ H. Однак
тодi i Cpk ≤ H. Отже, у цьому випадку всi групи Cpk мiстяться в H,
звiдки

Cp∞ =
⋃

k

Cpk ≤ H.

Тому H = Cp∞ , тобто пiдгрупа H не є власною.

Задача 3. Для полiнома f вiд змiнних x1, x2, x3, x4 позначимо сим-
волом Gf множину тих пiдстановок, якi не змiнюють f, а саме Gf =
{σ ∈ S4 : f(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)) = f(x1, x2, x3, x4)}. Доведiть, що Gf

– пiдгрупа в S4, i знайдiть цю пiдгрупу для полiнома f = x1x2 +x2x3 +
x3x4.

Розв’язання. Нехай пiдстановка π не змiнює полiнома f . Оскiльки π ·
π−1 = ε i очевидно, що ε не змiнює f , то π−1 також не може змiнювати f .
Крiм того, якщо кожна з пiдстановок π i τ не змiнює f , то їх послiдовне
виконання — добуток πτ — також не змiнює f . Отже, множина Gf

замкнена вiдносно взяття оберненого елемента та множення, а тому є
пiдгрупою групи S4.
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Зауважимо, що змiннi x1 i x4 зустрiчаються в даному полiномi f по
одному разу, а x2 i x3 — по два рази. Тому довiльна пiдстановка з Gf або
лишає 1 i 4 на мiсцi, або переставляє цi числа мiж собою. Аналогiчне
зауваження стосується й чисел 2 i 3. Отже, кандидатами в групу Gf

можуть бути лише 4 пiдстановки: ε, (14), (23) i (14)(23). Безпосередньо
перевiряється, що полiном f не змiнюють лише ε i (14)(23).

Основнi задачi

4. Доведiть, що коли скiнченна пiдмножина H групи G замкнена вiд-
носно дiї, що задана на G, то H — пiдгрупа групи G.

5. Знайдiть кiлькiсть тих пiдстановок iз групи S9, якi комутують iз
пiдстановкою π: a) π = (123456789); b) π = (123)(456789).

6. Доведiть, що пiдмножина G ⊆ Z буде пiдгрупою групи Z тодi й лише
тодi, коли G замкнена вiдносно вiднiмання.

7. У кожнiй iз множин укажiть найменше додатне число i з’ясуйте, чи
утворює ця множина пiдгрупу групи Z: a) усi цiлi числа, певний степiнь
яких дiлиться на 32; b) усi цiлi числа, взаємно простi з числом 5; c) усi
цiлi числа, на якi дiлиться число 24; d) усi цiлi числа, якi дiляться на 10
i квадрат яких дiлиться на 40; e) усi такi цiлi числа m, що 10m дiлиться
на 8.

8. Чи буде пiдгрупою в групi Q∗ пiдмножина всiх тих додатних ра-
цiональних чисел, у нескоротному записi яких знаменник є степенем
числа 3?

9. Знайдiть усi пiдгрупи груп: a) S3; b) Q8.

10. Доведiть, що група Z не має власних неодиничних скiнченних пiд-
груп.

11. Знайдiть у групi S4 пiдгрупу Gf тих пiдстановок, якi не змiнюють
полiном f , якщо: a) f = x2

1 + x2x3x4; b) f = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1.

12. Сформулюйте необхiдну й достатню умову для того, щоб об’єдна-
ння A ∪B пiдгруп A,B групи G також було пiдгрупою групи G.

13. Доведiть, що для скiнченних пiдгруп A i B групи G виконується
рiвнiсть |A| · |B| = |A ∩B| · |AB|.
Додатковi задачi

17



14. Чи буде пiдгрупою групи SN усiх взаємно однозначних перетворень
множини N множина всiх тих перетворень σ, якi задовольняють умову:
σ(k) = k майже для всiх натуральних чисел k (тобто для всiх k ∈ N,
крiм, можливо, скiнченного їх числа)?

15. Доведiть, що коли для пiдгруп A,B, A1, B1 групи G виконуються
включення A ≤ A1, B ≤ B1, то має мiсце рiвнiсть (A · B) ∩ A1 ∩ B1 =
(A ∩B1) · (A1 ∩B).

16. Доведiть, що коли для пiдгруп A, B,C групи C виконуються вклю-
чення A ≤ C ⊆ A·B, то мають мiсце рiвностi C = (A·B)∩C = A·(B∩C).

17. Знайдiть кiлькiсть тих пiдстановок iз групи S9, якi комутують iз
пiдстановкою π: a) π = (123)(456)(789); b) π = (1234)(5678).

Домашнє завдання

18. Чи буде пiдгрупою групи SN усiх взаємно однозначних перетворень
множини N множина всiх тих перетворень σ, для яких σ(k) ≥ k для
всiх k ∈ N?
19. Знайдiть усi пiдгрупи групи D4.

20. Доведiть, що ортогональнi матрицi з групи GLn(Z) утворюють скiн-
ченну пiдгрупу i знайдiть порядок цiєї пiдгрупи.

21. Доведiть, що в довiльнiй групi: a) перетин довiльного набору пiд-
груп є пiдгрупою; b) якщо пiдгрупа G мiститься в об’єднаннi двох пiд-
груп A та B, то або C ⊆ A, або C ⊆ B.

22. Доведiть, що скiнченна пiднапiвгрупа довiльної групи є пiдгрупою.
Чи вiрне це твердження, якщо пiднапiвгрупа нескiнченна?

23. Знайдiть усi елементи групи SL2(R), що комутують з даним еле-
ментом g =

(
a 0
0 b

) ∈ SL2(R) (централiзатор елемента g).

24. Знайдiть у групi S4 пiдгрупу Gf тих пiдстановок, якi не змiнюють
полiном f , якщо: a) f = x1x2 + x3x4; b) f = x1x2x3x4.

Лiтература. [1, с. 25–27], [3, с. 105–106], [7, с. 244–245], [2, с. 278–280].
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Заняття 4. Системи твiрних та циклiчнi групи
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Доведiть, що кожна з наведених множин є системою твiр-
них групи An: a) множина всiх циклiв довжиною 3 (n ≥ 3); b) {(123),
(124), (125), . . . , (12n)} (n ≥ 5).

Розв’язання. a) Оскiльки кожну парну пiдстановку можна розкласти в
добуток парної кiлькостi транспозицiй, то досить показати, що добуток
двох транспозицiй (ab)(cd) можна записати у виглядi добутку циклiв
довжиною 3. Якщо a, b, c, d – попарно рiзнi, то (ab)(cd) = (abc)(adc);
якщо ж транспозицiї (ab) та (cd) мають спiльну точку (не обмежуючи
загальностi, можна вважати, що a = c), то (ab)(ad) = (abd).

b) Згiдно з п. a) множина всiх циклiв довжиною 3 є системою твiрних
групи An. Тому покажемо, що довiльний цикл довжиною 3 розкладає-
ться в добуток циклiв iз множини {(123), (124), (125), . . . , (12n)}. Нехай
елементи i, j, k — попарно рiзнi й вiдмiннi вiд 1 та 2. Очевидно, що цикли
вигляду (12i) та (21i) розкладаються в добуток циклiв з даної множини.
Крiм того, (12i)(12j)(12j) = (2ij). Аналогiчно одержується розклад для
циклу (1ij). Нарештi, (12i)(12j)(12j)(12k)(12i)(12i) = (ijk).

Задача 2. Доведiть, що група Q∗ не має скiнченних систем твiрних.
Укажiть яку–небудь незвiдну систему твiрних цiєї групи.

Розв’язання. Яку б скiнченну систему {a1, . . . , ak} рацiональних чисел
ми не взяли, у нескоротних записах a1 = n1

m1
, . . . , ak = nk

mk
цих чисел буде

зустрiчатися лише скiнченна кiлькiсть p1, . . . , pr простих чисел. Оскiль-
ки простих чисел нескiнченно багато, то iснує вiдмiнне вiд p1, . . . , pr

просте число p. Очевидно, що p ∈ Q∗ i що записати p у виглядi добутку
чисел iз множини {a1, . . . , ak, a−1

1 , . . . , a−1
k } не можна.

Доведемо, що поповнена числом −1 множина простих чисел S =
{−1, 2, 3, 5, 7, 11, . . .} є незвiдною системою твiрних групи Q∗. Справдi,
з iснування розкладу натурального числа в добуток простих випливає,
що кожне число n

m ∈ Q∗ можна подати у виглядi

n

m
= (−1)εpk1

l1
. . . pkt

lt
p−h1

r1
. . . p−hj

rj
,

де (−1)εpk1
l1

. . . pkt

lt
i ph1

r1
. . . p

hj
rj — канонiчнi розклади чисельника n i зна-

менника m вiдповiдно. Отже, множина S є системою твiрних групи Q∗.
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Очевидно, що S�{−1} не є системою твiрних групи Q∗. Крiм того,
з єдностi розкладу натурального числа в добуток простих випливає, що
жодне просте число p не можна подати у виглядi добутку елементiв з
S�{p} або їх обернених, тобто що S�{p} також не є системою твiрних.
Це доводить незвiднiсть системи S.

Задача 3. Нехай a — твiрний елемент циклiчної групи Cn. Доведiть,
що ak буде твiрним елементом групи Cn тодi й лише тодi, коли числа
k i n — взаємно простi.

Розв’язання. Без обмеження загальностi можна вважати, що циклiчна
група Cn — це Cn. Тодi наше твердження безпосередньо випливатиме з
теореми про вигляд та кiлькiсть первiсних коренiв n–го степеня з 1.

Задача 4. Яким може бути порядок циклiчної групи, якщо твiрний
елемент у нiй можна вибрати рiвно: a) 6; b) 7; c) 8 способами?

Розв’язання. З попередньої задачi випливає, що кiлькiсть твiрних еле-
ментiв у циклiчнiй групi порядку n дорiвнює ϕ(n), де ϕ(n) – функцiя
Ойлера. Те, що твiрний елемент можна вибрати k способами, означає,
що ϕ(n) = k. Якщо n = pk1

1 . . . pkt
t – канонiчний розклад числа n у

добуток попарно рiзних простих чисел, то ϕ(n) = pk1−1
1 . . . pkt−1

t (p1 −
1) . . . (pt − 1).

a) ϕ(n) = 6 = 2 · 3. Тодi можливi такi випадки: 6 = 7 − 1 i n = 7,
6 = 3 · (3− 1) i n = 32, 6 = (2− 1)(7− 1) i n = 2 · 7, 6 = 3 · (2− 1) · (3− 1)
i n = 2 · 32. Отже, порядок циклiчної групи може бути або 7, або 9, або
14, або 18.

b) ϕ(n) = 7. З формули для ϕ(n) легко бачити, що жодне натуральне
n таку умову не задовольняє.

c) ϕ(n) = 8 = 2 · 4. Оскiльки 8 + 1 = 9 не є простим числом, то
простими дiльниками числа n можуть бути лише 2, 2+1 = 3 i 4+1 = 5.
Отже, n = 2k3l5m. Легко зрозумiти, що k ≤ 4, m ≤ 1, l ≤ 1. Далi
нескладним перебиранням переконуємося, що є лише такi можливостi
для n: 15, 16, 20, 24 або 30.

Задача 5. Скiльки рiзних циклiчних пiдгруп мiстить група D4?

Розв’язання. Поворот на 0◦ породжує циклiчну пiдгрупу {0◦} поряд-
ку 1. Кожна з осьових симетрiй i поворот на 180◦ породжують циклi-
чну пiдгрупу порядку 2, причому цi 5 пiдгруп будуть попарно рiзними.
Кожен з поворотiв на 90◦ i на 270◦ породжує одну i ту ж циклiчну
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пiдгрупу {0◦, 90◦, 180◦, 270◦} порядку 4. Iнших елементiв група D4 не
мiстить. Таким чином, D4 має 7 рiзних циклiчних пiдгруп.

Задача 6. Доведiть, що для кожного натурального числа k група Z
мiстить k–елементну незвiдну систему твiрних. Чи iснують у групi
Z нескiнченнi незвiднi системи твiрних?

Розв’язання. Нехай p1, . . . , pk – попарно рiзнi простi числа i для i ∈
{1, . . . , k} позначимо

ni =
p1 . . . pk

pi
.

Покажемо, що множина S = {n1, . . . , nk} є незвiдною системою твiр-
них групи Z. Легко бачити, що НСД(n1, . . . , nk) = 1. Тодi з алгори-
тму Евклiда випливає, що число 1 можна зобразити у виглядi 1 =
l1 · n1 + . . . + lk · nk, де l1, . . . , lk – цiлi числа, тобто 1 виражається
через елементи системи S та протилежнi їм. Однак Z = 〈1〉. Тому S є
системою твiрних. Якщо з цiєї системи викинути елемент ni, то числа,
що залишаться, будуть дiлитися на pi. Однак тодi кожне число вигляду
m1n1 + · · ·+ mi−1ni−1 + mi+1ni+1 + · · ·+ mknk також буде дiлитися на
pi, а тому число 1 через систему {n1, . . . , ni−1, ni+1, . . . , nk} не виража-
тиметься.

Нескiнченних незвiдних систем твiрних для групи Z не iснує. Справ-
дi, нехай S — нескiнченна система твiрних групи Z. Оскiльки число 1
має через цю систему виражатись, то iснують такi a1, . . . , ak ∈ S i цiлi
числа l1, . . . , lk, що 1 = l1a1 + · · · + lkak. Однак тодi системою твiрних
групи Z буде i скiнченна множина {a1, . . . , ak} ⊂ S.

Основнi задачi

7. Якi з множин є системами твiрних групи Sn: a) множина всiх транс-
позицiй; b) множина всiх циклiв довжиною 3 (n ≥ 3); c) множина всiх
циклiв довжиною 4 (n ≥ 4)?

8. Доведiть, що множина всiх осьових симетрiй площини є системою
твiрних групи всiх рухiв площини.

9. Доведiть, що група Q не має скiнченних систем твiрних.

10. Укажiть серед даних груп циклiчнi: a) Z∗10; b) Z∗11; c) Z∗12; d) Z∗14.

11. Скiлькома способами можна вибрати твiрний елемент у циклiчнiй
групi порядку: a) 6120; b) 8700; c) 2820?
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12. Скiльки рiзних пiдгруп має циклiчна група порядку: a) 6120;
b) 8700; c) 2820?

13. Опишiть усi 2–елементнi незвiднi системи твiрних групи Z.

14. Скiлькома способами можна вибрати незвiдну 2–елементну систему
твiрних у циклiчнiй групi порядку: a) 15; b) 18; c) 25?

15. Опишiть ґратку пiдгруп груп: a) C4; b) C6; c) C12; d) C16.

16. Опишiть усi групи, якi мають найбiльшу власну пiдгрупу.

17. Опишiть усi групи, якi мають рiвно: a) 3; b) 4 пiдгрупи.

Додатковi задачi

18. Скiльки рiзних 2–елементних систем твiрних має група: a) S3;
b) D5; c) Q8?

19. a) Доведiть, що в групi S5 кожний неодиничний елемент можна
доповнити до 2–елементної системи твiрних. b) Доведiть, що жодна
2–елементна система твiрних групи S4 не мiстить пiдстановок вигляду
(ab)(cd).

20. Знайдiть необхiдну й достатню умову того, що повний цикл
(a1a2 . . . an) i транспозицiя (ij) породжують усю групу Sn.

21. Доведiть, що для кожного n > 2 у групi Sn iснує система твiрних
iз трьох iнволюцiй.

22.∗∗ Доведiть, що група Q не має незвiдних систем твiрних.

23. Скiльки рiзних 2–елементних систем твiрних має група A4?

24. Множина всiх пiдгруп групи G утворює ланцюг, якщо для довiль-
них двох її пiдгруп одна мiститься в iншiй. a) Доведiть, що пiдгрупи
циклiчної групи порядку pn, де p — просте число, утворюють ланцюг.
b) Знайдiть усi скiнченнi групи, у яких пiдгрупи утворюють ланцюг.
c) Знайдiть усi групи, у яких пiдгрупи утворюють ланцюг.

Домашнє завдання

25. Якi з множин є системами твiрних групи Sn:
a) {(12), (23), (34), . . . , (n− 1, n)}; b) {(12), (123 . . . n)}?
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26. Доведiть, що в групi Q кожна скiнченно–породжена пiдгрупа є ци-
клiчною.

27. Скiльки рiзних 2–елементних систем твiрних має група D4?

28. Доведiть, що в групi Cp∞ : a) кожна скiнченно–породжена пiдгрупа
є скiнченною циклiчною групою; b) кожна власна пiдгрупа є скiнченною
циклiчною групою.

29. Яким може бути порядок циклiчної групи, якщо твiрний елемент у
нiй можна вибрати рiвно: a) 10; b) 12 способами?

30. Опишiть ґратку пiдгруп груп: a) Cpq; b) Cpqr; c) Cp2q, де p, q, r —
рiзнi простi числа.

31. Скiльки рiзних циклiчних пiдгруп мiстить група S4?

32. Скiлькома способами можна вибрати незвiдну 2-елементну систему
твiрних у циклiчнiй групi порядку: a) 20; b) 27?

33. Зобразiть групу Q у виглядi об’єднання зростаючого ланцюга ци-
клiчних пiдгруп.

34. Доведiть, що довiльна скiнченна пiдгрупа H групи C∗– циклiчна.

Лiтература. [1, с. 28–31], [3, с. 107–109, 431], [4, с. 142–146], [7, с.
246–247, 254–255, 277], [2, с. 278–280], [6, с. 22–23].

Заняття 5. Порядок елемента
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Знайдiть порядки всiх елементiв групи Z∗11 i з’ясуйте, якi
з елементiв будуть її твiрними.

Розв’язання. Порядком елемента a є таке найменше натуральне число
k (якщо воно iснує), що ak = e, де e — нейтральний елемент групи.
Обчислимо послiдовнi степенi елемента 2̄: 2̄1 = 2̄, 2̄2 = 4̄, 2̄3 = 8̄, 2̄4 = 5̄,
2̄5 = 10, 2̄6 = 9̄, 2̄7 = 7̄, 2̄8 = 3̄, 2̄9 = 6̄, 2̄10 = 1̄. Звiдси випливає, що
елементи 2̄ = 2̄1, 8̄ = 2̄3, 7̄ = 2̄7 i 6̄ = 2̄9 мають порядок 10, елементи
4̄ = 2̄2, 5̄ = 2̄4, 9̄ = 2̄6 i 3̄ = 2̄8 — порядок 5, елемент 10 = 2̄5 — порядок
2 i елемент 1̄ — порядок 1.
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Задача 2. Знайдiть кiлькiсть елементiв кожного можливого поряд-
ку в групi A6.

Розв’язання. Можливими цикловими типами елементiв симетричної гру-
пи S6 є: (abcdef), (abcde)(f), (abcd)(ef), (abcd)(e)(f), (abc)(def),
(abc)(de)(f), (abc)(d)(e)(f), (ab)(cd)(ef), (ab)(cd)(e)(f), (ab)(c)(d)(e)(f),
(a)(b)(c)(d)(e)(f). Оскiльки пiдстановка є парною тодi й лише тодi, коли
вона мiстить парну кiлькiсть циклiв парної довжини, то парним пiдста-
новкам (тобто елементам з A6) вiдповiдають типи (abcde)(f), (abcd)(ef),
(abc)(def), (abc)(d)(e)(f), (ab)(cd)(e)(f) i (a)(b)(c)(d)(e)(f). Крiм того,
порядок пiдстановки є найменшим спiльним кратним довжин її незале-
жних циклiв. Тому пiдстановки циклового типу (abcde)(f) мають поря-
док 5 i їх буде 6 · 5 · 4 · 3 · 2/

5 = 144. Аналогiчно 6 · 5 · 4 · 3 · 2/
(4 · 2) = 90

пiдстановок циклового типу (abcd)(ef) мають порядок НСК(4, 2) = 4;
6 · 5 · 4 · 3 · 2/

(3 · 3 · 2!) = 40 пiдстановок циклового типу (abc)(def) мають
порядок НСК(3, 3) = 3; 6 · 5 · 4/

3 = 40 пiдстановок циклового типу
(abc)(d)(e)(f) мають порядок 3; 6 · 5 · 4 · 3/

(2 · 2 · 2!) = 45 пiдстановок
циклового типу (ab)(cd)(e)(f) мають порядок НСК(2, 2) = 2. Єдина пiд-
становка циклового типу (a)(b)(c)(d)(e)(f) — тотожна — має порядок
1. Таким чином, A6 мiстить 1 елемент порядку 1; 45 елементiв порядку
2; 80 елементiв порядку 3; 90 елементiв порядку 4 i 144 елементи
порядку 5.

Задача 3. Доведiть, що коли кожний елемент групи G задоволь-
няє рiвнiсть x2 = e, то: a) група G — комутативна; b) якщо G —
скiнченна, то її порядок дорiвнює 2n для деякого натурального числа n.

Розв’язання. a) Оскiльки для a, b ∈ G (ab)2 = abab = e, i a = a−1, b =
b−1, то домноживши перше спiввiдношення справа на b−1a−1, одержимо
ab = ba.

b) Оскiльки група G — скiнченна, то можна вибрати незвiдну систе-
му твiрних a1, . . . , an ∈ G. З комутативностi G i того, що всi елементи
мають порядок 2, випливає, що довiльний елемент групи G можна запи-
сати у виглядi a = aα1

1 · · · aαn
n , де α1, . . . , αn ∈ {0, 1}. Покажемо тепер, що

кожен елемент iз G записується у такому виглядi однозначно. Справдi,
нехай

aα1
1 · · · aαk−1

k−1 aαk

k · · · aαn
n = aβ1

1 · · · aβk−1
k−1 aβk

k · · · aβn
n , (2)

де α1 = β1, . . . , αk−1 = βk−1, а αk 6= βk. Можна вважати, що αk = 1, βk =
0. Тодi з (2) одержуємо: ak = a

βk+1
k+1 · · · aβn

n a
−αk+1
k+1 · · · a−αn

n , що суперечить

24



незвiдностi системи a1, . . . , an. З того, що кiлькiсть записiв aα1
1 · · · aαn

n ,
де α1, . . . , αn ∈ {0, 1}, дорiвнює 2n, випливає, що |G| = 2n.

Задача 4. Знайдiть усi розв’язки рiвняння x6 = e i всi елементи по-
рядку 6 в циклiчнiй групi C120 = 〈a〉.
Розв’язання. Елемент ak буде розв’язком рiвняння x6 = e тодi й лише
тодi, коли 6k дiлиться на 120, тобто коли k дiлиться на 20. Отже, маємо 6
розв’язкiв a20, a40, a60, a80, a100 i a120 = e, серед яких шукаємо елементи
порядку 6. Ними будуть a20 i a100.

Задача 5.∗ Нехай G — скiнченна група, n — найменше спiльне кратне
порядкiв елементiв групи G, а число k взаємно просте з n. Доведiть,
що з рiвностi xk = yk випливає рiвнiсть x = y.

Розв’язання. Досить довести, що вiдображення x 7→ xk групи G у себе є
сюр’єктивним. Нехай елемент a ∈ G — довiльний. Iз взаємної простоти
n i k випливає iснування таких цiлих чисел m i l, що 1 = mn + lk.
Однак тодi з того, що n дiлиться на порядок елемента a, випливає, що
a = amn+lk = (an)m · (al)k = (al)k.

Основнi задачi

6. Який порядок має елемент ak, якщо a має порядок n?

7. Знайдiть порядки всiх елементiв даної групи i з’ясуйте, якi з елемен-
тiв будуть її твiрними: a) група поворотiв правильного 12–кутника;
b) Z16; c) Z∗13.

8. Знайдiть порядки таких елементiв групи GL2(C):

a)
(

0 1
−1 0

)
; b)

(
0 −1
i 0

)
; c)

(
1 1
1 2

)
; d)

(
1 −1
1 0

)
.

9. Чи завжди 4 елементи a + bi, a − bi, −a + bi та −a − bi групи C∗
мають однаковий порядок?

10. Скiльки елементiв порядку k мiстить циклiчна група Cn?

11. Знайдiть кiлькiсть елементiв кожного можливого порядку в групах:
a) D4; b) Q8; c) S4.

12. Який порядок можуть мати елементи групи S6?
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13. Чи може добуток двох елементiв: a) скiнченного порядку мати не-
скiнченний порядок; b) порядку 2 мати нескiнченний порядок; c) не-
скiнченного порядку мати скiнченний порядок?

14. Доведiть, що кожна група G парного порядку мiстить елемент по-
рядку 2.

15. Чи правильно, що в довiльнiй групi елементи: a) ab i ba; b)abc i bca;
c) abc i cba; d) bab−1 i b−1ab завжди мають однаковий порядок?

16. Знайдiть усi розв’язки рiвняння xk = e i всi елементи порядку k у
циклiчнiй групi C120 = 〈a〉, якщо: a) k = 5; b) k = 8.

17. Доведiть, що пiдстановка непарного порядку завжди є парною.

Додатковi задачi

18. Чи правда, що найменше спiльне кратне порядкiв елементiв a i b
завжди дiлиться на порядок елемента ab?

19. Нехай елемент a має порядок n, b — порядок m i ab = ba. a) До-
ведiть, що коли числа m i n — взаємно простi, то порядок елемента
ab дорiвнює mn, i що порядок елемента ab завжди є дiльником числа
НСК(m,n). b) Наведiть приклад, коли порядок елемента ab не дорiвнює
НСК(m,n). c)∗ Доведiть, що iснують такi показники k i l, що порядок
елемента akbl дорiвнює НСК(m,n).

20. Доведiть, що коли n = pk, де p — просте число, то елементами
порядку n у групi Sn будуть лише цикли довжиною n. Чи залишиться
твердження правильним для чисел n iншого вигляду?

21.∗ Знайдiть усi елементи скiнченного порядку в групi T2(R) верхнiх
трикутних матриць порядку 2.

22.∗ Нехай G — скiнченна група, n — найменше спiльне кратне порядкiв
елементiв групи G, а число k взаємно просте з n . Доведiть, що для
довiльного a ∈ G рiвняння xk = a має єдиний розв’язок.

Домашнє завдання

23. Знайдiть порядок елемента групи:

a)
(

0 i
1 0

)
∈ GL2(C) ; b)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 5 7 1 8 4 3 6

)
∈ S8 .
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24.∗∗ Доведiть, що елемент 3
5 + 4

5 i групи C∗ має нескiнченний порядок.

25. Знайдiть кiлькiсть елементiв кожного можливого порядку в групах:
a) D6; b) A5.

26. Знайдiть максимальний порядок елемента в кожнiй iз груп An, Sn

для 8 ≤ n ≤ 12.

27. Знайдiть кiлькiсть елементiв порядку pm у циклiчнiй групi порядку
pn, якщо число p — просте i 0 < m ≤ n.

28. Доведiть, що в комутативнiй групi множина всiх елементiв скiн-
ченного порядку утворює пiдгрупу. Чи залишиться це твердження пра-
вильним для некомутативних груп?

29. Доведiть, що коли в комутативнiй групi G є елементи нескiнченного
порядку й пiдгрупа H мiстить усi такi елементи, то G = H.

Лiтература. [1, с. 30–31], [3, с. 107], [2, с. 278–280].

Заняття 6. Iзоморфiзм груп та теорема Келi
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Доведiть, що коли групи (G, ◦) i (H, ∗) iзоморфнi, то рiв-
няння x ◦ x = eG i y ∗ y = eH мають однакову кiлькiсть розв’язкiв у
групах G i H вiдповiдно.

Розв’язання. Нехай ϕ : G → H — iзоморфiзм. Тодi кожному розв’язку
x першого рiвняння вiдповiдає розв’язок y = ϕ(x) другого, i навпаки,
кожному розв’язку y другого рiвняння вiдповiдає розв’язок x = ϕ−1(y)
першого. Отже, ϕ встановлює бiєкцiю мiж множинами розв’язкiв цих
рiвнянь.

Задача 2. Доведiть, що група (R+, ·) i група G = {x ∈ R|x > 1} з дiєю
x ∗ y = xy − x− y + 2 — iзоморфнi.

Розв’язання. Розглянемо вiдображення ϕ : R+ → G, x 7→ x + 1. Воно
бiєктивне i зберiгає дiю: ϕ(x) ∗ ϕ(y) = (x + 1) ∗ (y + 1) = (x + 1)(y + 1)−
(x + 1)− (y + 1) + 2 = xy + 1 = ϕ(xy) . Тому ϕ є iзоморфiзмом.

Задача 3. З’ясуйте, чи будуть iзоморфними групи S3 i GL2(Z2)?
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Розв’язання. Якщо позначити елементи групи S3 як a1 = e, a2 = (12),
a3 = (13), a4 = (23), a5 = (123), a6 = (132), а елементи групи GL2(Z2)
як b1 =

(
1 0
0 1

)
, b2 =

(
1 1
0 1

)
, b3 =

(
1 0
1 1

)
, b4 =

(
0 1
1 0

)
, b5 =

(
0 1
1 1

)
, b6 =

(
1 1
1 0

)
,

то таблицi Келi матимуть вигляд

a1 a2 a3 a4 a5 a6

a1 a1 a2 a3 a4 a5 a6

a2 a2 a1 a5 a6 a3 a4

a3 a3 a6 a1 a5 a4 a2

a4 a4 a5 a6 a1 a2 a3

a5 a5 a4 a2 a3 a6 a1

a6 a6 a3 a4 a2 a1 a5

i

b1 b2 b3 b4 b5 b6

b1 b1 b2 b3 b4 b5 b6

b2 b2 b1 b5 b6 b3 b4

b3 b3 b6 b1 b5 b4 b2

b4 b4 b5 b6 b1 b2 b3

b5 b5 b4 b2 b3 b6 b1

b6 b6 b3 b4 b2 b1 b5

вiдповiдно. Звiдси видно, що вiдображення ai 7→ bi, i = 1, . . . , 6, є
iзоморфiзмом.

Задача 4. Доведiть, що групи не iзоморфнi: a) D6 i A4;
b) (R,+) i (R \ {0}, ·).
Розв’язання. a) В iзоморфних групах кiлькiсть елементiв даного по-
рядку однакова. Однак D6 має сiм елементiв порядку 2: шiсть осьових
симетрiй i поворот на 180◦, а A4 — лише три: (12)(34), (13)(24) i (14)(23).

b) У першiй групi всi вiдмiннi вiд нейтрального елементи мають не-
скiнченний порядок, а в другiй є елемент порядку 2 — число −1.

Задача 5. Розбийте групи C6, C6, D3, S3, Z6, Z∗7 i Z∗9 на класи попарно
iзоморфних.

Розв’язання. Усi цi групи мають порядок 6, крiм того, групи C6, C6, Z6,
Z∗7, Z∗9 — абелевi, а D3 i S3 — нi. Групи C6, C6 i Z6 — циклiчнi. Пiдрахову-
ючи порядки елементiв груп Z∗7 i Z∗9, знаходимо, що Z∗7 = 〈3〉 i Z∗9 = 〈2〉,
тобто цi групи теж циклiчнi. Однак циклiчнi групи однакових порядкiв
iзоморфнi. Далi, якщо занумерувати вершини правильного трикутника
числами 1, 2, 3, то кожному руховi з D3 природно зiставляється пiдста-
новка iз S3. Оскiльки композицiї рухiв при цьому вiдповiдає добуток
пiдстановок, то це вiдображення з D3 у S3 є iзоморфiзмом. Таким чи-
ном, C6 ' C6 ' Z6 ' Z∗7 ' Z∗9 i D3 ' S3.

Задача 6. Побудуйте зображення Келi групи GL2(Z2).
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Розв’язання. Занумеруємо елементи групи GL2(Z2) так, як при розв’я-
заннi зад. 6.3. Зi стовпчикiв побудованої там таблицi Келi цiєї гру-
пи одразу знаходимо пiдстановки, що вiдповiдають елементам групи
при зображеннi Келi (нижнiй рядок пiдстановки утворюється iндекса-
ми елементiв вiдповiдного стовпчика):

(
1 0
0 1

)
= b1 7→

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
,
(

1 1
0 1

)
=

b2 7→
(

1 2 3 4 5 6
2 1 6 5 4 3

)
,

(
1 0
1 1

)
= b3 7→

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 6 2 4

)
,

(
0 1
1 0

)
= b4 7→

(
1 2 3 4 5 6
4 6 5 1 3 2

)
,(

0 1
1 1

)
= b5 7→

(
1 2 3 4 5 6
5 3 4 2 6 1

)
,
(

1 1
1 0

)
= b6 7→

(
1 2 3 4 5 6
6 4 2 3 1 5

)
.

Основнi задачi
7. Доведiть, що якщо групи (G, ◦) i (H, ∗) iзоморфнi, то рiвняння x ◦
x = g має розв’язки в G для довiльного g ∈ G тодi й лише тодi, коли
рiвняння y ∗ y = h має розв’язки в H для довiльного h ∈ H.

8. Чи можуть двi рiзнi пiдгрупи циклiчної групи бути iзоморфними?

9. Доведiть, що група R∗ i група G = Rr {−1} з дiєю x ∗ y = x+ y +xy
є iзоморфними.

10. Доведiть, що групи (Q,+) i (Q+, ·) не iзоморфнi.

11. Доведiть, що: a) група поворотiв правильного тетраедра i група A4

iзоморфнi; b) групи симетрiй правильного тетраедра, поворотiв куба
i поворотiв правильного октаедра iзоморфнi; c) групи симетрiй куба i
правильного октаедра iзоморфнi; d) група поворотiв куба i група S4 iзо-
морфнi; e) групи поворотiв правильних додекаедра та iкосаедра iзомор-
фнi; f) групи симетрiй правильних додекаедра та iкосаедра iзоморфнi.

12. Наведiть приклад геометричного тiла, група рухiв якого iзоморфна:
a) Z2; b) S3; c) K4; d) D4.

13. З’ясуйте, чи будуть iзоморфними: a) група S3 i група лiнiйних пе-
ретворень x 7→ ax + b, a 6= 0̄, поля Z3; b) група S4 i група D12?

14. Доведiть, що групи не iзоморфнi: a) (Z, +) i (Q, +); b) (Q,+) i
(Q \ {0}, ·).
15. З’ясуйте, чи є серед груп S3, A4, D6, S4, D12, A5, D30, S5, D60,
SL2(Z2), GL2(Z3), SL3(Z2) iзоморфнi.

16.∗ Розбийте данi групи на класи попарно iзоморфних: a) Z; b) 7Z; c) R;
d) Q; e) C; f) Q∗; g) R∗; h) C∗; i) (R+, ·); j) UT2(Z); k) UT2(Q); l) UT2(R);
m) UT2(C); n) група матриць {( x y

−y x

)|x, y ∈ R} вiдносно додавання;
o) група матриць {( x y

−y x

)|x, y ∈ R, x2 + y2 6= 0} вiдносно множення;
p)({2x|x ∈ Z}, ·) ; q) ({2x|x ∈ Q}, ·); r) ({2x|x ∈ R}, ·).
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17. Побудуйте зображення Келi для груп a) C4; b) S3.

18. Скiльки є рiзних iзоморфiзмiв: a) мiж групами Z i UT2(Z); b) мiж
групами (Z4,+) i (Z∗5, ·); c) мiж групами (Z6, +) i (Z∗7, ·)?
Додатковi задачi
19. Нехай a — фiксований елемент групи (G, ·). Визначимо на G дiї
x ∗ y = yx i x ◦ y = xay. Доведiть, що (G, ∗) i (G, ◦) — групи, причому
iзоморфнi початковiй групi (G, ·).
20.∗∗ Доведiть, що група поворотiв правильного додекаедра i група A5

iзоморфнi.

21.∗∗ Доведiть, що групи S4 i SL2(Z3) не iзоморфнi.

22.∗ Доведiть, що кожна скiнченна група iзоморфна певнiй пiдгрупi
деякої 2-породженої скiнченної групи.

23.∗ Для кожного n > 2 наведiть приклад геометричного тiла, група
рухiв якого iзоморфна Zn.

24. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi групи, у кожнiй з яких усi
неодиничнi пiдгрупи iзоморфнi.

Домашнє завдання
25. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi групи порядку 4. Побудуйте
їх таблицi Келi. Зобразiть цi групи як групи пiдстановок.

26. Побудуйте зображення Келi: a) групи Q8; b) групи рухiв прямоку-
тника.

27. Доведiть, що група D4 i група G = Z2×Z2×Z2 з дiєю (x1, x2, x3) ∗
(y1, y2, y3) = (x1 + y1 + x2y3, x2 + y2, x3 + y3) — iзоморфнi.

28. З’ясуйте, чи iзоморфнi група (Z, ∗), де m∗n = m+n+2007, i група
(Z, ◦), де m ◦ n = m + (−1)mn.

29. Наведiть приклад плоскої геометричної фiгури, група рухiв якої
iзоморфна: a) Z2; b) Z3; c) Z4; d) K4.

30. Розбийте данi групи на класи попарно iзоморфних: a) C4; b) C4;
c) K4; d) Z4; e) група симетрiй прямокутника; f) група симетрiй ромба;
g) група пiдстановок {e, (12), (34), (12)(34)}; h) група пiдстановок
{e, (1234), (13)(24), (1432)}; i) Z∗5; j) Z∗8; k) Z∗10; l) Z∗12; m) група поворотiв
квадрата.
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31. Розбийте данi групи на класи попарно iзоморфних: a) R; b) R∗;
c) (R+, ·); d) множина R з дiєю x ∗ y = 3

√
x3 + y3; e) множина R з дiєю

x ∗ y = 5
√

x5 + y5; f) множина R з дiєю x ∗ y = x + y + π
√

12345;
g) множина Rr {0} з дiєю x ∗ y = xy/

√
13.

Лiтература. [1, с. 32–36], [3, с. 112–117], [4, с. 156–160], [2, с. 284–287],
[5, с. 143–147].

Заняття 7. Нормальнi пiдгрупи. Теорема
Лагранжа
Приклади розв’язання типових задач
Задача 1. Доведiть, що в групi D6 для кожного дiльника k порядку
групи iснує пiдгрупа порядку k.

Розв’язання. |D6| = 12, тому дiльниками є числа 1,2,3,4,6 i 12. Порядки
1, 2, 3 i 6 мають вiдповiдно пiдгрупи E = {0◦}, {0◦, 180◦}, {0◦, 120◦, 240◦}
i {0◦, 60◦, 120◦, 180◦, 240◦, 300◦}. Порядок 12 має сама група D6. Наре-
штi, порядок 4 має пiдгрупа {0◦, 180◦, s1, s2}, де s1 i s2 — будь–якi двi
осьовi симетрiї з D6 iз взаємно перпендикулярними осями.

Задача 2. З’ясуйте, чи буде нормальною в групi G усiх лiнiйних пере-
творень x 7→ ax+b, a 6= 0, поля P : a) пiдгрупа H1 усiх зсувiв x 7→ x+b;
b) пiдгрупа H2 усiх гомотетiй x 7→ ax, a 6= 0.

Розв’язання. Нейтральним елементом групи G є перетворення ε : x 7→
x. Для перетворень ϕ : x 7→ ax + b i ψ : x 7→ cx + d маємо: (ϕ · ψ) : x 7→
c(ax + b) + d = cax + (cb + d). Тому ψ = ϕ−1 тодi й тiльки тодi, коли
ca = 1 i cb + d = 0, тобто коли c = a−1 i d = −a−1b.

a) Розглянемо довiльнi ϕ : x 7→ ax + b з G i ψ : x 7→ x + d з H1.
Оскiльки елемент (ϕ−1 · ψ · ϕ) : x 7→ a

(
(a−1x − a−1b) + d

)
+ b = x + ad

також є зсувом, то пiдгрупа H1 є нормальною.
b) Розглянемо довiльнi ϕ : x 7→ ax + b з G i ψ : x 7→ cx з H2. Якщо

c 6= 1, то елемент (ϕ−1 ·ψ ·ϕ) : x 7→ a
(
c(a−1x−a−1b)

)
+b = cx+(b−cb) не є

гомотетiєю. Отже, якщо поле P має бiльше нiж 2 елементи (щоб можна
було вибрати елемент c 6= 0, 1), то пiдгрупа H2 не є нормальною.

Задача 3. Опишiть усi нормальнi пiдгрупи групи S3 i доведiть, що
в цiй групi властивiсть “бути нормальною пiдгрупою” є транзитив-
ною.
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Розв’язання. Оскiльки |S3| = 6, то за наслiдком з теореми Лагранжа
порядок пiдгрупи може дорiвнювати 1, 2, 3 або 6. Числа 2 i 3 є простими,
тому кожна власна неодинична пiдгрупа групи S3 є циклiчною. Група
S3 мiстить три елементи (12), (23), (13) порядку 2 i два елементи (123),
(132) порядку 3. Тому група S3 має рiвно шiсть рiзних пiдгруп: E = {ε},
H1 = {ε, (12)}, H2 = {ε, (23)}, H3 = {ε, (13)}, A3 = {ε, (123), (132)} i
S3. Пiдгрупи E i S3 є нормальними. Пiдгрупа A3 має iндекс 2, а тому
теж є нормальною. Лiвий клас сумiжностi (123) ·H1 = {(123), (23)} не
збiгається з правим класом H1 · (123) = {(123), (13)}, тому пiдгрупа
H1 нормальною не є. Аналогiчно перевiряється, що H2 i H3 також не
є нормальними. Таким чином, нормальними пiдгрупами групи S3 є E,
A3 i S3.

Припустимо тепер, що в групi S3 властивiсть “бути нормальною пiд-
групою” не є транзитивною. Тодi в S3 iснують три такi пiдгрупи A,B,C,
що A ¢ B, B ¢ C, але A 6 C. Якщо A = B, то маємо одночасно A ¢ C i
A 6 C, що неможливо. Отже, A 6= B. Аналогiчно доводиться, що B 6= C.
Тому ланцюг A ⊂ B ⊂ C є строго зростаючим i A = E, C = S3. Але це
суперечить припущенню, що A 6 C, бо E ¢ S3. Таким чином, припу-
щення про нетранзитивнiсть властивостi “бути нормальною пiдгрупою”
приводить до протирiччя, тому є хибним.

Задача 4. Доведiть, що кожна група G порядку 6 або є циклiчною,
або iзоморфна групi S3.

Розв’язання. Припустимо, що група G — не циклiчна. За наслiдком з
теореми Лагранжа порядки її елементiв можуть дорiвнювати лише 2
або 3. Iз зад. 5.3 b) випливає, що G не може мiстити лише елементи
порядку 2. Припустимо тепер, що G мiстить лише елементи порядку 3.
Нехай a i b — такi два елементи порядку 3 iз G, що жоден з них не є
степенем iншого. Тодi легко перевiряється, що 7 елементiв: e, a, a2, b,
b2, ab, ab2 є попарно рiзними (для перших 5 елементiв це очевидно, а
припущення, що ab або ab2 збiгається з якимось з попереднiх елементiв,
одразу приводить до рiвностi двох елементiв з першої п’ятiрки). Однак
група G має лише 6 рiзних елементiв. Тому вона має мiстити якийсь
елемент a порядку 3 i якийсь елемент b порядку 2. Аналогiчно попе-
редньому перевiряємо, що елементи e, a, a2, b, ba, ba2 є попарно рiзними.
Отже, G = {e, a, a2, b, ba, ba2}. Спробуємо побудувати таблицю Келi для
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G. Частина таблицi заповнюється одразу:

e a a2 b ba ba2

e e a a2 b ba ba2

a a a2 e ∗
a2 a2 e a
b b ba ba2 e a a2

ba ba ba2 b
ba2 ba2 b ba

Iз властивостей таблицi Келi випливає, що на мiсцi зiрочки може стояти
лише ba або ba2. У першому випадку елементи a i b переставнi, тому
(ba)2 = ba · ba = b2 · a2 = a2 6= e i (ba)3 = ba · ba · ba = b3 · a3 = b3 = b 6= e.
Отже |ba| 6= 2, 3, що суперечить вибору групи G. Таким чином, на мiсцi
зiрочки може стояти лише ba2, тобто ab = ba2. З урахуванням цього
спiввiдношення вiльнi мiсця в таблицi заповнюються вже однозначно:

e a a2 b ba ba2

e e a a2 b ba ba2

a a a2 e ba2 b ba
a2 a2 e a ba ba2 b
b b ba ba2 e a a2

ba ba ba2 b a2 e a
ba2 ba2 b ba a a2 e

Якщо тепер позначити ε = e, (12) = b, (13) = ba, (23) = ba2, (123) = a,
(132) = a2, то одержимо таблицю Келi для групи S3. Отже, групи G i
S3 — iзоморфнi.

Задача 5. a) З’ясуйте, якi порядки можуть мати пiдгрупи групи A4,
i знайдiть усi пiдгрупи кожного можливого порядку. b) З’ясуйте, якi
з цих пiдгруп є нормальними. c) Доведiть, що в групi A4 властивiсть
бути нормальною пiдгрупою не є транзитивною.

Розв’язання. a) |A4| = 12, тому за теоремою Лагранжа пiдгрупа може
мати порядок 1, 2, 3, 4, 6 або 12. Маємо по однiй пiдгрупi порядку 1 (це
лише одинична пiдгрупа E) i порядку 12 (це сама група A4). A4 мiстить
3 елементи: (12)(34), (13)(24), (14)(23) порядку 2 i 8 елементiв: (123),
(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) порядку 3. Пiдгрупи поряд-
кiв 2 i 3 можуть бути лише циклiчними. Тому маємо 3 пiдгрупи: H1 =
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{ε, (12)(34)}, H2 = {ε, (13)(24)}, H3 = {ε, (14)(23)} порядку 2 i 4 пiд-
групи: T1 = {ε, (123), (132)}, T2 = {ε, (124), (142)}, T3 = {ε, (134), (143)},
T4 = {ε, (234), (243)} порядку 3. Пiдгрупа порядку 4 може мiстити лише
елементи порядку 2 i 4. Тому єдиним кандидатом на таку пiдгрупу є пiд-
множина K4 = {ε, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Легко перевiряється, що
ця пiдмножина замкнена вiдносно множення, а тому справдi є пiдгру-
пою. Елементiв порядку 6 в A4 немає. Тому, якщо A4 мiстить пiдгрупу
H порядку 6, то iз зад. 7.4 випливає, що H ' S3. Оскiльки S3 мiстить 3
елементи порядку 2, то H ⊃ K4 = {ε, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Однак
K4 є пiдгрупою, а за теоремою Лагранжа група порядку 6 не може
мiстити пiдгрупу порядку 4. Отже, пiдгруп порядку 6 в A4 немає.

b) Пiдгрупи E i A4 є нормальними в A4. Лiвi й правi класи сумi-
жностi за пiдгрупою K4 збiгаються: ε · K4 = K4 = K4 · ε, (123) · K4 =
{(123), (243), (142), (134)} = K4 · (123), (132) · K4 = {(132), (143), (234),
(124)} = K4 ·(132), тому ця пiдгрупа — нормальна. Для пiдгрупи H1 ма-
ємо: (123) ·H1 = {(123), (243)} 6= {(123), (134)} = H1 · (123), тому вона не
є нормальною. Аналогiчно доводиться, що H2 i H3 також не є нормаль-
ними. Для пiдгрупи T1 маємо: (12)(34) · T1 = {(12)(34), (134), (234)} 6=
{(12)(34), (243), (143)} = T1 · (12)(34), тому вона теж не є нормальною.
Аналогiчно доводиться, що i T2, T3, T4 не є нормальними.

c) Пiдгрупа H1 мiститься в K4 i є в нiй нормальною як пiдгрупа
iндексу 2. У свою чергу, K4 є нормальною пiдгрупою групи A4. Однак
ми пересвiдчилися, що H1 не є нормальною в A4. Отже, у групi A4

властивiсть бути нормальною пiдгрупою не є транзитивною.

Задача 6. Доведiть, що будь–якi двi нормальнi пiдгрупи A i B групи
комутують (тобто AB = BA), а якщо ще й A ∩ B = E, то вони по–
елементно комутують (тобто ab = ba для довiльних a ∈ A, b ∈ B).

Розв’язання. Доведемо спочатку, що AB ⊆ BA. Справдi, для довiльно-
го елемента ab з AB маємо: ab = b · b−1ab. З нормальностi A випливає,
що b−1ab ∈ A. Однак тодi ab = b · b−1ab ∈ BA. Зворотне включення
BA ⊆ AB доводиться аналогiчно.

Нехай тепер a ∈ A, b ∈ B. Рiвнiсть ab = ba рiвносильна рiвностi
a−1b−1ab = e. Однак з нормальностi A i B випливає, що a−1b−1a ∈ B i
b−1ab ∈ A. Тому a−1b−1ab = a−1 · (b−1ab) = (a−1b−1a) · b ∈ A ∩B. Якщо
A ∩B = E, то a−1b−1ab = e, що й вимагалось довести.

Основнi задачi
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7. Опишiть класи сумiжностi групи G за пiдгрупою H, якщо: a) G = R,
H = Z; b) G = C, H = R; c) G = C∗, H = R∗; d) G = GLn(R),
H = SLn(R); e) G = C∗, H = R+; f) G = C∗, H = {z ∈ C : |z| = 1}.
8. Опишiть лiвi й правi класи сумiжностi: a) циклiчної групи 〈a〉 поряд-
ку 24 за пiдгрупою 〈a4〉; b) групи кватернiонiв Q8 за пiдгрупою {1,−1}.
9. Доведiть такi твердження: a) будь–якi двi пiдгрупи групи G взаємно
простих порядкiв перетинаються по одиничнiй пiдгрупi; b) якщо поря-
док групи G є добутком двох простих чисел, то будь-якi двi рiзнi власнi
пiдгрупи групи G перетинаються по одиничнiй пiдгрупi.

10. Доведiть, що в групi S4 для кожного дiльника k порядку групи
iснує пiдгрупа порядку k.

11. Наведiть приклад скiнченної групи, у якiй iндекси всiх власних
неодиничних пiдгруп: a) попарно рiзнi; b) однаковi.

12. Наведiть приклад нескiнченної групи, у якiй iндекси власних нео-
диничних пiдгруп: a) попарно рiзнi; b) однаковi.

13. Наведiть приклад таких групи G i пiдгрупи H, що: a) |H| = ∞,
|G : H| < ∞; b) 1 < |H| < ∞, |G : H| = ∞; c) |H| = ∞, |G : H| = ∞.

14. Чи буде нормальною пiдгрупою групи GLn(R) пiдгрупа: a) усiх не-
вироджених матриць з рацiональними коефiцiєнтами; b) усiх скалярних
матриць; c) усiх дiагональних матриць; d) усiх верхнiх трикутних ма-
триць; e) усiх матриць з додатними визначниками; f) усiх ортогональних
матриць?

15. a) Опишiть усi нормальнi пiдгрупи групи D4. b) Укажiть у групi
D4 такi три пiдгрупи A,B, C, що A ¢ B, B ¢ C, але A 6 C.

16. Доведiть, що добуток NH нормальної пiдгрупи N ¢ G на довiльну
пiдгрупу H ≤ G теж буде пiдгрупою групи G.

Додатковi задачi

17.∗ З’ясуйте, якi порядки можуть мати пiдгрупи групи A5.

18. Для кожного натурального числа n опишiть у групi C∗ усi пiдгрупи
порядку n.

19. Нехай p, q — простi числа i p < q. Доведiть, що кожна група порядку
pq мiстить пiдгрупу порядку p.
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20.∗∗ Використовуючи лише розклад на класи сумiжностi, доведiть, що
група Q не має власних пiдгруп скiнченного iндексу.

21.∗ Доведiть, що для довiльних пiдгруп A,B групи G виконується не-
рiвнiсть |A : A ∩B| ≤ |G : B|.
22.∗∗ Доведiть, що перетин скiнченної кiлькостi пiдгруп скiнченного
iндексу теж є пiдгрупою скiнченного iндексу.

23.∗ Нехай порядок |N | нормальної пiдгрупи N скiнченної групи G є
взаємно простим з її iндексом |G : N |. Доведiть, що: a) кожна пiдгрупа
H ≤ G, порядок |H| якої є дiльником числа |N |, мiститься в N ; b) N є
єдиною пiдгрупою в G порядку |N |.
24. Нехай M — така пiдмножина групи G, що для довiльних x, y, z ∈ M
елемент xy−1z також належить M . Доведiть, що M є класом сумiжностi
групи G за певною пiдгрупою.

25.∗∗ Нехай A i B — пiдгрупи скiнченних iндексiв групи G. Доведiть,
що група G розкладається в добуток G = AB своїх пiдгруп A i B тодi
й лише тодi, коли |A : A ∩B| = |G : B|.
Домашнє завдання

26. Опишiть лiвi й правi класи сумiжностi групи D4 за пiдгрупою H,
породженою: a) поворотом на 180◦ навколо центра квадрата; b) осьовою
симетрiєю, що проходить через протилежнi вершини квадрата; c) осьо-
вою симетрiєю, що проходить через середини двох протилежних сторiн
квадрата.

27. Доведiть, що в групi D12 для кожного дiльника k порядку групи
iснує пiдгрупа порядку k.

28. З’ясуйте, скiльки пiдгруп iндексу 2 має група: a) D5; b) D6.

29. Чи буде нормальною пiдгрупою групи GLn(C) пiдгрупа: a) GLn(R);
b) усiх матриць з дiйсними визначниками; c) усiх матриць, визначники
яких є коренями 13–го степеня з 1; d) усiх унiтарних матриць?

30. Опишiть усi нормальнi пiдгрупи групи D5.

31. Доведiть, що в групi Q8 кожна пiдгрупа є нормальною.

Лiтература. [1, с. 39–45], [3, с. 117–120, 423–424], [4, с. 164–168, 319],
[7, с. 245–246, 248–249], [2, с. 287–293], [6, с. 19–22, 50].
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Заняття 8. Гомоморфiзми й факторгрупи
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Опишiть усi гомоморфiзми ϕ : Z9 → Z12 i для кожного з
них укажiть ядро та образ.

Розв’язання. Зрозумiло, що гомоморфiзм циклiчної групи повнiстю ви-
значається образом її твiрного елемента. Нехай ϕ(1) = m. Тодi для до-
вiльного k ∈ Z9 має бути ϕ(k) = ϕ(k · 1) = k · ϕ(1) = k · m = km .
Оскiльки у групi Z9 9 · 1 = 9 = 0, то 9m = ϕ(9) = ϕ(0) = 0, звiдки
12|9m, тобто 4|m i m = 0, 4, 8. Таким чином, маємо 3 гомоморфiзми:
ϕ1 : k 7→ 0k = 0; ϕ2 : k 7→ 4k i ϕ3 : k 7→ 8k. Безпосередньо знахо-
димо, що Ker(ϕ1) = Z9, Im(ϕ1) = {0}, Ker(ϕ2) = Ker(ϕ3) = {0, 3, 6},
Im(ϕ2) = Im(ϕ3) = {0, 4, 8}.
Задача 2. Якi умови має задовольняти група G, щоб вiдображення
x 7→ x2 було ендоморфiзмом?

Розв’язання. Нехай ϕ : x 7→ x2 є ендоморфiзмом. З означення гомо-
морфiзму випливає, що для довiльних x i y ∈ G виконується: xyxy =
(xy)2 = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = x2y2 = xxyy . Звiдки, пiсля скорочення
злiва на x i справа на y, одержуємо yx = xy. Таким чином, група G —
абелева. З наших рiвностей також випливає, що для довiльної абелевої
групи G вiдображення ϕ справдi є ендоморфiзмом.

Задача 3. З’ясуйте, чи iснує епiморфiзм вигляду: a) S3 → C2;
b) S3 → C3.

Розв’язання. a) Нехай C2 = {e, a}. Визначимо вiдображення ϕ : S3 →
C2 правилом: ϕ(π) = e тодi й лише тодi, коли π — парна пiдстановка. З
властивостей парностi пiдстановки випливає, що ϕ — епiморфiзм.

b) Якби такий епiморфiзм iснував, то його ядро було б нормальною
пiдгрупою iндексу 3. Однак група S3 не мiстить нормальних пiдгруп
iндексу 3.

Задача 4. Доведiть, що K4 — нормальна пiдгрупа групи A4, опишiть
класи сумiжностi групи A4 за пiдгрупою K4 та побудуйте таблицю
Келi для факторгрупи A4

/
K4.

Розв’язання.Нормальнiсть пiдгрупи K4 доведено при розв’язаннi зад. 7.5.
Там само знайдено класи сумiжностi A4 за пiдгрупою K4: ε ·K4 = K4,
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(123) ·K4 = {(123), (243), (142), (134)}, (132) ·K4 = {(132), (143), (234),
(124)}. Таблицю Келi для факторгрупи A4

/
K4 знаходимо безпосереднiм

обчисленням:

ε ·K4 (123) ·K4 (132) ·K4

ε ·K4 ε ·K4 (123) ·K4 (132) ·K4

(123) ·K4 (123) ·K4 (132) ·K4 ε ·K4

(132) ·K4 (132) ·K4 ε ·K4 (123) ·K4

Задача 5. Доведiть, що фактор–група G/H групи G усiх лiнiйних
перетворень ϕa,b : x 7→ ax + b, a, b ∈ R, a 6= 0, дiйсної прямої за пiд-
групою H усiх зсувiв x 7→ x + b iзоморфна пiдгрупi A всiх гомотетiй
ha : x 7→ ax, a 6= 0.

Розв’язання. Нормальнiсть пiдгрупи H доведена при розв’язаннi зад.
7.2. Там же показано, що оберненим до перетворення ϕa,b є перетворен-
ня ϕ−1

a,b = ϕa−1,−a−1b. Два елементи ϕa,b i ϕc,d належать до одного класу
сумiжностi за пiдгрупою H тодi й лише тодi, коли ϕa,b ◦ ϕ−1

c,d ∈ H. Але

(ϕa,b ◦ ϕ−1
c,d)(x) = c−1(ax + b)− c−1d = c−1ax + (c−1b− c−1d) .

Тому елементи ϕa,b i ϕc,d належать до одного класу сумiжностi за пiд-
групою H тодi й лише тодi, коли c−1a = 1, тобто коли a = c. Звiдси
випливає, що клас сумiжностi ϕa,b ◦H групи G за пiдгрупою H мiстить
єдину гомотетiю ha = ϕa,0, яку можна взяти представником цього кла-
су. Отже, кожен елемент фактор–групи G/H однозначно записується у
виглядi ha◦H, i можна коректно визначити вiдображення µ : G/H → A,
ha◦H 7→ ha. Легко бачити, що це вiдображення є бiєктивним. Крiм того,

µ
(
(ha ◦H) ◦ (hc ◦H)

)
= µ

(
hc(ha ◦H)

)
= µ

(
(ha ◦ hc) ◦H

)
=

= ha ◦ hc = µ(ha ◦H) ◦ µ(hc ◦H) .

Отже, µ є iзоморфiзмом фактор–групи G/H та пiдгрупи A всiх гомоте-
тiй.

Задача 6. За допомогою основної теореми про гомоморфiзм доведiть,
що Q∗/H ' Z, де H — пiдгрупа тих рацiональних чисел, у яких чи-
сельник i знаменник непарнi.
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Розв’язання. Кожне цiле число однозначно записується у виглядi m·2n,
де число m — непарне, а n — невiд’ємне цiле. Тому кожне число з Q∗

можна однозначно записати у виглядi
m

n
· 2k, де m i n — непарнi, а

k — цiле. Розглянемо вiдображення ϕ : Q∗ → Z,
m

n
· 2k 7→ k. Воно є

сюр’єктивним. Крiм того, ϕ є гомоморфiзмом, тому що

ϕ
(m

n
2k · p

q
2r

)
= ϕ

(mp

nq
2k+r

)
= k + r = ϕ

(m

n
2k

)
+ ϕ

(p

q
2r

)
.

Тодi за основною теоремою про гомоморфiзм Q∗
/

Ker ϕ ' Z. Однак
Ker ϕ = {m

n 2k ∈ Q∗ : k = 0} = H. Тому Q∗/H ' Z.

Задача 7. Доведiть, що для кожної власної пiдгрупи H групи Cp∞

факторгрупа Cp∞/H iзоморфна самiй групi Cp∞ .

Розв’язання. Група Cp∞ є об’єднанням
⋃∞

n=0 Cpn строго зростаючого
ланцюга пiдгруп E = {1} ⊂ Cp1 ⊂ Cp2 ⊂ · · · ⊂ Cpn ⊂ · · · . Зауважимо,
що для довiльного n ∈ N кожний елемент iз Cpn r Cpn−1 є твiрним
елементом групи Cpn . Тому, коли пiдгрупа H ≤ Cp∞ має непорожнiй
перетин iз множиною An = Cpn rCpn−1 , то H мiстить Cpn , а тим самим
i всi Cpk для k < n.

Нехай H — довiльна пiдгрупа iз Cp∞ . Якщо множина BH = {n|H ∩
An 6= ∅} нескiнченна, то H мiстить усi пiдгрупи Cpn i збiгається з
Cp∞ . Тому для власної пiдгрупи H множина BH має бути скiнченною й
мiстити найбiльший елемент n. Однак тодi H = Cpn . Отже, пiдгрупами
Cpn вичерпуються всi власнi пiдгрупи групи Cp∞ .

Вiзьмемо тепер довiльну власну пiдгрупу H = Cpn i розглянемо вiд-
ображення ϕ : Cp∞ → Cp∞ , x 7→ xpn

. Оскiльки (xy)pn

= xpn

ypn

, то
ϕ є гомоморфiзмом. Крiм того, для кожного елемента a ∈ Cp∞ корiнь
pn–го степеня з a також належить Cp∞ , а тому вiдображення ϕ є сюр’-
єктивним. За основною теоремою про гомоморфiзм Cp∞

/
Ker ϕ ' Cp∞ .

Однак Ker ϕ = {x ∈ Cp∞ |xpn

= 1} = H. Тому Cp∞/H ' Cp∞ .

Основнi задачi

8. Чи буде гомоморфiзмом групи Z у себе вiдображення: a) n 7→ 3n;
b) n 7→ 5n + 1; c) n 7→ n2; d) n 7→ 1? Знайдiть усi гомоморфiзми групи Z
у себе. Якi з них будуть iзоморфiзмами?

9. Знайдiть ядро й образ гомоморфiзму: a) ϕ : R→ R∗, x 7→ ex;
b) ϕ : R→ C∗, x 7→ cosx + i sin x.
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10. Опишiть усi гомоморфiзми ϕ : Z6 → Z18 i для кожного з них ука-
жiть ядро та образ.

11. Нехай Cn — циклiчна група порядку n, k — фiксоване натуральне
число, d = НСД(n, k). Доведiть, що: a) вiдображення ϕk : x 7→ xk є
ендоморфiзмом групи Cn; b) Ker ϕk ' Cd; c) ϕk(Cn) ' Cn/d.

12. Якi умови має задовольняти група G, щоб вiдображення x 7→ x−1

було ендоморфiзмом?

13. Нехай ϕ : A → B — гомоморфiзм груп. Якi з iмплiкацiй правильнi:
a) C ≤ A ⇒ ϕ(C) ≤ B; b) C¢A ⇒ ϕ(C)¢B; c) D ≤ B ⇒ ϕ−1(D) ≤ A; d)
D ¢ B ⇒ ϕ−1(D) ¢ A (тут через ϕ−1(X) позначається повний прообраз
множини X)?

14. З’ясуйте, чи iснує епiморфiзм вигляду: a) D4 → C2; b) D4 → C4;
c) D4 → K4.

15. Доведiть, що H — нормальна пiдгрупа групи G, опишiть класи су-
мiжностi групи G за пiдгрупою H та побудуйте таблицю Келi фактор-
групи G/H, якщо: a) G = 3Z, H = 12Z; b) G = D4, H = {0◦, 180◦}.
16. Нехай H1¢G1, H2¢G2. Доведiть, що жоден з iзоморфiзмiв G1 ' G2,
H1 ' H2, G1/H1 ' G2/H2 не випливає з двох iнших.

17. Нехай H — нормальна пiдгрупа групи G i ϕ — епiморфiзм групи G
на факторгрупу G/H. Чи випливає звiдси, що Ker ϕ = H?

18. Нехай H — нормальна пiдгрупа групи G i ϕ — епiморфiзм групи G
на факторгрупу G/H, причому Ker ϕ = H. Чи випливає звiдси, що ϕ
— канонiчний епiморфiзм?

19. За допомогою основної теореми про гомоморфiзм доведiть, що:
a) T

/
Cn ' T ; b) C∗

/
Cn ' C∗; c) GLn(R)/SLn(R) ' R∗; d) Z[1/p]/Z '

Cp∞ , де Z[1/p] — пiдгрупа тих рацiональних чисел, знаменник яких не
дiлиться на жодне просте число, вiдмiнне вiд p.

Додатковi задачi

20. Яку умову має задовольняти множина з дiєю (M, ·), щоб для кожної
множини з дiєю (N, ·) iснував гомоморфiзм (N, ·) → (M, ·)?
21.∗ З’ясуйте, чи iснує епiморфiзм вигляду: a) Z→ Q; b) Q→ Q∗;
c) Q→ Q+; d) Q∗ → Q.
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22. Доведiть, що iснує нескiнченно багато епiморфiзмiв групи Q∗ на
групу Z.

23.∗∗ Якi циклiчнi групи можуть бути гомоморфними образами групи
C∞ усiх комплексних коренiв довiльних натуральних степенiв з 1?

24.∗ Доведiть, що: a) факторгрупа Q/Z — перiодична; b) для кожного
натурального числа n факторгрупа Q/Z мiстить єдину пiдгрупу поряд-
ку n; c) усi скiнченнi пiдгрупи факторгрупи Q/Z — циклiчнi.

25. Доведiть, що кожна пiдгрупа iндексу 2 групи G мiстить множину
{x2|x ∈ G}.
26. Доведiть, що факторгрупа групи G усiх рухiв площини за нормаль-
ною пiдгрупою всiх паралельних переносiв iзоморфна групi H тих рухiв
площини, якi лишають нерухомою фiксовану точку.

27.∗ Доведiть, що група C∗ не має власних пiдгруп скiнченного iндексу.

28.∗ Опишiть усi власнi пiдгрупи скiнченного iндексу в групi R∗.

29. a) Доведiть, що коли H — нормальна пiдгрупа групи G, то кожний
елемент g ∈ G, порядок якого взаємно простий з iндексом пiдгрупи H,
належить цiй пiдгрупi.
b) Чи можна в попередньому пунктi опустити слово “нормальна” ?

Домашнє завдання

30. Чи буде гомоморфiзмом групи C∗ у себе вiдображення: a) z 7→ z/|z|;
b) z 7→ z/z; c) z 7→ |z|?
31. Доведiть, що перетворення ϕ групи C∗ є ендоморфiзмом, i знайдiть
його ядро та образ: a) ϕ(z) = zn, n ∈ N; b) ϕ(z) = cos(arg z)+ i sin(arg z);
c) ϕ(z) = z/|z|; d) ϕ(z) = z−1z; e) ϕ(z) = |z|.
32. Опишiть усi гомоморфiзми ϕ : Z18 → Z12 i для кожного з них
укажiть ядро та образ.

33. З’ясуйте, чи iснує епiморфiзм вигляду: a) Q8 → C2; b) Q8 → C4;
c) Q8 → K4.

34. Доведiть, що H — нормальна пiдгрупа групи G, опишiть класи
сумiжностi групи G за пiдгрупою H та побудуйте таблицю Келi для
факторгрупи G/H, якщо: a) G = Q8, H = {1,−1}; b) G = C16, H = C4.
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35. Опишiть факторгрупу групи C∗ за пiдгрупою T = {z ∈ C∗ : |z| = 1}.
36.∗ Доведiть, що не iснує епiморфiзму ϕ : Q→ Z.

37. За допомогою основної теореми про гомоморфiзм доведiть, що:
a) R

/
Z ' T ; b) C∗

/
R∗ ' T ; c) C∗

/
T ' R+.

Лiтература. [1, с. 36–38, 45–53], [3, с. 424–430], [4, с. 160–162, 312–
316], [7, с. 249–254], [2, с. 293–295, 301–303], [5, с. 147–149], [6, с. 32–37].

Заняття 9. Спряженiсть. Автоморфiзми
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Знайдiть кiлькiсть класiв спряжених елементiв у групi
S5.

Розв’язання. У симетричнiй групi Sn двi пiдстановки спряженi тодi й
лише тодi, коли вони мають однаковий цикловий тип. Тому треба пiд-
рахувати кiлькiсть рiзних циклових типiв пiдстановок iз S5, тобто кiль-
кiсть розкладiв числа 5 у суму натуральних доданкiв. Усi такi розклади
легко виписуються: 5 = 4+1 = 3+2 = 3+1+1 = 2+2+1 = 2+1+1+1 =
1 + 1 + 1 + 1 + 1. Таким чином, група S5 має 7 класiв спряжених еле-
ментiв.

Задача 2. Нехай K — клас спряжених елементiв групи G. Доведiть,
що для кожного натурального числа n множина {gn : g ∈ K} також
буде класом спряжених елементiв групи G.

Розв’язання. Якщо елементи g i h спряженi за допомогою елемента a,
тобто h = a−1ga, то hn = (a−1ga)n = a−1ga · a−1ga · . . . · a−1ga = a−1gna.
Тому gn i hn також спряженi за допомогою елемента a i для x ∈ K клас
спряженостi C(xn) елемента xn мiстить множину {gn|g ∈ K}. З iншого
боку, розглянемо довiльний y ∈ C(xn). Тодi iснує такий елемент c, що
y = c−1xnc = c−1xc ·c−1xc · . . . ·c−1xc = (c−1xc)n. Однак c−1xc ∈ K, тому
y ∈ {gn|g ∈ K}. Оскiльки y ∈ C(xn) — довiльний, то C(xn) ⊆ {gn|g ∈
K}. Отже, C(xn) = {gn|g ∈ K}.
Задача 3. Знайдiть усi внутрiшнi автоморфiзми групи Q8.
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Розв’язання. Легко перевiряється, що в групi Q8 = {±1,±i,±j,±k}
елемент −1 комутує з усiма елементами групи. Тому для довiльних
x, y ∈ Q8 маємо: (−x)−1y(−x) = (−x−1)y(−x) = x−1yx. Отже, еле-
менти, що розрiзняються за знаком, визначають один i той самий вну-
трiшнiй автоморфiзм, тому їх не бiльше 4. З iншого боку, спряження
ϕ1, ϕi, ϕj , ϕk за допомогою елементiв 1, i, j, k вiдповiдно є рiзними
внутрiшнiми автоморфiзмами, як це випливає з рiвностей: ϕi(i) = i,
ϕi(j) = −j, ϕj(j) = j, ϕj(k) = −k, ϕk(k) = k, ϕk(i) = −i. Таким чином,
InnQ8 = {ϕ1, ϕi, ϕj , ϕk}.
Задача 4. Доведiть, що Aut K4 ' S3.

Розв’язання. При автоморфiзмi одиничний елемент має переходити в
одиничний, а неодиничнi — у неодиничнi. Зауважимо, що в групi K4 ква-
драт кожного елемента дорiвнює ε, а добуток будь–яких двох рiзних не-
одиничних елементiв — третьому з них. Доведемо, що будь–яке бiєктив-
не перетворення ϕ групи K4, яке одиничний елемент переводить у себе,
є автоморфiзмом. Для цього досить показати, що ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).
Можливi три випадки: 1) хоча б один iз множникiв — одиничний (таким
можна вважати b), тодi ϕ(a · ε) = ϕ(a) = ϕ(a) · ε = ϕ(a) · ϕ(ε); 2) a = b,
тодi ϕ(a · a) = ϕ(ε) = ε = ϕ(a) · ϕ(a); 3) a i b — рiзнi неодиничнi, тодi
c = a · b — також неодиничний, ϕ(a), ϕ(b), ϕ(a · b) — рiзнi неодиничнi
елементи i ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

Оскiльки кожна пiдстановка 3–елементної множини неодиничних
елементiв iз K4 виявляється автоморфiзмом, а добуток пiдстановок вiд-
повiдає композицiї автоморфiзмiв, то AutK4 ' S3.

Задача 5. Доведiть, що централiзатор класу спряжених елементiв
є нормальною пiдгрупою.

Розв’язання. Нехай M — клас спряжених елементiв групи G i Z(M)
— його централiзатор. Розглянемо довiльнi g ∈ G, h ∈ Z(M) i a ∈ M .
Тодi gag−1 ∈ M i h · gag−1 = gag−1 · h, звiдки g−1hg · a = a · g−1hg.
Оскiльки a — довiльний елемент iз M , то g−1hg ∈ Z(M). За критерiєм
нормальностi одержуємо, що Z(M) є нормальною пiдгрупою G.

Задача 6. У групi GL2(R) знайдiть централiзатор матрицi A =(
1 0
0 −1

)
.

Розв’язання. Зрозумiло, що матриця X =
(

a c
d b

)
належить централiза-

тору Z(A) матрицi A тодi й лише тодi, коли det(A) 6= 0 i XA = AX. I
оскiльки
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XA =
(

a c
d b

) (
1 0
0 −1

)
=

(
a −c
d −b

)
i AX =

(
1 0
0 −1

)(
a c
d b

)
=

(
a c
−d −b

)
,

то c = d = 0. Крiм того,
∣∣ a 0
0 b

∣∣ = ab. Отже, Z(A) =
{(

a 0
0 b

)|ab 6= 0
}
.

Задача 7. Якщо група G мiстить єдину пiдгрупу H даного порядку,
то пiдгрупа H є нормальною.

Розв’язання. Для довiльного елемента g ∈ G спряження ϕg : x 7→ g−1xg
є автоморфiзмом групи G. При автоморфiзмi порядок пiдгрупи зберiга-
ється, тому ϕg(H) = H. Отже, для довiльного g ∈ G маємо g−1Hg = H
i H є нормальною пiдгрупою G.

Основнi задачi

8. Знайдiть усi класи спряжених елементiв у групах: a) Q8; b) GL2(Z2);
c) S4; d) A4.

9. Знайдiть кiлькiсть класiв спряжених елементiв у групi S6.

10. Пiдрахуйте кiлькiсть елементiв групи S6, якi спряженi з елементом:
a) (123456); b) (123)(456).

11. Знайдiть з точнiстю до iзоморфiзму всi скiнченнi групи, якi мiстять
не бiльше 3 класiв спряжених елементiв.

12. Доведiть, що перетин усiх пiдгруп, спряжених у групi G з даною
пiдгрупою H < G, є нормальною пiдгрупою в G.

13. Доведiть, що для кожної групи множина всiх лiвих класiв сумiжно-
стi за всiма можливими пiдгрупами збiгається з множиною всiх правих
класiв сумiжностi за всiма можливими пiдгрупами.

14. Доведiть, що AutS3 = InnS3.

15. Знайдiть усi внутрiшнi автоморфiзми групи D4.

16. Знайдiть порядок групи: a) AutAutAutS3; b) AutAutAutZ9.

17. Доведiть, що: a) AutZn ' Z∗n; b) AutD4 ' D4.

18. Доведiть, що централiзатор нормальної пiдгрупи також є нормаль-
ною пiдгрупою.

19. Доведiть, що K4 є нормальною пiдгрупою групи S4 i що фактор-
група S4

/
K4 iзоморфна групi S3.
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Додатковi задачi

20. Доведiть, що добуток K1 ·K2 двох класiв K1 i K2 спряжених еле-
ментiв групи G є об’єднанням класiв спряжених елементiв групи G.

21. a) У групi всiх рухiв площини опишiть усi елементи, спряженi з по-
воротом навколо даної точки на кут α. b)∗∗ У групi всiх рухiв простору
опишiть усi елементи, спряженi з поворотом навколо даної осi на кут α.

22.∗∗ Доведiть, що коли скiнченна група G має автоморфiзм ϕ другого
порядку, який рухає всi неодиничнi елементи групи G (тобто ϕ(g) 6= g
для всiх g 6= e), то G — абелева група непарного порядку.

23.∗ Доведiть, що кожна група порядку бiльшого нiж 2 має нетривiаль-
ний автоморфiзм.

24.∗ Доведiть, що InnQ8 ' K4 i AutQ8/InnQ8 ' S3.

25.∗ Доведiть, що для скiнченної нормальної пiдгрупи H групи G iндекс
її централiзатора Z(H) також буде скiнченним.

26. Доведiть, що у скiнченнiй групi жодна пiдгрупа не може бути спря-
женою зi своєю власною пiдгрупою.

27.∗ У групi G знайдiть пiдгрупу H, яка спряжена з деякою своєю
власною пiдгрупою, якщо: a) G = {( a b

0 1

) | a, b ∈ Q, a 6= 0}; b) G — група
всiх пiдстановок множини натуральних чисел.

28.∗∗ Доведiть, що коли група G має власну пiдгрупу скiнченного iнде-
ксу, то G має i власну нормальну пiдгрупу скiнченного iндексу.

29. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi групи G, для яких викону-
ється рiвнiсть |AutG| = (|G| − 1)!.

Домашнє завдання

30. Знайдiть усi класи спряжених елементiв у групi D4.

31. Пiдрахуйте кiлькiсть елементiв групи S6, якi спряженi з елементом
(12)(34)(56).

32. Доведiть, що група Aut (Q+, ·) має континуум багато рiзних авто-
морфiзмiв.

33. Доведiть, що AutZ8 ' AutZ12 ' K4.
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34. Знайдiть порядок групи AutAutAutZ8.

35. У групi GL2(R) знайдiть централiзатор матрицi
(

1 2
3 4

)
.

36. Знайдiть у групi S4 нормалiзатор пiдгрупи
〈
(12)(34)

〉
.

Лiтература. [1, с. 54–61, 75–78], [7, с. 247–248, 260–261, 265–266, 267–
268], [2, с. 297–300].

Заняття 10. Центр. Комутант. p–групи
Приклади розв’язання типових задач
Задача 1. Доведiть, що: a) |Z(GLn(Zp))| = p − 1; b) |Z(SLn(Zp))| =
НСД(n, p− 1).

Розв’язання. a) Нехай A = (aij) ∈ Z(GLn(Zp)). Для довiльних k 6= l
розглянемо матрицю Ekl(1), яка вiдрiзняється вiд одиничної лише тим,
що в k–му рядку на l–му мiсцi стоїть 1. Очевидно, що det Ekl(1) = 1.
Позначимо Ekl(1) · A = (bij), A · Ekl(1) = (cij). Тодi bkk = akk + alk,
bkl = akl + all, blk = alk, bll = all, ckk = akk, ckl = akk + akl, clk = alk,
cll = alk + all. З рiвностi Ekl(1) · A = A · Ekl(1) одержуємо: alk = 0,
akk = all. Помноживши A злiва й справа на ET

kl, одержимо також, що
akl = 0.

З довiльностi k i l випливає, що матриця A — скалярна, тобто має
вигляд A = λE, де λ ∈ Zp�{0}. З iншого боку, очевидно, що скалярна
матриця комутує з довiльною матрицею. Тому Z(GLn(Zp)) — це мно-
жина ненульових скалярних матриць i |Z(GLn(Zp))| = p− 1.

b) Оскiльки Ekl(1) ∈ SLn(Zp), то з розв’язання п. a) випливає, що
Z(SLn(Zp)) складається з тих i тiльки тих скалярних матриць λE, якi
мiстяться в SLn(Zp). Так як det(λE) = λn, то необхiдно знайти кiлькiсть
λ таких, що λn = 1. Однак λp−1 = 1, тому що |Z∗p| = p − 1. Позначимо
d = НСД(n, p − 1). Тодi |Z(SLn(Zp))| = |{λ ∈ Z∗p|λd = 1}| = |{λ ∈
Z∗p| порядок λ є дiльником числа d}|. Отже, |Z(SLn(Zp))| = d.

Задача 2. Доведiть, що коли група G мiстить єдиний елемент по-
рядку 2, то цей елемент лежить у центрi групи G.

Розв’язання. Нехай a ∈ G – єдиний елемент порядку 2, тобто a2 = 1.
Тодi для довiльного g ∈ G матимемо 1 = (g−1ag)(g−1ag) = (g−1ag)2.
Однак у групi G єдиним елементом порядку 2 є a. Тому g−1ag = a i
ag = ga.
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Задача 3. Обчислiть комутант груп Sn (n ≥ 3) i An (n ≥ 5).

Розв’язання. Покажемо, що в обох випадках комутант збiгається з гру-
пою An. Дiйсно, комутатор довiльних двох пiдстановок iз Sn є парною
пiдстановкою, оскiльки [a, b] = a−1b−1ab, а пiдстановки a−1 та a ма-
ють однакову парнiсть (аналогiчно b−1 та b). З iншого боку, (ijk) =
[(ik), (ij)] = [(ikl), (ijm)], де i, j, k, l, m — попарно рiзнi елементи. I
оскiльки An породжується циклами довжиною 3 (див. зад. 4.1), то все
доведено.

Задача 4. Обчислiть комутант груп GLn(P ) (n > 2) i SLn(P ) (n >
2), де P — поле.

Розв’язання. Покажемо, що в обох випадках комутант збiгається з гру-
пою SLn(P ). Справдi, комутант мiститься в SLn(P ), тому що визначник
комутатора довiльних двох матриць дорiвнює 1. З iншого боку, указанi
групи породжуються елементарними матрицями: SLn(P ) = 〈Eij(α), α ∈
P, i 6= j〉, GLn(P ) = 〈Eij(α), Ei(α), α ∈ P, i 6= j〉, де Eij(α) = E + αEij ,
Ei(α) = E + (α − 1)Eii. Оскiльки для попарно рiзних i, j, k має мiсце
рiвнiсть [Eik(α), Ekj(β)] = Eij(αβ), а для дiагональної матрицi D =
diag(d1, . . . , dn) — рiвнiсть [Eij(α), D] = Eij(α(dj

di
− 1)), то i зворотне

включення також має мiсце.

Задача 5. Доведiть, що для кожної нормальної пiдгрупи H групи G
її комутант [H, H] також буде нормальною пiдгрупою групи G.

Розв’язання. Для початку зауважимо, що кожен елемент h ∈ [H,H] є
добутком комутаторiв, тобто h = h1 . . . hk, де hi = [ai, bi]. Тому для
довiльних h ∈ [H, H] та g ∈ G матимемо g−1hg = g−1h1 . . . hkg =
g−1h1gg−1 . . . gg−1hkg. Легко перевiряється, що g−1hig = g−1[ai, bi]g =
[g−1aig, g−1big], а для всiх t ∈ H g−1tg ∈ H, тому що H нормальна в
G. Отже, g−1hg є добутком комутаторiв елементiв з H i тому належить
[H, H].

Задача 6. Доведiть, що пiдгрупа H p–групи G порядку pn буде макси-
мальною в G тодi й лише тодi, коли порядок H дорiвнюватиме pn−1.

Розв’язання. Очевидно, що кожна пiдгрупа H < G порядку pn−1 є ма-
ксимальною, тому що її iндекс |G : H| = p є простим числом. Зворотне
твердження доведемо iндукцiєю за n. При n = 1 група G є циклiчною
простого порядку, i єдиною максимальною пiдгрупою є одинична. При-
пустимо тепер, що в групах порядку pn кожна максимальна пiдгрупа
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має порядок pn−1, G — група порядку pn+1, а H — її максимальна пiд-
група.

Центр неодиничної p–групи також є p–групою, причому неодини-
чною й абелевою. Крiм того, кожна пiдгрупа центра Z(G) є нормальною
в G, а неодинична абелева p–група завжди мiстить пiдгрупу порядку p.
Тому в G є нормальна пiдгрупа N порядку p.

Якщо N � H, то з нормальностi N випливає (див. зад. 7.16), що NH
буде пiдгрупою групи G. Оскiльки NH строго мiстить H, то NH = G

i |NH| = pn+1. З iншого боку, згiдно iз зад. 3.12 |NH| = |N |·|H|
|N∩H| =

|N | · |H| = p · |H|. Тому |H| = pn. Нехай тепер N ≤ H. За теоремою про
вiдповiднiсть пiдгруп факторгрупа H1 = H/N буде максимальною у
факторгрупi G1 = G/N . Оскiльки |G1| = |G|

|N | = pn, то |H1| = |H|
|N | = pn−1,

звiдки |H| = |N | · pn−1 = pn.

Задача 7. Доведiть, що кожна нормальна пiдгрупа H порядку p скiн-
ченної p–групи G лежить у центрi Z(G).

Розв’язання. Оскiльки пiдгрупа H є нормальною в G, то H є об’єдна-
нням класiв спряженостi, причому потужнiсть кожного з цих класiв є
дiльником порядку групи, тобто степенем числа p. Легко бачити, що
серед цих класiв є одноелементний, а саме клас спряженостi нейтраль-
ного елемента e. Тому |H| = 1 +

∑
pi = p. Звiдси маємо, що потужностi

всiх iнших класiв спряженостi, що входять до H, також дорiвнюють 1,
тобто для довiльних h ∈ H та g ∈ G g−1hg = h i, отже, h ∈ Z(G).

Задача 8. Доведiть, що коли G є групою без центра (тобто її центр
Z(G) збiгається з одиничною пiдгрупою E), то i її група автоморфi-
змiв AutG є групою без центра.

Розв’язання. Нехай ϕ — нетотожний автоморфiзм iз Z(AutG) i нехай
a — такий елемент G, що ϕ(a) = ã 6= a. Тодi для довiльних ψ ∈ AutG i
x ∈ G буде ψ(ϕ(x)) = ϕ(ψ(x)). Зокрема, ϕ комутує з iндукованим еле-
ментом a внутрiшнiм автоморфiзмом ψa(x) := a−1xa, тобто a−1ϕ(x)a =
ϕ(a−1xa) = ã−1ϕ(x)ã. Однак ϕ(x) пробiгає всю групу G, тому що ϕ — ав-
томорфiзм G. Тому внутрiшнi автоморфiзми ψa та ψã збiгаються, i для
всiх x ∈ G буде a−1xa = ã−1xã. Звiдcи, ãa−1x = xãa−1 i ãa−1 ∈ Z(G),
тобто, усупереч припущенню, ã = a. Отже, AutG також є групою без
центра.

Основнi задачi
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9. Обчислiть центр групи: a) S3; b) D4; c) D5; d) A4; e) T3(Z2).

10. Нехай ϕ : G → H — гомоморфiзм груп. З’ясуйте, якi зi спiввiдно-
шень є правильними: a) ϕ(Z(G)) ≤ Z(ϕ(G)); b) ϕ(Z(G)) = Z(ϕ(G));
c) ϕ(Z(G)) ≤ Z(H).

11. Доведiть, що для комутаторiв виконуються такi тотожностi:
a) [a, b]−1 = [b, a]; b) [a, b−1] = b[b, a]b−1; c) [ab, c] = [a, c]

[
[a, c], b

]
[b, c];

d)
[
[a, b−1], c

]b[[b, c−1], a
]c[[c, a−1], b

]a = 1.

12. Якi з рiвностей: 1) [x2, y2] = 1; 2)
[
[x, y], z

]
= 1 будуть тотожностями

в групах: a) S3; b) D4; c) Q8?

13. Обчислiть комутант групи: a) D4; b) A4; c) GL2(Z2); d) T3(Z2).

14. Доведiть, що в групi G порядку pn iснує така послiдовнiсть E =
G0 < G1 < G2 < · · · < Gn = G нормальних пiдгруп групи G, що всi
факторгрупи Gi/Gi−1, 0 < i ≤ n, — циклiчнi порядку p.

15. Доведiть, що серед гомоморфних образiв скiнченної неабелевої
p–групи G є нециклiчна абелева група.

16. Чи може центр некомутативної групи збiгатися з її комутантом?

17. Доведiть, що кожна власна пiдгрупа скiнченної p–групи мiститься
в якiйсь пiдгрупi iндексу p.

18. Доведiть, що група автоморфiзмiв AutG некомутативної групи G
не може бути циклiчною.

Додатковi задачi

19. Обчислiть центр групи: a) Sn; b) An; c) Dn.

20. Обчислiть комутант групи Dn.

21. Доведiть, що кожна нетривiальна нормальна пiдгрупа H скiнченної
p–групи G перетинається з центром Z(G) групи G по пiдгрупi, вiдмiннiй
вiд одиничної.

22.∗∗ Доведiть, що кожна некомутативна група порядку 8 iзоморфна
або групi D4, або групi Q8.

23.∗ Опишiть усi скiнченнi групи, у яких усi власнi пiдгрупи iзоморфнi
мiж собою.
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24.∗∗ Доведiть, що кожна група порядку p4 мiстить абелеву пiдгрупу
порядку p3.

Домашнє завдання

25. Обчислiть центр i комутант групи: a) Q8; b) T2(Z3).

26. Доведiть, що елементи a2 i b комутують тодi й тiльки тодi, коли
[a, b]

[
[a, b], a

]
[a, b] = 1.

27. Якi з рiвностей: 1) [x, y2] = 1; 2) [x, y]2 = 1 будуть тотожностями в
групах: a) S3; b) D4; c) Q8?

28. Доведiть, що для комутаторiв виконуються такi тотожностi:
a) [a, bc] = [a, c][a, b]c = [a, c][a, b]

[
[a, b], c

]
; b)

[
[a, b], ba

]
=

[
b, [b, a]

]
.

29. Доведiть, що коли для нормальних пiдгруп H1 i H2 факторгрупи
G/H1, G/H2 — комутативнi, то факторгрупа G/(H1 ∩H2) також кому-
тативна.

30. Доведiть, що для p > 2 група UT3(Zp) є некомутативною p–групою,
усi неодиничнi елементи якої мають порядок p.

31. Доведiть, що комутант [G,G] неодиничної скiнченної p–групи G
завжди вiдмiнний вiд групи G.

Лiтература. [1, с. 56–57, 72–75], [7, с. 256–257, 266], [6, с. 37–39].

Заняття 11. Прямий добуток груп
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Доведiть, що коли серед неодиничних нормальних пiдгруп
групи G є найменша, то G не можна розкласти в нетривiальний пря-
мий добуток.

Розв’язання. Нехай N — найменша серед неодиничних нормальних пiд-
груп групи G. Припустимо, що є нетривiальний розклад G = A × B.
Оскiльки A i B — неодиничнi нормальнi пiдгрупи, то N ≤ A, N ≤ B
i N ≤ A ∩ B. З iншого боку, з рiвностi G = A × B випливає, що
A ∩ B = E. Таким чином, припущення про iснування нетривiального
розкладу G = A×B приводить до суперечностi.
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Задача 2. З’ясуйте, чи розкладається група A4 у прямий добуток
своїх неодиничних пiдгруп.

Розв’язання. Група A4 має лише одну власну неодиничну нормальну
пiдгрупу K4 (див. зад. 7.5). Тому K4 є найменшою серед неодиничних
нормальних пiдгруп групи A4 i, згiдно iз зад. 11.1, A4 у нетривiальний
прямий добуток не розкладається.

Задача 3. Доведiть, що групу Cp∞ не можна розкласти у прямий
добуток своїх неодиничних пiдгруп.

Розв’язання. Група Cp∞ — комутативна, тому будь–яка її пiдгрупа є
нормальною. Порядок кожного елемента iз Cp∞ є степенем числа p,
тому кожна неодинична пiдгрупа мiстить елемент b порядку p. Однак
тодi 〈b〉 = Cp. Отже, Cp мiститься в кожнiй неодиничнiй пiдгрупi, тобто
є найменшою серед неодиничних нормальних пiдгруп. Тому згiдно iз
зад. 11.1 група Cp∞ у нетривiальний прямий добуток не розкладається.

Задача 4. Скiльки рiзних пiдгруп мiстить група D4 × C2?

Розв’язання. У задачi 3.18 показано, що група D4 має 10 пiдгруп: A1 =
{0◦}; A2 = {0◦, s1}; A3 = {0◦, s2}; A4 = {0◦, s3}; A5 = {0◦, s4}; A6 =
{0◦, 180◦}; A7 = {0◦, 90◦, 180◦, 270◦}; A8 = {0◦, 180◦, s1, s3}; A9 = {0◦,
180◦, s2, s4}; A10 = D4, де s1, s3 та s2, s4 — пари осьових симетрiй iз
взаємно перпендикулярними осями. Група C2 має 2 пiдгрупи: B1 = E
i B2 = C2. Для довiльної пiдгрупи H ≤ D4 × C2 позначимо через A
її проекцiю на перший множник D4, а через B — проекцiю на другий
множник C2. Очевидно, що A i B є пiдгрупами груп D4 i C2 вiдповiдно.
Для пiдгрупи H можливi 2 випадки: 1) H = A × B; 2) H є власною
пiдгрупою добутку A×B. У першому випадку маємо 20 пiдгруп вигляду
Ai ×Bj , i = 1, 2, . . . , 10, j = 1, 2.

У другому випадку B = C2, тому що якщо B = E, то H = A × E.
Нехай C2 = {e, a}. Розглянемо тепер множину H0 елементiв iз H з
одиничною другою координатою i довiльний елемент (x, a) ∈ H r H0.
Очевидно, що H0 є пiдгрупою групи H iндексу 2, причому класами сумi-
жностi H за пiдгрупою H0 є H0 i (x, a)H0. Позначимо через P проекцiю
H0 на перший множник. Тодi класи сумiжностi P i xP не перетинаються
(у протилежному випадку було б P = xP , звiдки P = A i H = A × C2,
що суперечить умовi другого випадку). Таким чином, P — пiдгрупа iн-
дексу 2 групи A i H0 = {(u, e)|u ∈ P}, (x, a)H0 = {(v, a)|v ∈ A r P},
тобто H = {(u, e)|u ∈ P} ∪ {(v, a)|v ∈ Ar P}.

51



З iншого боку, з того, що кожна пiдгрупа iндексу 2 є нормальною,
випливає, що для кожної пари P < A пiдгруп групи D4 такої, що |A :
P | = 2, множина H = {(u, e)|u ∈ P} ∪ {(v, a)|v ∈ A r P} є пiдгрупою
групи D4×C2, причому ця пiдгрупа задовольняє умову другого випадку.
Тому в другому випадку маємо стiльки пiдгруп, скiльки є потрiбних
пар P < A. А таких пар маємо 15: E < A2; E < A3; E < A4; E < A5;
E < A6; A2 < A8; A3 < A9; A4 < A8; A5 < A9; A6 < A7; A6 < A8;
A6 < A9; A7 < D4; A8 < D4; A9 < D4.

Таким чином, група D4 × C2 має 20 + 15 = 35 рiзних пiдгруп.

Задача 5. Доведiть, що центр прямого добутку груп дорiвнює пря-
мому добутку центрiв множникiв.

Розв’язання. Нехай G = H1 × · · · ×Hn. Тодi для довiльних a =
= (a1, . . . , an) ∈ Z(G) та x = (x1, . . . , xn) ∈ G матимемо ax = xa, звiдки
випливає, що для довiльних i ∈ {1, . . . , n} та xi ∈ Hi виконується рiв-
нiсть aixi = xiai, тобто ai ∈ Z(Hi). Отже, a ∈ Z(H1) × · · · × Z(Hn) i
Z(G) ⊆ Z(H1)× · · · × Z(Hn). Навпаки, якщо a = (a1, . . . , an) ∈ Z(H1)×
· · · × Z(Hn), то для довiльних i ∈ {1, . . . , n} та xi ∈ Hi матимемо
aixi = xiai, а тому ax = xa де x = (x1, . . . , xn). Отже, a ∈ Z(G) i Z(H1)×
· · · × Z(Hn) ⊆ Z(G). Таким чином, Z(G) = Z(H1)× · · · × Z(Hn).

Задача 6. Доведiть, що множина H = {(g, g)|g ∈ G} буде нормальною
пiдгрупою групи G×G тодi й лише тодi, коли група G є абелевою.

Розв’язання. Очевидно, що H є пiдгрупою групи G. Тому, якщо група
G є абелевою, то H є її нормальною пiдгрупою. Навпаки, нехай H є
нормальною пiдгрупою групи G. Тодi для довiльних (g, g) ∈ H i a ∈ G
елемент (a, e)−1(g, g)(a, e) = (a−1ga, g) належить H i a−1ga = g. Звiдки
ga = ag. Тому група G є абелевою.

Задача 7. Доведiть, що Aut (Z2 ⊕ Z4) ' D4.

Розв’язання. Група G = Z2 ⊕ Z4 породжується елементами g = (1, 0)
i h = (0, 1), тому кожний автоморфiзм групи G повнiстю визначається
образами цих елементiв. G має 3 елементи: g; (0, 2); (1, 2) порядку 2 i
4 елементи: h; (0, 3); (1, 1); (1, 3) порядку 4. При автоморфiзмi порядок
елемента зберiгається. Тому для образу елемента h маємо не бiльше 4
варiантiв. Оскiльки g не є кратним елемента h, а елемент (0, 2) є кра-
тним кожного з елементiв порядку 4, то g може переходити лише в (1, 0)
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або в (1, 2), тобто для образу елемента g маємо не бiльше 2 варiантiв.
Тому |Aut (G)| ≤ 2 · 4 = 8.

Бiєктивне вiдображення ϕ : G → G, (a, b) 7→ (a + b, b), є авто-
морфiзмом групи G, так як ϕ

(
(a, b) + (a′, b′)

)
= ϕ

(
(a + a′, b + b′)

)
=

(a + a′ + b + b′, b + b′) = (a + b, b) + (a′ + b′, b′) = ϕ
(
(a, b)

)
+ ϕ

(
(a′, b′)

)
.

Аналогiчно перевiряється, що вiдображення ψ : (a, b) 7→ (a + b, 2a + b)
також є автоморфiзмом. Крiм того, вiдображення ψ2 : (a, b) 7→ (a, 3b),
ψ3 : (a, b) 7→ (a + b, 2a + 3b), ϕ ◦ ψ : (a, b) 7→ (a, 2a + 3b), ϕ ◦ ψ2 : (a, b) 7→
(a + b, 3b), ϕ ◦ ψ3 : (a, b) 7→ (a, 2a + b) є рiзними. Разом з тотожним вiд-
ображенням ε : (a, b) 7→ (a, b) це дає нам 8 рiзних автоморфiзмiв групи
G. Тому |Aut (G)| = 8.

Позначимо через x яку–небудь осьову симетрiю з групи D4, а через
y — поворот на 90◦. Тодi D4 = {e, y, y2, y3, x, xy, xy2, xy3}. Крiм того,
x2 = e, y4 = e i yx = xy3. Оскiльки ϕ2 = ε, ψ4 = ε i ψ · ϕ = ϕ · ψ3,
то бiєктивне вiдображення ϕi · ψj 7→ xiyj , i = 0, 1, j = 0, 1, 2, 3, буде
iзоморфiзмом групи Aut (Z2 ⊕ Z4) на групу D4.

Задача 8. Доведiть, що коли G = A × B, то для довiльних комута-
тивної групи H i гомоморфiзмiв ϕ : A → H, ψ : B → H вiдображення
µ : (a, b) 7→ ϕ(a)ψ(b) групи G у групу H також буде гомоморфiзмом.

Розв’язання. Твердження задачi випливає з ланцюга рiвностей:
µ
(
(a1, b1)(a2, b2)

)
= µ

(
(a1a2, b1b2)

)
= ϕ(a1a2)ψ(b1b2) =

ϕ(a1)ϕ(a2)ψ(b1)ψ(b2) = ϕ(a1)ψ(b1)ϕ(a2)ψ(b2) = µ
(
(a1, b1)

)
µ
(
(a2, b2)

)
.

Основнi задачi

9. Знайдiть необхiдну й достатню умову того, що прямий добуток
G1 × · · · ×Gk груп G1, . . . , Gk є: a) абелевою групою; b) p–групою;
c) перiодичною групою.

10. a) Укажiть такi групу G порядку 8 i власнi пiдгрупи A, B групи G,
що A ∩B = E, AB = G, але G 6= A×B.
b) Укажiть такi групу G порядку 8 i неодиничнi нормальнi пiдгрупи
A,B групи G, що A ∩B = E, але G 6= A×B.
c) Укажiть такi групу G порядку 8 i власнi нормальнi пiдгрупи A,B
групи G, що AB = G, але G 6= A×B.

11. З’ясуйте, чи розкладається в нетривiальний прямий добуток своїх
пiдгруп група: a) S3; b) T3(Z2); c) S4.
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12. Доведiть, що групи a) Z, b) Q не можна розкласти в пряму суму
ненульових пiдгруп.

13. Доведiть, що група порядку pq, де p i q — рiзнi простi числа, роз-
кладається в прямий добуток своїх власних пiдгруп тодi й лише тодi,
коли вона є абелевою.

14. Доведiть, що кожна група G порядку p2, де p — просте число, або
циклiчна, або iзоморфна прямому добутку Cp×Cp двох циклiчних груп
порядку p.

15. Скiлькома способами можна розкласти в прямий добуток власних
пiдгруп циклiчну групу G = 〈a〉 порядку a) 12, b) 60, якщо розклади,
якi розрiзняються лише порядком прямих множникiв, вважати однако-
вими? Випишiть усi цi розклади.

16. Знайдiть класи спряженостi групи G×H, якщо вiдомi класи спря-
женостi груп G i H. Скiльки класiв спряженостi має група G×H, якщо
G i H мають вiдповiдно m i n класiв?

17. Нехай G = G1×· · ·×Gn, H = H1×· · ·×Hn та Hi ≤ Gi для кожного
i = 1, . . . , n. Доведiть, що H є нормальною пiдгрупою групи G тодi й
лише тодi, коли для кожного i Hi є нормальною пiдгрупою групи Gi.

18. Доведiть, що вiдображення (g1, g2) 7→ g1g2 буде гомоморфiзмом гру-
пи G×G у групу G тодi й лише тодi, коли група G є абелевою.

19. Доведiть, що: a) Aut (Z2 ⊕ Z2) ' S3; b) Aut (Z2 ⊕ Z6) ' Z2 × S3.

Додатковi задачi

20. Чи випливає з iзоморфiзму груп A×B i A× C iзоморфiзм груп B
i C?

21.∗ Чи правильно, що кожну групу порядку: a) 33; b) 55; c) 91; d) 57
можна розкласти в прямий добуток своїх власних пiдгруп?

22.∗ Скiльки рiзних пiдгруп мiстить група D6 × C2?

23. Доведiть, що є континуум багато рiзних способiв розкладу групи
Q∗ у прямий добуток двох своїх власних пiдгруп.

24. Доведiть, що кожна скiнченна група iзоморфно занурюється в де-
яку знакозмiнну групу An.
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25. Доведiть, що iснує мономорфiзм групи C∗ у прямий добуток
C∗/Cp∞ ×C∗/Cq∞ факторгруп C∗/Cp∞ i C∗/Cq∞ , де p i q — рiзнi простi
числа.

26.∗ Доведiть, що iснує мономорфiзм групи GLn(Z) у декартовий добу-
ток

∏
k∈N

GLn(Zk) скiнченних груп GLn(Zk).

Домашнє завдання

27. Доведiть, що прямий добуток G = H1 × · · · × Hk буде циклiчною
групою тодi й лише тодi, коли H1, . . . , Hk — циклiчнi групи попарно
взаємно простих порядкiв.

28. З’ясуйте, чи розкладаються в нетривiальний прямий добуток своїх
пiдгруп групи: a) C8; b) Q8; c) D4.

29. Скiлькома способами можна розкласти в прямий добуток власних
пiдгруп циклiчну групу G = 〈a〉 порядку a) 30, b) 210, якщо розклади,
якi розрiзняються лише порядком прямих множникiв, вважати однако-
вими? Випишiть усi цi розклади.

30. Доведiть, що комутант прямого добутку довiльної сiм’ї груп збiга-
ється з прямим добутком комутантiв спiвмножникiв.

31. Скiльки рiзних пiдгруп мiстить група Q8 × C2?

32. Доведiть, що вiдображення (g1, g2) 7→ g1g
−1
2 буде гомоморфiзмом

групи G×G у групу G тодi й лише тодi, коли група G є абелевою.

33. Доведiть, що Aut (Z3 ⊕ Z4) ' Z2 ⊕ Z2.

Лiтература. [1, с. 95–102], [3, с. 431–435], [4, с. 321–324], [7, с. 257–
259], [2, с. 295–297], [6, с. 39–41].

Заняття 12. Дiя групи на множинi
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. a) Доведiть, що кожна дiя групи порядку 9 на 13–елементнiй
множинi має принаймнi одну нерухому точку.
b) Наведiть приклад дiї циклiчної групи порядку 12 на 13–елементнiй
множинi, яка не має нерухомих точок.
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Розв’язання. a) Потужнiсть орбiти є дiльником порядку групи. Тому
орбiти групи порядку 9 можуть мiстити 1, 3 або 9 точок. Якби одноеле-
ментних орбiт, тобто нерухомих точок, не було, то потужнiсть кожної
орбiти була б кратною 3. Оскiльки 13 на 3 не дiлиться, то є принаймнi
одна нерухома точка.

b) Досить указати в групi S13 елемент порядку 12 (вiн i породжу-
ватиме потрiбну групу), який не має нерухомих точок. Оскiльки поря-
док елемента є найменшим спiльним кратним довжин його незалежних
циклiв, то 13 треба розкласти в суму неодиничних доданкiв, найменше
спiльне кратне яких дорiвнює 12. Це можна зробити рiзними способами,
хоча б так: 13 = 6 + 4 + 3. Таким чином, можна взяти будь–яку пiдста-
новку iз S13 iз циклами довжиною 6, 4 i 3 (напр., (1 2 3 4 5 6)(7 8 9 10)
(11 12 13)).

Задача 2. Для груп: a) Sn; b) An, що природно дiють на множинi всiх
пiдмножин множини {1, 2, . . . , n}, опишiть усi орбiти та пiдрахуйте
їх кiлькiсть i потужностi.

Розв’язання. a) Зрозумiло, що пiдмножини A i B можуть належати до
однiєї орбiти лише тодi, коли вони мають однакову кiлькiсть елементiв.
З iншого боку, якщо A = {a1, a2, . . . , ak} i B = {b1, b2, . . . , bk} — двi
k–елементнi пiдмножини, то будь–яка пiдстановка iз Sn вигляду

π =
(

a1 a2 · · · ak ak+1 · · · an

b1 b2 · · · bk ∗ · · · ∗
)

(3)

переводить A у B. Отже, маємо n + 1 орбiту Ω0, Ω1, . . . , Ωn, де орбiта
Ωk складається з усiх k–елементних пiдмножин множини {1, 2, . . . , n},
а тому має потужнiсть

(
n
k

)
.

b) Оскiльки |A1| = |A2| = 1, то для n = 1 i n = 2 усi орбiти групи
An 1–елементнi i їх кiлькiсть дорiвнює вiдповiдно 2 i 4. Нехай тепер
n > 2. Тодi в пiдстановцi π вигляду (3) або k ≥ 2, або кiлькiсть зiрочок
≥ 2. Якщо π є непарною, то An належить добуток (ij)π, де (ij) або
транспозицiя двох елементiв iз b1, . . . , bk при k ≥ 2, або транспозицiя
двох елементiв, позначених зiрочками, при k < 2. Оскiльки (ij)π(A) =
B, то при n > 2 групи Sn i An мають однаковi орбiти.

Задача 3. Знайдiть зображення групи Q8 пiдстановками на множинi
правих класiв сумiжностi за пiдгрупою H = {1,−1}.
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Розв’язання. Правi класи сумiжностi групи Q8 за пiдгрупою H мають
вигляд H1 = H1 = H, H2 = Hi = {±i}, H3 = Hj = {±j}, H4 = Hk =
{±k} (див. зад. 7.8 b)). Безпосередньо перевiряємо, що H1 · i = H(1 · i) =
Hi = H2, H2 · i = H(i · i) = H(−1) = H1, H3 · i = H(j · i) = H(−k) = H4,
H4 · i = H(k · i) = Hj = H3. Тому пiдстановка на множинi правих
класiв сумiжностi групи Q8 за пiдгрупою H, яка вiдповiдає елементу i,
має вигляд πi =

(
H1 H2 H3 H4
H2 H1 H4 H3

)
. Аналогiчно обчислюємо, що π−i = πi,

π1 = π−1 =
(

H1 H2 H3 H4
H1 H2 H3 H4

)
, πj = π−j =

(
H1 H2 H3 H4
H3 H4 H1 H2

)
, πk = π−k =(

H1 H2 H3 H4
H4 H3 H2 H1

)
.

Задача 4. Доведiть, що кожна максимальна пiдгрупа скiнченної
p–групи G є нормальною в G.

Розв’язання. Згiдно iз зад. 10.6, кожна максимальна пiдгрупа H скiн-
ченної p–групи G має iндекс p. Нехай G = H ∪Hg2 ∪ . . . ∪Hgp — роз-
биття G на правi класи сумiжностi за пiдгрупою H. Розглянемо дiю
групи G правими зсувами x : Hg 7→ Hgx на множинi цих класiв. Во-
на є гомоморфiзмом групи G у групу пiдстановок цих класiв. Оскiльки
для елемента h ∈ H маємо Hh = H, то пiдстановка πh, що вiдповiдає
елементу h, клас сумiжностi H лишає на мiсцi. Тому в розкладi πh у
добуток незалежних циклiв є принаймнi один цикл довжиною 1, а то-
му довжини iнших циклiв меншi за p. Оскiльки порядок пiдстановки є
найменшим спiльним кратним довжин її циклiв, то звiдси випливає, що
порядок пiдстановки πh на p не дiлиться. З iншого боку, πh є образом
при гомоморфiзмi елемента h, порядок якого є степенем числа p. Тому
порядок |πh| як дiльник степеня p також має бути степенем p. Звiдси
випливає, що |πh| = 1, тобто πh є тотожною пiдстановкою й лишає на
мiсцi всi класи сумiжностi за пiдгрупою H.

Таким чином, для довiльних g ∈ G i h ∈ H маємо Hgh = Hg, звiдки
e · gh = h1g i g−1hg = h1 ∈ H. Остання рiвнiсть i означає, що пiдгрупа
H є нормальною.

Задача 5. Обчислiть, скiльки iстотно рiзних разкiв намиста можна
скласти, якщо: a) є намистинки двох кольорiв, i кожний разок має
мiстити 9 намистинок; b) кожний разок має мiстити 3 жовтих i
6 зелених намистинок.

Розв’язання. a) Можна вважати, що разок намиста є правильним дев’-
ятикутником, у вершинах якого знаходяться намистинки. Оскiльки на-
мисто можна повертати й перевертати, то ця задача еквiвалентна за-
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дачi знаходження кiлькостi N iстотно рiзних (геометрично рiзних) роз-
фарбувань вершин правильного дев’ятикутника у два кольори (напр.,
жовтий i зелений), яким вiдповiдатимуть орбiти природної дiї групи
рухiв правильного дев’ятикутника D9 на множинi M iз 29 розфарбу-
вань жорстко закрiпленого правильного дев’ятикутника. Занумеруємо
вершини дев’ятикутника по колу. Тодi з кожним розфарбуванням мно-
жини M зiставляється набiр вигляду (x1, . . . , x9), де xr є однiєю з лiтер:
ж чи з. Iнтерпретуємо елементи π групи D9 як пiдстановки

(
1 2 ... 9
i1 i2 ... i9

)
множини {1, . . . , 9} вершин дев’ятикутника, де ir є номером вершини,
у яку переходить вершина з номером r при перетвореннi π. Тодi група
D9 дiє на множинi M таким чином: нехай π ∈ D9, (x1, . . . , x9) ∈ M , тодi
(x1, . . . , x9)π = (xπ(1), . . . , xπ(9)). Щоб скористатися лемою Кошi — Фро-
бенiуса — Бернсайда, потрiбно пiдрахувати для кожного елемента групи
D9 кiлькiсть нерухомих точок. Зауважимо, що коли розкласти π ∈ D9

у добуток незалежних циклiв π = (i1 . . . ik1) . . . (j1 . . . jks
), то розфарбу-

вання (x1, . . . , x9) буде нерухомою точкою для π тодi й лише тодi, коли
xi1 = . . . = xik1

, . . . , xj1 = . . . = xjks
. Тому кiлькiсть нерухомих розфар-

бувань для π дорiвнюватиме 2s, де s — кiлькiсть циклiв у розкладi π у
добуток незалежних циклiв. Для елементiв iз D9 матимемо:

цикловий тип тотожного перетворення (¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦), тому
кiлькiсть нерухомих розфарбувань дорiвнює 29;

повороти на кути 120◦ i 240◦ мають цикловий тип (¦ ¦ ¦)(¦ ¦ ¦)(¦ ¦ ¦), тому
кiлькiсть нерухомих розфарбувань дорiвнює 23;

повороти на кути 40◦, 80◦, 160◦, 200◦, 280◦ i 320◦ мають цикловий
тип (¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦), тому кiлькiсть нерухомих розфарбувань дорiвнює 21;

9 осьових симетрiй мають цикловий тип (¦)(¦¦)(¦¦)(¦¦)(¦¦), тому кiль-
кiсть нерухомих розфарбувань дорiвнює 25.

Тодi за лемою Кошi — Фробенiуса — Бернсайда кiлькiсть N геоме-
трично рiзних розфарбувань вершин правильного дев’ятикутника у два
кольори дорiвнює N = 1

18 (1 · 29 + 2 · 23 + 6 · 21 + 9 · 25) = 46.
b) Ця задача вiдрiзняється вiд попередньої лише тим, що кольори

намистинок не можна вибирати незалежно. Для елементiв iз D9 мати-
мемо:

для тотожного перетворення (¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦)(¦) треба вказати, якi
саме три цикли мiстять намистинки жовтого кольору, тому кiлькiсть
нерухомих розфарбувань дорiвнює

(
9
3

)
= 84;

для поворотiв на кути 120◦ i 240◦ один iз трьох циклiв (¦ ¦ ¦)(¦ ¦ ¦)(¦ ¦ ¦)
має мiстити жовтi намистинки, а два iншi — зеленi, тому кiлькiсть не-
рухомих розфарбувань дорiвнює

(
3
1

)
= 3;
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для поворотiв на кути 40◦, 80◦, 160◦, 200◦, 280◦ i 320◦ нерухомих
розфарбувань не буде, тому що намистинок одного кольору на цикл
(¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦) довжиною 9 не вистачає;

для кожної з 9 осьових симетрiй циклового типу (¦)(¦¦)(¦¦)(¦¦)(¦¦) жовтi
намистинки має мiстити цикл довжиною 1 i один iз циклiв довжиною
2, тому кiлькiсть нерухомих розфарбувань дорiвнює

(
4
1

)
= 4.

За лемою Кошi — Фробенiуса — Бернсайда кiлькiсть iстотно рiзних
разкiв намиста дорiвнює 1

18 (84 + 2 · 3 + 6 · 0 + 9 · 4) = 126
18 = 7.

Задача 6. Скiлькома геометрично рiзними способами можна розфар-
бувати вершини куба, якщо є фарби k кольорiв?

Розв’язання. Якщо куб жорстко закрiплений, то його вершини можна
розфарбувати k8 способами (кожну з 8 вершин можна, незалежно вiд
кольору iнших вершин, пофарбувати в один iз k кольорiв). Якщо куб
обертати, то розфарбування починають переходити одне в одне. Гео-
метрично рiзними будуть такi розфарбування, якi не можна перевести
одне в одне жодним поворотом куба, i їм вiдповiдатимуть орбiти при-
родної дiї групи поворотiв куба на множинi з k8 розфарбувань жорстко
закрiпленого куба.

Група G поворотiв куба мiстить: a) 1 поворот на нульовий кут (то-
тожне перетворення); b) 6 поворотiв на кути ±90◦ навколо осей, що
проходять через центри двох протилежних граней куба; c) 3 поворо-
ти на кут 180◦ навколо тих самих осей; d) 6 поворотiв на кут 180◦

навколо осей, що проходять через середини двох протилежних ребер;
e) 8 поворотiв на кути ±120◦ навколо осей, що проходять через двi дi-
аметрально протилежнi вершини. Таким чином, група G мiстить усього
1 + 6 + 3 + 6 + 8 = 24 елементи.

Пiдрахуємо для кожного з поворотiв кiлькiсть нерухомих точок при
дiї групи G на розфарбуваннях жорстко закрiпленого куба. Очевидно,
що коли два повороти належать до того ж самого з перерахованих вище
типiв a) – e), то вони мають однакову кiлькiсть нерухомих розфарбу-
вань. При тотожному перетвореннi всi k8 розфарбувань лишаються не-
рухомими. При поворотi типу b) розфарбування буде переходити в себе
тодi й лише тодi, коли в кожнiй iз граней, через центри яких проходить
вiсь, усi 4 вершини пофарбованi в один колiр. Оскiльки кольори мо-
жна вибирати незалежно, то маємо k2 нерухомих розфарбувань. При
поворотi типу c) розфарбування буде переходити в себе тодi й лише
тодi, коли в кожнiй iз 4 пар протилежних вершин граней, через якi
проходить вiсь, обидвi вершини матимуть однаковий колiр. Тому при
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такому поворотi маємо k4 нерухомих розфарбувань. При поворотi типу
d) вершини знову розбиваються на 4 пари, якi мають бути однакового
кольору. Таким чином, i в цьому випадку маємо k4 нерухомих розфар-
бувань. Нарештi, при поворотi типу e) вершини, через якi проходить
вiсь, переходять самi в себе, тому їх колiр можна вибирати довiльно.
Решта 6 вершин розбиваються на 2 трiйки (кiнцi ребер, що виходять iз
вершини, через яку проходить вiсь), у кожнiй з яких вершини мають
бути однакового кольору. Тому й у цьому випадку маємо k4 нерухомих
розфарбувань.

За лемою Кошi — Фробенiуса — Бернсайда кiлькiсть N орбiт приро-
дної дiї групи поворотiв куба на множинi розфарбувань вершин жорс-
тко закрiпленого куба (тобто кiлькiсть геометрично рiзних розфарбу-
вань вершин куба) дорiвнює

N =
1
24

(1 ·k8 +6 ·k2 +3 ·k4 +6 ·k4 +8 ·k4) =
1
24

(k8 +17k4 +6k2) .

Основнi задачi

7. Укажiть у групi S6: a) двi неподiбнi циклiчнi пiдгрупи порядку 4;
b) двi неподiбнi циклiчнi пiдгрупи порядку 6.

8. З’ясуйте, чи iснує дiя групи: a) D6; b) A4 на 13–елементнiй множинi,
яка не має нерухомих точок.

9. Нехай абелева група A дiє на множинi M . Доведiть, що коли еле-
мент a ∈ A лишає нерухомою якусь точку x певної орбiти, то a лишає
нерухомими всi точки цiєї орбiти.

10. Для кожного натурального числа k iз промiжку 2 ≤ k ≤ 4 опи-
шiть усi орбiти природної дiї групи Sn на k–му декартовому степенi Nk

множини N = {1, 2, . . . , n}. Знайдiть кiлькiсть i потужностi цих орбiт.

11. Нехай En — n–вимiрний евклiдiв простiр. Опишiть орбiти природної
дiї на просторi En кожної з груп: a) GL(En) — група всiх невироджених
лiнiйних перетворень простору En; b) On(En) — група всiх ортогональ-
них перетворень цього простору; c) Dn(En) — група тих перетворень iз
GL(En), матриця яких у данiй базi e1, . . . , en є дiагональною.

12. Знайдiть зображення групи A4 пiдстановками на множинi правих
класiв сумiжностi за пiдгрупою K4.

13. Доведiть, що група A5 не мiстить пiдгруп порядкiв 15, 20 i 30.
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14. Скiлькома геометрично рiзними способами можна розфарбувати
ребра: a) правильного тетраедра; b) куба; c) правильної n–кутної пiра-
мiди, якщо є фарби k кольорiв?

15. Обчислiть, скiльки iстотно рiзних разкiв намиста можна скласти,
якщо кожний разок має мiстити 5 жовтих i 5 зелених намистинок.

Додатковi задачi

16. Укажiть у групi S6 три неподiбнi пiдгрупи, кожна з яких iзоморфна
групi S3.

17. Опишiть орбiти та пiдрахуйте їх кiлькiсть i потужностi для при-
родної дiї групи GLn(Zp): a) на впорядкованих парах векторiв iз n–
вимiрного векторного простору Zn

p ; b)∗ на впорядкованих трiйках ве-
кторiв цього ж простору.

18.∗∗ Опишiть орбiти та пiдрахуйте їх кiлькiсть i потужностi для дiї
множенням a : x 7→ ax мультиплiкативної групи Z∗n на множинi Zn

класiв лишкiв за модулем n.

19.∗∗ Доведiть, що кожна пiдгрупа H скiнченного iндексу n групи G
мiстить нормальну пiдгрупу N , iндекс якої |G : N | дiлить число n! i
дiлиться на n.

20.∗∗ Доведiть, що коли p — найменший простий дiльник порядку |G|
скiнченної групи G i H — пiдгрупа групи G iндексу p, то H — нормальна
пiдгрупа групи G.

21.∗ Нехай χ(g) — кiлькiсть нерухомих точок пiдстановки g. Доведiть,
що: a) для кожного натурального числа n > 3 виконується рiвнiсть

∑

g∈An

χ2(g) = n! ;

b) для кожної двiчi транзитивної групи пiдстановок G виконується рiв-
нiсть ∑

g∈G

χ2(g) = 2 · |G| .

22.∗ Доведiть, що множина {±i,±j,±k} є орбiтою природної дiї групи
AutQ8 на групi Q8 i що дiя групи AutQ8 на цiй орбiтi подiбна до дiї
групи поворотiв куба на множинi його граней.
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23. Доведiть, що AutQ8 ' S4.

24.∗∗ Доведiть, що факторгрупа групи GL2(Z3) за її центром iзоморфна
групi S4.

Домашнє завдання

25. З’ясуйте, чи буде точною i транзитивною дiя групи G усiх лiнiйних
перетворень x 7→ ax + b, a, b ∈ P, a 6= 0, поля P на множинi P [2] усiх
2–елементних пiдмножин поля P .

26. Знайдiть стабiлiзатор дiагоналi куба при природнiй дiї групи пово-
ротiв куба на дiагоналях.

27. Для кожного натурального числа k iз промiжку 2 ≤ k ≤ 4 опи-
шiть усi орбiти природної дiї групи An на k–му декартовому степенi Nk

множини N = {1, 2, . . . , n}. Знайдiть кiлькiсть i потужностi цих орбiт.

28. Знайдiть зображення групи D4 пiдстановками на множинi правих
класiв сумiжностi групи D4 за пiдгрупою H, якщо: a) H — пiдгрупа,
породжена поворотом на 180◦; b) H — пiдгрупа, породжена осьовою
симетрiєю, що проходить через протилежнi вершини квадрата; c) H —
пiдгрупа, породжена осьовою симетрiєю, що проходить через середини
протилежних сторiн квадрата.

29. Скiлькома геометрично рiзними способами можна розфарбувати
гранi: a) правильного тетраедра; b) куба; c) правильної n–кутної пiра-
мiди, якщо є фарби k кольорiв?

30. Обчислiть, скiльки iстотно рiзних разкiв намиста можна скласти,
якщо кожний разок має мiстити 4 жовтих i 8 зелених намистинок.

Лiтература. [1, с. 78–87], [4, с. 301–309], [7, с. 259–260, 261–264, 266–
267], [6, с. 23–30].

Заняття 13. Теореми Силова
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Укажiть усi силовськi 2–пiдгрупи групи S4, якi мiстять
пiдстановку (12 3 4).
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Розв’язання. |S4| = 24 = 23 · 3, тому силовська 2–пiдгрупа групи S4 має
порядок 23 = 8. Крiм того, якщо занумерувати певним чином вершини
квадрата й розглянути природну дiю групи D4 на множинi вершин, то
одержимо занурення D4 у групу S4. Оскiльки |D4| = 8, то образ D4 при
цьому зануреннi буде силовською 2–пiдгрупою групи S4. Пiдстановка
(12 3 4) вiдповiдає повороту на 90◦ при послiдовнiй нумерацiї вершин
квадрата, тому при такiй нумерацiї групi D4 вiдповiдатиме пiдгрупа
H = {ε, (12 3 4), (13)(24), (14 3 2), (12)(34), (13), (14)(23), (24)} групи S4.

Кiлькiсть силовських 2–пiдгруп у S4 має бути непарною i дiлити 24
за теоремою Силова про кiлькiсть. Оскiльки H мiстить не всi елементи
порядку 2 iз S4, то силовських 2–пiдгруп бiльше нiж 1. Отже, їх 3.
Кожна з них є спряженою з H, а тому мiстить рiвно 2 цикли довжиною
4. З iншого боку, S4 мiстить 6 циклiв довжиною 4. Тому жоден цикл
довжиною 4 не може входити одночасно у двi силовськi 2–пiдгрупи.
Таким чином, єдиною силовською 2–пiдгрупою iз S4, яка мiстить цикл
(12 3 4), є H.

Задача 2. Знайдiть порядок силовської p–пiдгрупи в групi Spk .

Розв’язання. Порядок Sn дорiвнює n!, тому порядок силовської p–пiд-
групи групи Sn дорiвнює pl, де l — показник, з яким просте число p
входить до канонiчного розкладу числа n!. Доведемо, що l дорiвнює[
n
p

]
+

[
n
p2

]
+

[
n
p3

]
+ · · · . Справдi,

[
n
p

]
дорiвнює кiлькостi тих чисел

ряду 1, 2, . . . , n, якi дiляться на p,
[

n
p2

]
– кiлькостi тих, якi дiляться на

p2, i т. д. Тому

l =
n∑

m=1

∞∑

j=1
pj |m

1 =
∞∑

j=1

n∑
m=1
pj |m

1 =
∞∑

j=1

[ n

pj

]
.

При n = pk порядок силовської p–пiдгрупи в Spk дорiвнює

p

[
pk

p

]
+
[

pk

p2

]
+
[

pk

p3

]
+··· = ppk−1+pk−2+···+p+1 = p

pk−1
p−1 .

Задача 3. Доведiть, що нормальна p–пiдгрупа H скiнченної групи G
мiститься в кожнiй силовськiй p–пiдгрупi групи G.

Розв’язання. За теоремою Силова про iснування p–пiдгрупа H мiсти-
ться принаймнi в однiй силовськiй p–пiдгрупi P групи G. Нехай тепер
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P1 — iнша силовська p–пiдгрупа. За теоремою Силова про спряженiсть
iснує такий елемент g ∈ G, що g−1Pg = P1. З iншого боку, з нормаль-
ностi H випливає, що g−1Hg = H. Тому H ≤ P1.

Задача 4. Доведiть, що кожна група G порядку 185 є комутативною.

Розв’язання. Дiльниками числа 185 є 1, 5, 37 i 185. Оскiльки жодне з
чисел 5, 37 i 185 не конгруентне 1 нi за модулем числа 5, нi за модулем
числа 37, то група G має єдину силовську 5–пiдгрупу P1 порядку 5
i єдину силовську 37–пiдгрупу P2 порядку 37. З теореми Силова про
спряженiсть випливає, що P1 i P2 є нормальними пiдгрупами. Крiм того,
P1 ∩ P2 = E i |P1P2| = 5 · 37 = 185. Тому G = P1 × P2. Оскiльки P1 i P2

як групи простих порядкiв є циклiчними, а тому комутативними, то й
група G є комутативною.

Задача 5. Доведiть, що кожна група G порядку 12 мiстить нетри-
вiальну нормальну пiдгрупу.

Розв’язання. За теоремою Силова про iснування група G мiстить си-
ловську 2–пiдгрупу P порядку 4. |G : P | = 12/4 = 3, тому є 3 правих
класи сумiжностi P, Pg2, Pg3 групи G за пiдгрупою P . Розглянемо зо-
браження ϕ : g 7→ ( P Pg2 Pg3

Pg Pg2g Pg3g

)
групи G правими зсувами на класах

сумiжностi за пiдгрупою P . Ядро Kerϕ цього зображення є нормаль-
ною пiдгрупою групи G. Елементу g2 вiдповiдає неодинична пiдстановка( P Pg2 Pg3

Pg2 Pg2
2 Pg3g2

)
, тому Kerϕ 6= G. З iншого боку, вiдображення ϕ не може

бути iн’єктивним, тому що |G| = 12, а |Imϕ| ≤ 3! = 6. Тому Kerϕ 6= E.
Отже, Kerϕ є нетривiальною нормальною пiдгрупою групи G.

Задача 6. Доведiть, що кожна група G порядку 200 мiстить нор-
мальну силовську пiдгрупу.

Розв’язання. Оскiльки 200 = 2352, то G мiстить силовську 5–пiдгрупу
P порядку 52 = 25. За теоремою Силова про кiлькiсть кiлькiсть силов-
ських 5–пiдгруп має дiлити порядок групи й бути конгруентною 1 за
модулем числа 5. Серед дiльникiв числа 200 лише один конгруентний
1 за модулем числа 5 — це 1. Отже, група G мiстить лише одну силов-
ську 5–пiдгрупу. За теоремою Силова про спряженiсть ця пiдгрупа є
нормальною.

Задача 7. Знайдiть кiлькiсть силовських 2–пiдгруп i силовських
5– пiдгруп у некомутативнiй групi G порядку 20.
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Розв’язання. У групi G силовськi пiдгрупи мають порядок 4 або 5, а
тому є комутативними. Якби група G мiстила тiльки по однiй 2– i
5–пiдгрупi, то з теореми Силова про спряженiсть випливала б нормаль-
нiсть цих пiдгруп. Далi аналогiчно зад. 13.4 можна було б довести ко-
мутативнiсть групи G. Тому кiлькiсть або 2–пiдгруп, або 5–пiдгруп має
бути бiльше одиницi.

Оскiльки серед дiльникiв числа 20 тiльки число 1 має вигляд
5k + 1, то G мiстить лише одну силовську 5–пiдгрупу. Тому силовських
2–пiдгруп бiльше нiж одна. Однак серед неодиничних дiльникiв числа
20 лише один є непарним — це 5. Отже, група G має 5 силовських
2–пiдгруп i 1 силовську 5–пiдгрупу.

Основнi задачi

8. Доведiть, що множина всiх p–елементiв, де p — просте число, скiн-
ченної групи G пiдгрупу не утворює.

9. Доведiть, що група унiтрикутних матриць UTn(Zp) буде силовською
p–пiдгрупою в групах: a) GLn(Zp); b) Tn(Zp); c) SLn(Zp).

10. Знайдiть усi силовськi 2–пiдгрупи i 3–пiдгрупи в групi A4. Для
кожної пари силовських 3–пiдгруп укажiть такий елемент групи A4,
спряження за допомогою якого переводить одну з них в iншу.

11. Нехай p > 2 — просте число. Опишiть усi силовськi 2–пiдгрупи й
p–пiдгрупи груп: a) Dp; b) D2p та пiдрахуйте їх кiлькiсть.

12. Доведiть, що силовська 2–пiдгрупа групи A5 iзоморфна групi K4.

13. Укажiть усi силовськi 2–пiдгрупи групи S4, якi мiстять транспози-
цiю (1 3).

14. Скiльки елементiв порядку 7 мiстить проста група порядку 168?

15. Доведiть, що коли нормальна пiдгрупа H групи G мiстить хоча б
одну силовську p–пiдгрупу групи G, то вона мiстить усi силовськi
p–пiдгрупи групи G.

16. Доведiть, що перетин усiх силовських p–пiдгруп групи G є нормаль-
ною пiдгрупою в G.

17. Доведiть, що кожна група порядку: a) 35; b) 665 є комутативною.
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18. Доведiть, що кожна група порядку: a) 24; b) 100 мiстить нетривi-
альну нормальну пiдгрупу.

19. Доведiть, що кожна група G порядку: a) 196; b) 56 мiстить нор-
мальну силовську пiдгрупу.

Додатковi задачi

20.∗ Доведiть, що кожна група G порядку 255 є комутативною.

21.∗∗ Знайдiть кiлькiсть силовських p–пiдгруп у групi S2p.

22.∗∗ Доведiть, що кожна група порядку p2q, де p i q — рiзнi простi
числа, мiстить нормальну силовську пiдгрупу.

23.∗∗ Доведiть, що кожна група порядку 36 мiстить нетривiальну нор-
мальну пiдгрупу.

24.∗∗∗ Доведiть, що, за винятком значень 24 i 48, кожна група G порядку
менше 60 мiстить нормальну силовську пiдгрупу.

25.∗∗∗ Доведiть, що кожна проста група порядку менше 60 є абелевою.

26. Доведiть, що для кожного простого числа p кожна група G порядку
2p iзоморфна або циклiчнiй групi C2p, або групi дiедра Dp.

27.∗∗ Доведiть, що з точнiстю до iзоморфiзму iснує рiвно 5 груп порядку:
a) 8; b) 12; c) 18; d) 20.

28. Доведiть, що скiнченна група G розкладається в прямий добуток
своїх силовських пiдгруп тодi й лише тодi, коли вона для кожного про-
стого дiльника p свого порядку мiстить єдину силовську p–пiдгрупу.

29.∗ Доведiть, що якщо в скiнченнiй групi G усi силовськi пiдгрупи є
нормальними, то й у будь–якiй пiдгрупi H групи G усi силовськi пiд-
групи є нормальними.

Домашнє завдання

30. Для кожного простого числа p, яке дiлить порядок групи: a) SL2(Z3);
b) A5, знайдiть кiлькiсть силовських p–пiдгруп цiєї групи.

31. Укажiть усi силовськi 2–пiдгрупи групи S4, якi мiстять пiдстановку
(1 4)(2 3).
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32. Доведiть, що всi силовськi пiдгрупи групи порядку: a) 36; b) 100;
c) 196 є абелевими.

33. Доведiть, що кожна група порядку: a) 51; b) 145 є комутативною.

34. Наведiть приклад групи порядку 24, яка не має нормальної силов-
ської пiдгрупи.

35. Доведiть, що кожна група порядку 80 мiстить нетривiальну нор-
мальну пiдгрупу.

36. Доведiть, що коли для натурального числа n i кожного елемента
g скiнченної групи G виконується рiвнiсть gn = e, то деякий степiнь
числа n дiлиться на порядок групи G.

Лiтература. [1, с. 91–95], [4, с. 332–338], [6, с. 54–59].

Заняття 14. Абелевi групи I
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Розкладiть у прямий добуток примарних (вiд латинського
слова prima) циклiчних груп групу C24 × C72.

Розв’язання. Маємо розклади 24 = 3 · 8 i 72 = 9 · 8, у кожному з яких
множники взаємно простi. Тому C24 ' C3 × C8 i C72 ' C9 × C8, звiдки
C24 ×C72 ' C3 ×C8 ×C9 ×C8. В отриманому розкладi всi множники є
примарними циклiчними групами.

Задача 2. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi абелевi групи по-
рядку 36.

Розв’язання. Нехай G — група порядку 36 = 4 · 9. Тодi 2–компонента
групи G має порядок 4, а 3–компонента — порядок 9. Пiдгрупу порядку
4 можна побудувати з циклiчних 2–груп двома способами: C4 i C2×C2,
а групу порядку 9 iз циклiчних 3–груп — також двома способами: C9 i
C3 ×C3. Вибираючи незалежно 2–компоненту i 3–компоненту групи G,
одержимо 4 попарно неiзоморфнi абелевi групи порядку 36: 1) C4 ×C9;
2) C4 × C3 × C3; 3) C2 × C2 × C9; 4) C2 × C2 × C3 × C3.

Задача 3. Скiльки iснує попарно неiзоморфних абелевих груп порядку
360?
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Розв’язання. 360 = 23 · 32 · 5, тому абелева група G порядку 360 мi-
стить 2–компоненту порядку 23 = 8, 3–компоненту порядку 32 = 9 i
5–компоненту порядку 5. Пiдгрупу порядку 8 можна побудувати з ци-
клiчних 2–груп трьома способами: C8, C4 ×C2 i C2 ×C2 ×C2, пiдгрупу
порядку 9 iз циклiчних 3–груп — двома способами: C9 i C3×C3, а пiдгру-
пу порядку 5 можна вибрати лише одним способом: це C5. Вибираючи
незалежно вiдповiднi компоненти групи G, одержуємо 3·2·1 = 6 попарно
неiзоморфних абелевих груп порядку 360.

Задача 4. З’ясуйте, чи iзоморфнi групи: a) C8 × C45 i C15 × C24;
b) C8 × C20 i C4 × C40.

Розв’язання. a) Використовуючи розклади 45 = 5 ·9, 15 = 3 ·5 i 24 = 3 ·8
у добуток взаємно простих множникiв, отримуємо такi розклади даних
груп у прямий добуток примарних циклiчних груп: C8 × C45 ' C8 ×
C5 × C9, C15 × C24 ' C3 × C5 × C3 × C8. Оскiльки розклад скiнченної
абелевої групи у прямий добуток примарних циклiчних груп з точнiстю
до порядку множникiв однозначний, а нашi розклади розрiзняються
навiть кiлькiстю множникiв, то данi групи не є iзоморфними.

b) Як i в попередньому пунктi, отримуємо розклади: C8×C20 ' C8×
C4×C5, C4×C40 ' C4×C8×C5. Одержанi розклади у прямий добуток
примарних циклiчних груп розрiзняються лише порядком множникiв,
тому групи C8 × C20 i C4 × C40 є iзоморфними.

Задача 5. Скiльки елементiв порядку k мiстить група G, якщо:
a) k = 4, G = C6 × C24; b) k = 6, G = C9 × C24?

Розв’язання. a) Нехай C6 = 〈a〉, C24 = 〈b〉. Тодi довiльний елемент гру-
пи C6 × C24 можна записати у виглядi g = (am, bn), де 0 ≤ m < 6,
0 ≤ n < 24. З означення порядку елемента випливає, що |g| = 4 тодi
й лише тодi, коли g є розв’язком рiвняння x4 = e, але не є розв’язком
рiвняння xr = e для жодного 1 ≤ r < 4. Однак якщо g є розв’язком
рiвняння x4 = e i має порядок менший нiж 4, то g має порядок 1 або 2,
а тому є розв’язком рiвняння x2 = e. Таким чином, кiлькiсть елементiв
порядку 4 дорiвнює рiзницi мiж кiлькiстю розв’язкiв рiвняння x4 = e i
рiвняння x2 = e.

Знайдемо кiлькiсть розв’язкiв рiвняння x4 = e. Оскiльки g4 = e ⇔
(am, bn)4 = (e, e) ⇔ (a4m, b4n) = (e, e) ⇔ 4m ≡ 0 (mod 6) i 4n ≡ 0
(mod 24) ⇔ m ≡ 0 (mod 3) i n ≡ 0 (mod 6), то m ∈ {0, 3}, n ∈ {0,
6, 12, 18}. Значення m i n можна вибирати незалежно, тому рiвняння
x4 = e має 2 · 4 = 8 розв’язкiв.
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Аналогiчно отримуємо: g2 = e ⇔ (a2m, b2n) = (e, e) ⇔ 2m ≡ 0
(mod 6) i 2n ≡ 0 (mod 24) ⇔ m ≡ 0 (mod 3) i n ≡ 0 (mod 12), звiдки
m ∈ {0, 3}, n ∈ {0, 12}. Тому рiвняння x2 = e має 2 · 2 = 4 розв’язки.

Отже, група C6 × C24 мiстить 8− 4 = 4 елементи порядку 4.
b) Нехай, як i у п. a), C9 = 〈a〉, C24 = 〈b〉 i g = (am, bn), де 0 ≤ m < 9,

0 ≤ n < 24 — довiльний елемент групи C9 × C24. Шукаємо розв’язки
рiвняння x6 = e. Матимемо: g6 = e ⇔ (a6m, b6n) = (e, e) ⇔ 6m ≡ 0
(mod 9) i 6n ≡ 0 (mod 24) ⇔ m ≡ 0 (mod 3) i n ≡ 0 (mod 4), звiдки
m ∈ {0, 3, 6}, n ∈ {0, 4, 8, 12, 16, 20}. Тому в групi C9 × C24 рiвняння
x6 = e має 3 · 6 = 18 розв’язкiв.

Розв’язками рiвняння x6 = e будуть, крiм елементiв порядку 6, ще
й елементи порядкiв 3, 2 i 1. Щоб виключити їх, знайдемо кiлькiсть
розв’язкiв вiдповiдних рiвнянь.

g3 = e ⇔ (a3m, b3n) = (e, e) ⇔ 3m ≡ 0 (mod 9) i 3n ≡ 0 (mod 24) ⇔
m ≡ 0 (mod 3) i n ≡ 0 (mod 8), звiдки m ∈ {0, 3, 6}, n ∈ {0, 8, 16}. Тому
рiвняння x3 = e має 3 · 3 = 9 розв’язкiв.

g2 = e ⇔ (a2m, b2n) = (e, e) ⇔ 2m ≡ 0 (mod 9) i 2n ≡ 0 (mod 24) ⇔
m ≡ 0 (mod 9) i n ≡ 0 (mod 12), звiдки m = 0, n ∈ {0, 12}. Тому рiвня-
ння x2 = e має 1 · 2 = 2 розв’язки.

Рiвняння x1 = e має лише 1 розв’язок e.
Таким чином, група C9×C24 має 18−9−2+1 = 8 елементiв порядку

6 (кiлькiсть розв’язкiв рiвняння x1 = e треба додавати, а не вiднiмати,
тому що перед цим ми їх вiднiмали двiчi — як розв’язки рiвнянь x3 = e
i x2 = e).

Задача 6. Розкладiть у прямий добуток примарних циклiчних груп
групу Z∗35.

Розв’язання. Група Z∗35 має порядок ϕ(35) = 24, тому вона мiстить
2–компоненту порядку 8 i 3–компоненту порядку 3. Очевидно, що
3–компонента iзоморфна групi C3. З’ясуємо, якiй саме групi — C8,
C4 × C2 чи C2×C2×C2 — iзоморфна 2–компонента. Для цього спочатку
обчислимо послiдовнi степенi кiлькох елементiв. Маємо: 2̄1 = 2̄, 2̄2 = 4̄,
2̄3 = 8̄, 2̄4 = 16, 2̄5 = 32, 2̄6 = 29, 2̄7 = 23, 2̄8 = 11, 2̄9 = 22, 2̄10 = 9̄, 2̄11 =
18, 2̄12 = 1̄; 3̄1 = 3̄, 3̄2 = 9̄, 3̄3 = 27, 3̄4 = 11, 3̄5 = 33, 3̄6 = 29, 3̄7 = 17, 3̄8 =
16, 3̄9 = 13, 3̄10 = 4̄, 3̄11 = 12, 3̄12 = 1̄. Таким чином, 2̄ i 3̄ мають порядок
12, а тому 2̄3 = 8̄, 2̄9 = 22, 3̄3 = 27 i 3̄9 = 13 мають порядок 4. Оскiльки
група C2 × C2 × C2 узагалi не мiстить елементiв порядку 4, а група C8

мiстить лише 2 такi елементи, то 2–компонента iзоморфна групi C4×C2.
Як C4 можна взяти будь–яку пiдгрупу, породжену елементом порядку
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4, наприклад, 〈8̄〉 = { 1̄, 8̄, 29, 22 }. Тодi як C2 можна брати будь–яку
пiдгрупу порядку 2, що не мiститься в 〈8̄〉, наприклад, 〈6̄〉 = {1̄, 6̄}.
Множник C3 визначається однозначно як пiдгрупа 〈 11 〉 = { 1̄, 11, 16 },
породжена елементом 2̄8 = 11 порядку 3. Таким чином, Z∗35 = 〈 8̄ 〉 ×
〈 6̄ 〉 × 〈 11 〉 ' C4 × C2 × C3.

Основнi задачi

7. Наведiть приклад неабелевої групи порядку: a) 6; b) 8; c) 12, усi
власнi пiдгрупи якої є абелевими.

8. Доведiть, що коли абелева група A мiстить елементи нескiнченного
порядку i множина елементiв нескiнченного порядку разом з одиничним
утворює пiдгрупу групи A, то A є групою без скруту.

9. Доведiть, що коли порядок елемента a дорiвнює pk1
1 · · · pkm

m , то iсну-
ють такi натуральнi числа n1, . . . , nm, що a = an1 · · · anm i |an1 | = pk1

1 ,
. . . , |anm | = pkm

m .

10. Розкладiть у прямий добуток примарних циклiчних груп групи:
a) C60; b) C720; c) C30 × C60.

11. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi абелевi групи порядку:
a) 8; b) 72.

12. Нехай p, q i r — рiзнi простi числа. Скiльки iснує попарно неiзомор-
фних абелевих груп порядку: a) p2; b) p3; c) p5; d) pqr; e) p3q4?

13. Скiльки iснує попарно неiзоморфних абелевих груп порядку: a) 300;
b) 150; c) 240; d) 1234; e) 12345?

14. Розкладiть у прямий добуток примарних циклiчних груп групи:
a) Z∗15; b) Z∗16; c) Z∗24.

15. Розбийте групи на класи попарно iзоморфних: a) Z16⊕Z225; b) Z9⊕
Z400; c) Z25⊕Z144; d) Z36⊕Z100; e) Z30⊕Z120; f) Z60⊕Z60; g) Z16⊕Z9⊕Z25;
h) Z30 ⊕ Z10 ⊕ Z12; i) Z12 ⊕ Z15 ⊕ Z20.

16. Нехай p — просте число. Для кожного з можливих порядкiв зна-
йдiть кiлькiсть елементiв цього порядку в групах: a) Cp×Cp2 ; b) Cp2 ×
Cp3 .

17. Скiльки елементiв порядку k мiстить група G, якщо: a) k = 8,
G = C12 × C24; b) k = 6, G = C12 × C15?
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Додатковi задачi

18. Розкладiть у прямий добуток примарних циклiчних груп групу Z∗144.

19.∗ Наведiть приклад неабелевої групи порядку: a) 20; b) 24; c) 28, усi
власнi пiдгрупи якої є абелевими?

20.∗∗ Доведiть, що кожна неабелева група порядку 30 мiстить власну
неабелеву пiдгрупу.

21. Нехай p i q — рiзнi простi числа. Для кожного з можливих порядкiв
знайдiть кiлькiсть елементiв цього порядку в групах: a) Cp×Cp2 ×Cq×
Cq2 ; b) Cpn × Cpn × Cqn × Cqn .

Домашнє завдання

22. Нехай H — довiльна пiдгрупа скiнченної абелевої групи A, а P —
силовська p–пiдгрупа з A. Доведiть, що перетин H ∩ P є силовською
p–пiдгрупою з H.

23. Розкладiть у прямий добуток примарних циклiчних груп групи:
a) C45 × C105; b) C75 × C90.

24. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi абелевi групи порядку:
a) 30; b) 48.

25. Скiльки iснує попарно неiзоморфних абелевих груп порядку: a) 288;
b) 123456; c) 123123?

26. Розкладiть у прямий добуток примарних циклiчних груп групи:
a) Z∗21; b) Z∗45; c) Z∗90; d) Z∗105.

27. З’ясуйте, чи iзоморфнi групи: a) C36 × C10 i C15 × C24; b) C6 × C15

i C10 × C9; c) C9 × C15 i C45 × C3.

28. Для кожного з можливих порядкiв знайдiть кiлькiсть елементiв
цього порядку в групi C15 × C20.

Лiтература. [1, с. 104–113], [3, с. 435–447], [4, с. 339–345], [7, с. 275–
276, 278–283], [6, с. 71–74].
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Заняття 15. Абелевi групи II
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi пiдгрупи групи
C6 × C12.

Розв’язання. Розкладемо спочатку групу G = C6 ×C12 у прямий добу-
ток примарних циклiчних пiдгруп: G ' C2×C3×C4×C3. Таким чином,
2–компонента G2 групи G iзоморфна C2 × C4, а 3–компонента G3 iзо-
морфна C3 ×C3. Тому кожна пiдгрупа 2–компоненти iзоморфна E, C2,
C4, C2 ×C2 або C2 ×C4, а кожна пiдгрупа 3–компоненти iзоморфна E,
C3 або C3 × C3.

З iншого боку, кожна пiдгрупа H ≤ G розкладається в прямий добу-
ток H2 ×H3 своїх 2– i 3–компонент, причому H2 може бути довiльною
пiдгрупою 2–компоненти G2, а H3 — довiльною пiдгрупою 3–компонен-
ти G3. Оскiльки 2– i 3–компоненти H2 i H3 пiдгрупи H можна вибирати
незалежно, то з точнiстю до iзоморфiзму отримуємо 15 пiдгруп групи
G, а саме: E; C2; C4; C2 × C2; C2 × C4; C3; C2 × C3; C4 × C3;
C2 × C2 × C3; C2 × C4 × C3; C3 × C3; C2 × C3 × C3; C4 × C3 × C3;
C2 × C2 × C3 × C3; G.

Задача 2. Скiльки рiзних пiдгруп мiстить група G = Zp2 ⊕ Zp, якщо
p — просте число?

Розв’язання. За теоремою Лагранжа порядок пiдгрупи H ≤ G може
дорiвнювати 1, p, p2 або p3. Очевидно, що порядок 1 має лише одини-
чна пiдгрупа E, а порядок p3 — лише сама група G. Оскiльки кожна
пiдгрупа порядку p є циклiчною й мiстить p − 1 елемент порядку p, а
всього в групi G елементiв такого порядку p2− 1 (див. зад. 14.16 a)), то
маємо p2−1

p−1 = p+1 пiдгрупу порядку p. Пiдгрупа порядку p2 може бути
або нециклiчною, або циклiчною. У першому випадку вона iзоморфна
Zp⊕Zp i мiстить p2−1 елемент порядку p. Однак група G мiстить усього
p2 − 1 елемент порядку p. Тому в G є лише 1 нециклiчна пiдгрупа по-
рядку p2. Кожна циклiчна пiдгрупа порядку p2 мiстить p2−p елементiв
порядку p2, причому рiзнi такi пiдгрупи спiльних елементiв порядку p2

не мають. Оскiльки у групi G є всього p3−p2 елементiв порядку p2 (див.
зад. 14.16 a)), то циклiчних пiдгруп порядку p2 буде p3−p2

p2−p = p. Отже,
загальна кiлькiсть пiдгруп дорiвнює 1 + (p + 1) + 1 + p + 1 = 2p + 4.
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Задача 3. Пiдрахуйте з точнiстю до iзоморфiзму кiлькiсть гомомор-
фних образiв групи C18 × C20.

Розв’язання. Розкладемо спочатку групу G = C18 × C20 у прямий до-
буток примарних циклiчних пiдгруп: G ' C2 × C9 × C4 × C5. Таким
чином, 2–компонента G2 групи G iзоморфна C2 ×C4, 3–компонента G3

iзоморфна C9, а 5–компонента G5 iзоморфна C5.
Оскiльки при гомоморфiзмi ϕ : G → H порядок елемента ϕ(g) дi-

лить порядок елемента g, то p–компонента Gp групи G переходить у
p–компоненту Hp групи H. Крiм того, для рiзних простих p i q ϕ(Gp)∩
ϕ(Gq) = E. Тому ϕ(G) = ϕ(G2) × ϕ(G3) × ϕ(G5). Iз зад. 11.8 випливає,
що гомоморфiзм ϕ : G → H повнiстю визначається своїми значеннями
на p–компонентах групи G, причому гомоморфiзми p–компонент можна
вибирати незалежно.

Легко бачити, що образ ϕ(G2) iзоморфний однiй iз груп E, C2, C4,
C2 × C2 або C2 × C4; образ ϕ(G3) — E, C3 або C9; образ ϕ(G5) — E
або C5. Таким чином, з точнiстю до iзоморфiзму ϕ(G2) можна вибрати
п’ятьма способами, ϕ(G3) — трьома i ϕ(G5) — двома. Тому з точнiстю
до iзоморфiзму група C18×C20 має 5·3·2 = 30 гомоморфних образiв.

Задача 4. Знайдiть кiлькiсть рiзних ендоморфiзмiв групи C8 × C10.
Скiльки з них є iзоморфiзмами?

Розв’язання. Розкладемо спочатку групу G = C8 ×C10 у прямий добу-
ток примарних циклiчних пiдгруп: G = C8 × C2 × C5. Нехай C8 = 〈a〉,
C2 = 〈b〉, C5 = 〈c〉. Iз зад. 11.8 випливає, що кожен ендоморфiзм ϕ :
G → G однозначно визначається трiйкою гомоморфiзмiв ϕ1 : C8 → G,
ϕ2 : C2 → G, ϕ3 : C5 → G. Оскiльки група C8 = 〈a〉 циклiчна, то го-
моморфiзм ϕ1 повнiстю визначається образом ϕ1(a) елемента a. Легко
бачити, що ϕ1(a) може бути довiльним елементом групи G, який за-
довольняє рiвняння x8 = e. Оскiльки довiльний елемент g ∈ G можна
записати у виглядi g = (ak, bl, cm), де 0 ≤ k < 8, 0 ≤ l < 2, 0 ≤ m < 5, то

g8 = e ⇔ (ak, bl, cm)8 = e ⇔ (a8k, b8l, c8m) = (e, e, e) ⇔
⇔ 8|8k, 2|8l, 5|8m, (4)

звiдки випливає, що k i l можуть бути довiльними, а m = 0. Таким
чином, у групi G рiвняння x8 = e має 8 · 2 · 1 = 16 розв’язкiв.

Аналогiчно гомоморфiзм ϕ2 повнiстю визначається образом ϕ2(b)
елемента b, i цей образ має задовольняти рiвняння x2 = e. Маємо:

g2 = e ⇔ (ak, bl, cm)2 = e ⇔ (a2k, b2l, c2m) = (e, e, e) ⇔ 8|2k, 2|2l, 5|2m.
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Отже, k кратне 4, тобто k = 0 або k = 4, l — довiльне, а m = 0. Тому в
групi G рiвняння x2 = e має 2 · 2 · 1 = 4 розв’язки.

Гомоморфiзм ϕ3 повнiстю визначається елементом ϕ2(c), який є роз-
в’язком рiвняння x5 = e. Маємо:

g5 = e ⇔ (ak, bl, cm)5 = e ⇔ (a5k, b5l, c5m) = (e, e, e) ⇔ 8|5k, 2|5l, 5|5m,

звiдки k = l = 0, m — довiльне. Отже, рiвняння x5 = e має 1 · 1 · 5 = 5
розв’язкiв.

Таким чином, кiлькiсть ендоморфiзмiв групи C8 ×C10 дорiвнює 16 ·
4 · 5 = 320.

Для того, щоб ендоморфiзм ϕ : G → G був iзоморфiзмом, необхiдно,
щоб |ϕ1(a)| = |a| = 8, |ϕ2(b)| = |b| = 2, |ϕ3(c)| = |c| = 5, ϕ2(b) 6∈ 〈ϕ1(a)〉
(остання умова випливає з того, що b 6∈ 〈a〉). Цi умови є достатнiми, так
як

|ϕ(G)| = |〈ϕ1(a), ϕ2(b), ϕ3(c)〉| = |〈ϕ1(a)〉|·|〈ϕ2(b)〉|·|〈ϕ3(c)〉| = 8·2·5 = |G| ,
а тому ϕ(G) = G. Оскiльки G — скiнченна, то ϕ — iзоморфiзм.

Очевидно, що елемент g має порядок 8 тодi й лише тодi, коли g8 = e,
але g4 6= e. Це означає, що до обмежень на показники елемента g =
(ak, bl, cm) iз (4) треба долучити ще 8 6 |4k, тобто k має бути непарним.
Це дає 4 · 2 · 1 = 8 можливостей для вибору елемента ϕ1(a).

Оскiльки в групi G рiвняння x2 = e має 4 розв’язки, то G мiстить
3 елементи порядку 2. З них у циклiчну пiдгрупу 〈ϕ1(a)〉 потрапляє
лише 1. Тому елемент ϕ2(b) можна вибрати 2 способами. У групi G
рiвняння x5 = e має 5 розв’язкiв, тому G мiстить 4 елементи порядку
5, i елемент ϕ3(c) можна вибрати 4 способами.

Таким чином, кiлькiсть iзоморфiзмiв групи C8 × C10 дорiвнює
8 · 2 · 4 = 64.

Задача 5. Нехай B — циклiчна пiдгрупа групи A = Z4 ⊕Z8, яка поро-
джена елементом (2̄, 4̄). Визначте тип факторгрупи A/B.

Розв’язання. Оскiльки 〈(2̄, 4̄)〉 = {(0̄, 0̄), (2̄, 4̄)}, то |B| = 2 i
∣∣A/B

∣∣ =
32
2 = 16. Група A елементiв порядку 16 не мiстить, тому у факторгрупi
A/B таких елементiв також немає. З iншого боку, 4(0̄, 1̄) = (0̄, 4̄) 6∈ B.
Тому елемент (0̄, 1̄)B факторгрупи A/B має порядок 8. Отже, у розкла-
дi факторгрупи A/B у пряму суму примарних циклiчних груп один з
доданкiв є циклiчною групою порядку 8. Оскiльки порядок факторгру-
пи A/B дорiвнює 16, то має бути ще один доданок порядку 2. Таким
чином, A/B ' Z8 ⊕ Z2.
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Задача 6. Скiлькома способами можна розкласти в пряму суму вла-
сних пiдгруп групу Zp ⊕ Zp (p — просте число), якщо порядок прямих
доданкiв не є iстотним?

Розв’язання. Усi ненульовi елементи групи G = Zp⊕Zp мають порядок
p, тому вона мiстить p2−1

p−1 = p + 1 циклiчних пiдгруп порядку p, кожнi
двi з яких мають тривiальний перетин i породжують усю групу (останнє
випливає з того, що |G| = p2). Тому кiлькiсть способiв розкладу G у
пряму суму дорiвнює

(
p+1
2

)
= (p+1)p

2 .

Основнi задачi

7. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi пiдгрупи групи C14 × C20.

8. Чи iснують скiнченнi нециклiчнi абелевi групи, усi власнi неодиничнi
пiдгрупи яких: a) є циклiчними; b) мають простi порядки; c) мають
попарно рiзнi порядки?

9. Нехай p i q — рiзнi простi числа. Скiльки рiзних пiдгруп мiстять
групи: a) Zp ⊕ Zp; b) Zp ⊕ Zp ⊕ Zq?

10. Доведiть, що для скiнченних абелевих груп є правильною теорема,
обернена до теореми Лагранжа: для кожного дiльника k порядку групи
G у групi G iснує пiдгрупа порядку k.

11. Скiлькома способами можна розкласти в пряму суму двох власних
пiдгруп групу Z4 ⊕ Z2, якщо: a) порядок прямих доданкiв є iстотним;
b) порядок прямих доданкiв не є iстотним?

12. Пiдрахуйте з точнiстю до iзоморфiзму кiлькiсть гомоморфних обра-
зiв групи C12 × C15 × C20.

13. Знайдiть кiлькiсть рiзних гомоморфiзмiв iз групи G у групу H,
якщо: a) G = Z10⊕Z14, H = Z10; b) G = Z6⊕Z20, H = Z6; c) G = Z6⊕Z15,
H = Z2 ⊕ Z2. Скiльки з них є епiморфiзмами?

14. Знайдiть групи автоморфiзмiв груп: a) Z; b) Q; c) Zn.

15. На множинi Hom(A,B) усiх гомоморфiзмiв з абелевої групи A в
адитивну абелеву групу B визначимо додавання правилом: (ϕ+ψ)(x) =
ϕ(x)+ψ(x). Доведiть, що вiдносно такого додавання Hom(A,B) утворює
абелеву групу.
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16. Доведiть, що: a) Hom(A1 ⊕A2, B) ' Hom(A1, B)⊕Hom(A2, B);
b) Hom(A,B1 ⊕B2) ' Hom(A,B1)⊕Hom(A,B2).

17. Знайдiть групи гомоморфiзмiв: a) Hom(Z12,Z6); b) Hom(Z,Z).

18. З’ясуйте, чи iзоморфнi факторгрупи (Z2 ⊕ Z4)/〈( 0̄, 2̄ )〉 i
(Z2 ⊕ Z4)/〈( 1̄, 2̄ )〉.
Додатковi задачi
19. Доведiть, що коли факторгрупа A/B абелевої групи A є нескiнчен-
ною циклiчною групою, то пiдгрупа B видiляється прямим множником,
тобто iснує така пiдгрупа C < A, що A = B × C.

20. Опишiть усi скiнченнi абелевi групи, у яких кожний ендоморфiзм
є або автоморфiзмом, або вiдображає всi елементи в одиницю групи.

21.∗ Доведiть, що для скiнченної абелевої групи A кiлькiсть рiзних гомо-
морфiзмiв з A в мультиплiкативну групу T = {x ∈ C | |x| = 1} дорiвнює
порядку групи A.

22. Доведiть, що Hom(Z, A) ' A для довiльної абелевої групи A.

23. Доведiть, що коли групи A i B — циклiчнi, то група Hom(A,B) —
також циклiчна.

24. Доведiть, що пiдгрупа B абелевої групи A видiляється в групi A
прямим доданком тодi й лише тодi, коли iснує такий епiморфiзм
ϕ : A → B, що ϕ2 = ϕ.

Домашнє завдання
25. Опишiть з точнiстю до iзоморфiзму всi пiдгрупи групи C8 × C12.

26. Скiльки рiзних пiдгруп мiстить група Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2?

27. Пiдрахуйте з точнiстю до iзоморфiзму кiлькiсть гомоморфних обра-
зiв групи C24 × C20 × C10.

28. Знайдiть кiлькiсть рiзних ендоморфiзмiв групи C10 ×C25. Скiльки
з них є iзоморфiзмами?

29. Знайдiть кiлькiсть рiзних гомоморфiзмiв iз групи Z12 ⊕Z8 у групу
Z2 ⊕ Z2. Скiльки з них є епiморфiзмами?

30. Доведiть, що AutZ30 ' AutZ15.

31. Знайдiть групи гомоморфiзмiв: a) Hom(Z6,Z12); b) Hom(Z12,Z18).

Лiтература. [1, с. 104–113], [3, с. 435–447], [4, с. 339–345], [7, с. 275–
276, 278–283], [6, с. 67–74].
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Заняття 16. Абелевi групи III
Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Доведiть, що кожна скiнченна нециклiчна абелева група G
мiстить нециклiчну пiдгрупу порядку p2, де p — деяке просте число.

Розв’язання. Нехай C
p

k1
1
×· · ·×Cpkm

m
— розклад групи G у прямий добу-

ток примарних циклiчних груп. Тодi серед простих чисел p1, p2, . . . , pm

мають бути однаковi. Справдi, якби вони були попарно рiзнi, то для ко-
жного i < m числа pk1

1 · · · pki
i та p

ki+1
i+1 були б взаємно простими. Однак

для взаємно простих чисел r i s маємо: Cr × Cs ' Crs. Тому було б:

C
p

k1
1
× C

p
k2
2
× · · · × Cpkm

m
' C

p
k1
1 p

k2
2
× C

p
k3
3
× · · · × Cpkm

m
'

' C
p

k1
1 p

k2
2 p

k3
3
× C

p
k4
4
× · · · × Cpkm

m
' · · · ' C

p
k1
1 p

k2
2 ···pkm

m
,

тобто, усупереч умовi, група G була б циклiчною.
Отже, серед простих чисел p1, p2, . . . , pm є однаковi. Можна вважати,

що p1 = p2. Нехай C
p

k1
1

= 〈a〉, C
p

k2
2

= C
p

k2
1

= 〈b〉. Тодi кожен з елементiв

c = ap
k1−1
1 i d = bp

k2−1
1 має порядок p1, а породжена ними пiдгрупа

H = 〈c, d〉 (як випливає iз зад. 3.13) — порядок p2
1. Для довiльного

елемента x = cudv ∈ H виконується xp1 = (cudv)p1 = cp1udp1v = e. Таким
чином, пiдгрупа H має порядок p2 i мiстить лише елементи порядку p1,
а тому не є циклiчною.

Задача 2. Доведiть, що: a) множина H = {2a : a ∈ Zn} є пiдгру-
пою групи Zn; b) факторгрупа Zn/H має порядок 2n i розкладається у
прямий добуток n циклiчних груп порядку 2.

Розв’язання. a) Очевидно, що коли x = 2a ∈ H, y = 2b ∈ H, то x + y =
2(a + b) ∈ H i −x = −2a = 2(−a) ∈ H. Тому H є пiдгрупою.

b) Оскiльки для довiльного елемента a = a + H з Zn/H маємо
2a = 2(a + H) = 2a + H = H = 0̄, то всi неодиничнi елементи фа-
кторгрупи Zn/H мають порядок 2. Крiм того, для довiльних елементiв
a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) iз Zn маємо:

a = b ⇔ a + H = b + H ⇔ a− b ∈ H ⇔
⇔ a1 − b1 ≡ 0 (mod 2) , . . . , an − bn ≡ 0 (mod 2) ⇔

⇔ a1 ≡ b1 (mod 2) , . . . , an ≡ bn (mod 2) .
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Таким чином, елемент a = a + H факторгрупи Zn/H повнiстю ви-
значається остачами вiд дiлення своїх компонент a1, . . . , an на 2. Тому
Zn/H = {(a1 mod2 , . . . , an mod 2) + H, a1, . . . , an ∈ Z} i |Zn/H| = 2n.
Отже, у розкладi Zn/H у прямий добуток циклiчних груп усi множники
повиннi мати порядок 2, а кiлькiсть множникiв має дорiвнювати n.

Задача 3. Розкладiть у пряму суму циклiчних груп факторгрупу Z3/H,
якщо: a) H — пiдгрупа, породжена елементами a = (2, 3, 3), b =
(−5,−3, 12), c = (24, 27,−3); b) H — пiдгрупа, породжена елементами
a = (3, 9, 9), b = (9,−3, 9).

Розв’язання. Щоб розкласти у пряму суму циклiчних груп факторгру-
пу Zn/H, виписуємо матрицю AH , рядки якої утворенi координатами
твiрних елементiв пiдгрупи H, i зводимо цю матрицю перетвореннями
рядкiв i стовпчикiв до дiагонального вигляду. Нагадаємо, що перетво-
рення рядкiв матрицi AH вiдповiдають перетворенням системи твiр-
них пiдгрупи H, а перетворення стовпчикiв — перетворенням системи
твiрних вiльної абелевої групи Zn. Елементарне перетворення рядкiв
(стовпчикiв) буде переводити систему твiрних пiдгрупи H у систему
твiрних H (вiдповiдно для групи Zn) тодi й лише тодi, коли воно є пе-
ретворенням одного з таких типiв: I) змiна знаку на протилежний у
всiх елементiв певного рядка (стовпчика); II) перестановка двох рядкiв
(стовпчикiв); III) додавання до одного рядка (стовпчика) цiлого кра-
тного iншого рядка (стовпчика). На кожному кроцi у ще не зведенiй до
дiагонального вигляду частинi матрицi намагаємося (у порядку прiо-
ритету):
— за допомогою перетворень типу II) поставити найменший за модулем
ненульовий елемент на верхнє лiве мiсце;
— за допомогою перетворень типу III) замiнити елементи верхнього ряд-
ка й лiвого стовпчика їх остачами вiд дiлення на верхнiй лiвий елемент;
— за допомогою перетворень типу III) одержати нулi в лiвому стовпчи-
ку.

У результатi таких перетворень матриця A зведеться до дiагональ-
ного вигляду. За допомогою перетворень типу I) дiагональнi елементи
можна зробити невiд’ємними. Остаточно одержимо матрицю
diag(k1, . . . , kn), де k1 ≥ 0, . . . , kn ≥ 0. Тодi Zn/H ' Zk1 ⊕ · · · ⊕ Zkn .

Зауважимо, що Z0 ' Z, Z1 ' E. Зокрема, доданки вигляду Z1 можна
опустити.
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a) AH =




2 3 3
−5 −3 12
24 27 −3


 .

Послiдовнiсть крокiв при зведеннi матрицi A до дiагонального ви-
гляду може бути такою:




2 3 3
−5 −3 12
24 27 −3


 1)→




2 1 1
−5 2 17
24 3 −27


 2)→




1 2 1
2 −5 17
3 24 −27


 3)→

3)→



1 0 0
2 −9 15
3 18 −30


 4)→




1 0 0
0 −9 15
0 18 −30


 5)→




1 0 0
0 −9 −3
0 18 6


 6)→

6)→



1 0 0
0 −3 −9
0 6 18


 7)→




1 0 0
0 −3 0
0 6 0


 8)→




1 0 0
0 3 0
0 0 0




1) зменшуємо елементи першого рядка (вiднiмаємо вiд другого i третьо-
го стовпчикiв перший);
2) ставимо найменший елемент на верхнє лiве мiсце (переставляємо пер-
ший i другий стовпчики);
3) робимо нулi в першому рядку (вiд другого i третього стовпчикiв вiд-
нiмаємо вiдповiднi кратнi першого стовпчика);
4) робимо нулi в першому стовпчику (вiд другого i третього рядкiв вiд-
нiмаємо вiдповiднi кратнi першого рядка);
5) зменшуємо елементи другого рядка (до третього стовпчика додаємо
подвоєний другий);
6) у не зведенiй до дiагонального вигляду частинi матрицi ставимо най-
менший елемент на верхнє лiве мiсце (переставляємо другий i третiй
стовпчики);
7) робимо нулi в другому рядку (вiд третього стовпчика вiднiмаємо по-
троєний другий);
8) робимо нулi в другому стовпчику (до третього рядка додаємо подво-
єний другий) i робимо дiагональнi елементи невiд’ємними (у другому
рядку змiнюємо знаки на протилежнi).

Таким чином, Z3/H ' Z1 ⊕ Z3 ⊕ Z0 ' Z3 ⊕ Z.

b) AH =
(

3 9 9
9 −3 9

)
. Послiдовнiсть крокiв при зведеннi ма-
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трицi A до дiагонального вигляду може бути такою:
(

3 9 9
9 −3 9

)
1)→

(
3 0 0
9 −30 −18

)
2)→

(
3 0 0
0 −30 −18

)
3)→

3)→
(

3 0 0
0 −18 −30

)
4)→

(
3 0 0
0 −18 6

)
5)→

5)→
(

3 0 0
0 6 −18

)
6)→

(
3 0 0
0 6 0

)

1) вiднiмаємо вiд другого i третього стовпчикiв потроєний перший;
2) вiднiмаємо вiд другого рядка потроєний перший;
3) переставляємо другий i третiй стовпчики;
4) вiднiмаємо вiд третього стовпчика подвоєний другий;
5) переставляємо другий i третiй стовпчики;
6) додаємо до третього стовпчика потроєний другий.

Дописавши до матрицi нульовий рядок (що вiдповiдає долученню до
твiрних елементiв пiдгрупи H нейтрального елемента e = (0, 0, 0), вiд
чого, очевидно, пiдгрупа H не змiниться), одержимо матрицю

(
3 0 0
0 6 0
0 0 0

)
.

Тому Z3/H ' Z3 ⊕ Z6 ⊕ Z0 ' Z3 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z.
Задача 4. Нехай H — пiдгрупа групи Zn, породжена елементами a1 =
(a11, . . . , a1n), . . . , an = (an1, . . . , ann). Доведiть, що факторгрупа Zn/H
буде скiнченною тодi й лише тодi, коли визначник матрицi AH = (aij)
вiдмiнний вiд нуля.

Розв’язання. Як i при розв’язуваннi попередньої задачi, зведемо ма-
трицю AH до дiагонального вигляду diag(k1, . . . , kn). Оскiльки Zn/H '
Zk1⊕· · ·⊕Zkn , то факторгрупа Zn/H буде скiнченною тодi й лише тодi,
коли серед прямих доданкiв немає нескiнченної циклiчної групи Z, тоб-
то тодi й лише тодi, коли серед чисел k1, . . . , kn немає нулiв, або, що те
ж саме, коли k1 · · · kn 6= 0. Однак числа det(aij) i k1 · · · kn вiдрiзняються
щонайбiльше знаком, так як при застосуваннi до матрицi одного з пере-
творень I) — III) її визначник щонайбiльше змiнює знак. Тому фактор-
група Zn/H буде скiнченною тодi й лише тодi, коли det(aij) 6= 0.

Задача 5. Доведiть, що кожна пiдгрупа скiнченно–породженої абеле-
вої групи сама є скiнченно–породженою.
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Розв’язання. Нехай B — пiдгрупа скiнченно–породженої абелевої групи
A. Тодi iснує епiморфiзм ϕ деякої вiльної абелевої групи Zn на групу A.
Розглянемо повний прообраз C = ϕ−1(B) пiдгрупи B при цьому епiмор-
фiзмi. Кожна пiдгрупа вiльної абелевої групи Zn має систему твiрних,
що мiстить не бiльше n елементiв. Нехай c1, . . . , ck, k ≤ n, — така систе-
ма твiрних для пiдгрупи C. Тодi кожний елемент c ∈ C можна записа-
ти у виглядi c = m1c1 + · · · + mkck, звiдки ϕ(c) = ϕ(c1)m1 · · ·ϕ(ck)mk .
Крiм того, ϕ(C) = B, тому ϕ(c1), . . . , ϕ(ck) є системою твiрних
пiдгрупи B.

Задача 6.∗ Доведiть, що коли найменше спiльне кратне порядкiв еле-
ментiв скiнченної абелевої групи G дорiвнює n, то в групi G є елемент
порядку n.

Розв’язання. Оскiльки НСК(n1, . . . , nk) = НСК(n1,НСК(n2, . . . , nk)),
то достатньо довести, що для довiльних елементiв a i b iз G iснує такий
елемент c, що |c| =НСК(|a|, |b|).

Доведемо спочатку, що коли числа |a| = m i |b| = n взаємно простi,
то таким елементом є ab. Справдi, у цьому випадку НСК(|a|, |b|) = |a|·|b|
i 〈a〉 ∩ 〈b〉 = E. Якщо (ab)k = akbk = e, то ak = b−k. Отже, ak ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉.
Однак тодi ak = b−k = e i m|k, n|(−k). Оскiльки m i n — взаємно
простi, то mn|k i mn ≤ k. Тому mn ≤ |ab|. З iншого боку, очевидно, що
(ab)mn = amnbmn = (am)n(bn)m = enem = e. Тому mn ≥ |ab|. Разом з
попередньою нерiвнiстю це дає mn = |ab|.

Загальний випадок зводиться до попереднього. Справдi, нехай |a| =
m = pk1

1 · · · pkr
r q

kr+1
r+1 · · · qkr+t

r+t i |b| = n = pl1
1 · · · plr

r q
lr+1
r+1 · · · qlr+t

r+t , причому
k1 ≥ l1, . . ., kr ≥ lr, kr+1 < lr+1, . . ., kr+t < lr+t. Тодi елемент a1 =

aq
kr+1
r+1 ···qkr+t

r+t має порядок pk1
1 · · · pkr

r , а елемент b1 = bp
l1
1 ···plr

r — порядок
q

lr+1
r+1 · · · qlr+t

r+t . Оскiльки |a1| i |b1| — взаємно простi, то |a1b1| = |a1| · |b1| =
pk1
1 · · · pkr

r · qlr+1
r+1 · · · qlr+t

r+t =НСК(|a|, |b|).
Зауваження 1. Для неабелевих груп твердження задачi не є правиль-
ним. Наприклад, у групi S3 є елементи порядкiв 2 i 3, але немає еле-
мента порядку 6.

Основнi задачi

7. Доведiть, що скiнченна абелева група є циклiчною тодi й лише тодi,
коли кожна її силовська пiдгрупа є циклiчною.
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8. Доведiть, що кожний зростаючий ланцюг H1 ≤ H2 ≤ · · · ≤
≤ Hn ≤ · · · пiдгруп H1, H2, . . . , Hn, . . . скiнченно–породженої абелевої
групи обривається, тобто що Hk = Hk+1 = · · · для деякого номера k.

9. Розкладiть у пряму суму циклiчних груп факторгрупу Z3/H, де H
— пiдгрупа, породжена елементами a = (3, 6, 6) i b = (6, 13, 5).

10. У факторгрупi Z3/H, де H — пiдгрупа, породжена елементами a =
(1, 2, 4) i b = (1,−1, 1), знайдiть порядок елемента (3, 1, 7) + H.

11. Розкладiть у пряму суму циклiчних груп факторгрупу Z3/H, де
H — пiдгрупа, породжена елементами a, b, c, якщо: a) a = (7, 3, 1), b =
(5, 9,−1), c = (7, 1, 3); b) a = (1, 2,−1), b = (4, 5,−2), c = (9, 2, 3); c) a =
(3, 1, 2), b = (9, 10, 8), c = (12, 11, 10); d) a = (1,−2, 4), b = (2,−3, 7), c =
(5, 7, 3).

12. Нехай H — пiдгрупа групи Zn, породжена елементами a1 =
(a11, . . . , a1n), . . . , an = (an1, . . . , ann). Доведiть, що коли факторгру-
па Zn/H скiнченна, то її порядок дорiвнює модулю визначника матри-
цi (aij).

13. Доведiть, що множина всiх цiлочисельних розв’язкiв однорiдної си-
стеми лiнiйних рiвнянь зi змiнними x1, . . . , xn iз рацiональними коефi-
цiєнтами є пiдгрупою групи Zn.

14. З’ясуйте, чи кожну пiдгрупу групи Zn можна подати у виглядi мно-
жини всiх цiлочисельних розв’язкiв деякої однорiдної системи лiнiйних
рiвнянь зi змiнними x1, . . . , xn iз рацiональними коефiцiєнтами.

15. Знайдiть необхiднi й достатнi умови для того, щоб перетворення
(m,n) 7→ (am + bn, cm + dn) групи Z⊕ Z було її автоморфiзмом.

Додатковi задачi

16. Доведiть, що кожний сюр’єктивний ендоморфiзм скiнченно–пород-
женої абелевої групи є автоморфiзмом.

17. Нехай A — скiнченна абелева група. Доведiть, що коли iндекс
|A : H| пiдгрупи H не дiлиться на просте число p, то кожна p–пiдгрупа
P групи A мiститься в H.

18. Доведiть, що в скiнченнiй абелевiй p–групi G кожна циклiчна пiд-
група H максимального порядку видiляється прямим множником (тоб-
то знайдеться така пiдгрупа F ≤ G, що G = H ×G).
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19. Доведiть, що для довiльної силовської p–пiдгрупи Hp скiнченної
абелевої групи G i довiльного елемента a ∈ G максимального порядку
перетин 〈a〉 ∩Hp є максимальною циклiчною пiдгрупою в Hp.

Домашнє завдання

20. Доведiть, що елементи a1 = (a11, . . . , a1n), . . . , an = (an1, . . . , ann)
утворюють систему твiрних групи Zn тодi й лише тодi, коли визначник
матрицi (aij) дорiвнює ±1.

21. Розкладiть у пряму суму циклiчних груп факторгрупу Z3/H, де H
— пiдгрупа, породжена елементами a = (2, 3,−2) i b = (6,−2,−3).

22. Розкладiть у пряму суму циклiчних груп факторгрупу (Z3)/H, де
H — пiдгрупа, породжена елементами a, b, c, якщо: a) a = (−1, 5, 5),
b = (−2, 6, 1), c = (1, 9,−5); b) a = (2,−2, 4), b = (−1, 7,−5), c = (5, 1, 7);
c) a = (8, 7, 2), b = (5, 4,−1), c = (4, 4, 3); d) a = (4, 2,−1), b = (5, 3,−2),
c = (3, 2,−1).

23. У факторгрупi Z3/H, де H — пiдгрупа, породжена елементами a =
(4, 7, 3) i b = (3, 4, 1), знайдiть порядок елемента (5, 8, 3) + H.

Лiтература. [1, с. 104–113], [3, с. 435–447], [4, с. 339–345], [7, с. 275–
276, 278–283], [6, с. 64–67].
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Вiдповiдi та вказiвки

Заняття 1. 7. nn2
; a) n

n2+n
2 ; b) n(n−1)2+1. 8. a) 24; b) 2n. 9. 8. 11. Та-

блиця Келi: a) симетрична вiдносно головної дiагоналi; b) мiстить ря-
док (стовпчик) однакових елементiв; c) мiстить рядок (стовпчик), який
збiгається з першим рядком (стовпчиком); d) у рядку (стовпчику) еле-
мента a мiстить нейтральний елемент. 12.

∪ ∩ r 4
асоцiативнiсть + + – +
комутативнiсть + + – +
iснування нейтрального елемента + + – +
iснування обернених елементiв – – – +

13. Так. 14. Так. 15. Так. 16. При |M | = 1 — iзоморфнi, при |M | > 1
— попарно неiзоморфнi. Напiвгрупою є (M2, ◦2). 17. a) ' e), b) ' f),
g) ' h). Iнших iзоморфiзмiв немає. 18. Вказ. Розв’язок ea рiвняння
ax = a є лiвою одиницею, так як для всiх b ∈ M буде ab = (aea)b =
a(eab), а рiвняння ax = ab має єдиний розв’язок x = b. 19. a) Пра-
вою оберненою є дiя (a, b) 7→ loga b, лiвою оберненою є дiя (a, b) 7→ a

√
b.

c) Правою оберненою до правої оберненої є дiя ∗, а лiвою оберненою
до неї є дiя (a, b) 7→ y, де y ∗ b = a; правою оберненою до лiвої обер-
неної є дiя (a, b) 7→ b ∗ a, а лiвою оберненою до неї є дiя (a, b) 7→ y, де
b ∗ y = a. Цi 4 дiї можуть збiгатися, наприклад, у випадку, коли (M, ∗) є
групою, кожен елемент якої у квадратi дорiвнює 1 (такою є ({1,−1}, ·)).
20. 86. Вказ. Якщо τ(1) = τ(2) = 1, то кожне зi значень τ(3), · · · , τ(7)
можна вибирати незалежно двома способами. Якщо τ(1) = 1, τ(2) = 2,
то τ(3) = 3, τ(4) можна вибирати довiльно з {3, 4}, а τ(5), τ(6), τ(7)
— довiльно з {5, 6, 7}. Iнших значень τ(1) i τ(2) набувати не можуть.
21. a) ' c) ' e), b) ' d). Iнших iзоморфiзмiв немає. Вказ. Напiвгрупи
a), c), e) є вiльними злiченно–породженими комутативними моноїдами;
у напiвгрупах b) i d) розклад елемента в добуток нерозкладних не є
однозначним, але всi розклади даного елемента мають однакову дов-
жину; у напiвгрупi f) розклад елемента в добуток нерозкладних може
мати рiзну довжину, наприклад, 64 = 4 · 4 · 4 = 8 · 8. 22. Нi. Вказ. Обчи-
слiть |Nk \ {a + b : a, b ∈ Nk}|. 23. 8. 24. 5. Вказ. Такими напiвгрупами
є: добуток дорiвнює правому спiвмножнику; добуток дорiвнює лiвому
спiвмножнику; {0, a}, a2 = 0; {0, 1}; {1, a}, a2 = 1. 25. 24. 26. Вказ.
Множина рухiв рiзностороннього прямокутного паралелепiпеда склада-
ється з тотожного перетворення, трьох поворотiв на 180◦ вiдносно осей,
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що проходять через середини протилежних граней, трьох дзеркальних
симетрiй вiдносно площин, що проходять через середини паралельних
ребер та центральної симетрiї вiдносно центра симетрiї паралелепiпе-
да. 27. a) Нi; b) так; c) так; d) нi. 28. a) Так; b) нi; c) так. 29. При
a = b = 1 та довiльному c дiя має нейтральний елемент e = −c. Усi
елементи будуть оборотними за цих умов. 30. a) Є, якщо в рядку (стов-
пчику) елемента a таблицi Келi не має однакових елементiв; b) елемент
a в таблицi Келi має бути на перетинi свого рядка i свого стовпчика.
31. Довiльний елемент нейтральний справа; вiдносно довiльного ней-
трального x кожний елемент оборотний злiва й лише сам x оборотний
справа при |M | = 1. 32. Так; не iснує, якщо |M | > 1. 33. Вказ. Вiдобра-
ження A → Ā є iзоморфiзмом.

Заняття 2. 5. Правими нулями є такi τ , що для всiх a ∈ M τ(a) = i
для фiксованого i ∈ M . Лiвих нулiв немає. 6. Для a) елемент a має бути
оборотним; b) Im b ⊆ Im a; c) Im b ⊆ Im a i для довiльного x ∈ Im b
виконується |a−1(x)| = 1. 7. τ(a) = a для кожного a ∈ τ(M). 8.

a b c d e f g
додавання г г – – г г г
множення м м – – м м м
суперпозицiя м н – н м м н

9. a), b), f) — група, c), d), e) — не замкненi вiдносно композицiї.
10. a), b), d), e) при d = 1, f), j), k), l), m) — так, c), g), h), i) — нi.
11. a) так; b), c) нi; d) нi для 0 < k < n(n− 1)/2. 12. n — непарне. 14.

◦ x 1− x 1
x

1
1−x

x−1
x

x
x−1

x x 1− x 1
x

1
1−x

x−1
x

x
x−1

1− x 1− x x x−1
x

x
x−1

1
x

1
1−x

1
x

1
x

1
1−x x 1− x x

x−1
x−1

x
1

1−x
1

1−x
1
x

x
x−1

x−1
x x 1− x

x−1
x

x−1
x

x
x−1 1− x x 1

1−x
1
x

x
x−1

x
x−1

x−1
x

1
1−x

1
x 1− x x

15. Вказ. a) Нейтральним елементом є 2, оберненим до a є a
a−1 ; b) ней-

тральним елементом є 0, оберненим до a, де a 6= 0, є 1 − a; c) ней-
тральним елементом є (1, 0), оберненим до (x, y) є (x,−y). 16. Вказ.
Задане ребро правильного багатогранника можна перевести в будь–яке
iнше ребро рiвно двома способами. 17. Вказ. Використайте попередню
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задачу й теорему Ойлера про кiлькiсть вершин, ребер i граней опукло-
го багатогранника. 18.

∑n
k=1

(
n
k

)
kn−k. Вказ. Перетворення ϕ ∈ Tn буде

iдемпотентом тодi й лише тодi, коли ϕ(x) = x для кожного x з обла-
стi значень ϕ. 19. Вказ. Виходячи з припущення, що M не мiстить
iдемпотента, показати, що для a ∈ M елементи з {a, a2, a4, . . . , a2n}
– попарно рiзнi, де n = |M |. 20. b) буде моноїдом тодi й лише то-
дi, коли a — оборотний елемент. 21. ∅, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, c}, {a, d},
{b, c}, {b, d}, {a, b, c, d}. 22. a) 41; b) 196. 23. n!. 24. a) Нi для 1 < k < n;
b) нi.

Заняття 3. 5. a) 9; b) 3 · 6 = 18. 6. Вказ. Скористайтеся тим, що
H – пiдгрупа (G, ∗) ⇔ для довiльних g, h ∈ H g ∗ h−1 ∈ H. 7. a) 2,
так; b) 1, нi; c) 1, нi; d) 20, так; e) 4, так. 8. Нi. 9. a) {ε}, 〈(12)〉,
〈(13)〉, 〈(23)〉, 〈(123)〉, S3. b) {1}, {±1}, 〈i〉, 〈j〉, 〈k〉, Q8. 10. Вказ. Кожен
ненульовий елемент групи Z має нескiнченний порядок. 11. a) Gf =
{ε, (23), (24), (34), (234), (243)}; b) Gf = {ε, (1234), (13)(24), (1432), (13),
(14)(23), (24), (12)(34)}. 12. A ∪ B є пiдгрупою тодi й лише тодi, коли
одна з пiдгруп мiститься в iншiй. Вказ. Якщо A∪B – пiдгрупа, то роз-
гляньте xy, де x ∈ A \ B, y ∈ B \ A. 13. Вказ. Скористайтеся тим, що
|A| · |B| дорiвнює кiлькостi наборiв (a, b), де a ∈ A, b ∈ B, а |AB| дорiв-
нює кiлькостi рiзних елементiв групи G вигляду ab. Крiм того, ab = a1b1

тодi й лише тодi, коли a−1
1 a = b1b

−1, тобто коли a−1
1 a, b1b

−1 ∈ A ∩ B.
14. Так. 15. Вказ. Скористайтеся тим, що елемент a · b ∈ A · B на-
лежить A1 (вiдповiдно B1) тодi й лише тодi, коли b ∈ A1 (вiдповiдно
a ∈ B1). 16. Вказ. Для доведення рiвностi C = A · (B ∩ C) скористай-
теся тим, що ab з A · B належить C тодi й лише тодi, коли b ∈ B ∩ C.
17. a) 3!33 = 162; b) 2!42 = 32. 18. Так. Вказ. Умову задовольняє тiль-
ки тотожна пiдстановка. 19. {0◦}, 〈180◦〉, 〈s1〉, 〈s2〉, 〈s3〉, 〈s4〉, 〈90◦〉,
{0◦, 180◦, s1, s3}, {0◦, 180◦, s2, s4}, D4, де s1, s3 та s2, s4 — пари симетрiй
iз взаємно перпендикулярними осями. 20. 2nn!. 21. b) Вказ. Розгляньте
елементи з добутку (C \A) ·(C \B). 22. Вказ. Для довiльного елемента a
пiднапiвгрупи знайдуться такi рiзнi k i l, що ak = al, звiдки a · ak−l−1 =
ak−l = e, тобто елемент a є оборотним у пiднапiвгрупi; твердження не-
вiрне для N ⊂ Z. 23. D2(R) при a 6= b, SL2(R) при a = b. 24. a) Gf =
{ε, (12), (34), (12)(34), (1423), (14)(23), (1324), (13)(24)}; b) Gf = S4.

Заняття 4. 7. a), c) Так. b) Нi. Вказ. c) Виразiть через цикли
довжини 4 транспозицiї. 8. Вказ. Покажiть, що поворот i паралельний
перенос є суперпозицiєю двох осьових симетрiй. 9. Вказ. Через скiнчен-
ну систему { n1

m1
, . . . , nk

mk
} не можна зобразити 1

m1...mk+1 . 10. Циклiчними
будуть a),b),d). 11. a) ϕ(6120) = ϕ(23 · 32 · 5 · 17) = 1536; b) ϕ(8700) =
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= ϕ(22 · 3 · 52 · 29) = 2240; c) ϕ(2820) = ϕ(22 · 3 · 5 · 47) = 736. 12. a) 48;
b) 36; c) 24. 13. {a, b}, де a, b – взаємно простi цiлi числа, не рiвнi ±1.
14. a) 8; b) 18; c) 0. 15.

a)

C4

C2

{e}

; b)

C6

C3 C2

{e}

¡¡

@@ ¡¡

@@
; c)

C12

C6

C3

C4

C2

{e}

QQ

QQQQ

QQ

´́

´́

´́

;

d) {e} < C2 < C4 < C8 < C16. 16. Cpk (p – просте число). Вказ. Роз-
гляньте елемент, який не належить найбiльшiй власнiй пiдгрупi, i по-
родiть ним циклiчну пiдгрупу. 17. a) Cp2 ; b) Cp3 , Cpq (p, q – простi
числа). Вказ. а) Скористайтеся зад. 4.16; b) Скористайтеся зад. 3.13.
18. a) 9: двi довiльнi транспозицiї або транспозицiя i цикл довжиною
3; b) 30: двi довiльнi осьовi симетрiї або поворот i осьова симетрiя;
c) 12: {±i,±j}, {±i,±k}, {±j,±k}. 19. a) Вказ. Доведiть, що кожна з
множин {(12), (12345)}, {(12)(34), (123)(24)}, {(123), (1245)} є системою
твiрних групи S5. 20. (a1a2 . . . an) та (ij) породжують Sn тодi й ли-
ше тодi, коли i− j взаємно просте з n. 21. Вказ. Доведiть, що добутки
{(12)(34) · · · (2k−1, 2k)·(23)(45) · · · (2k−2, 2k−1) i {(12)(34) · · · (2k−1, 2k)·
(23)(45) · · · (2k, 2k +1) будуть циклами довжиною 2k i 2k +1 вiдповiдно,
i скористайтеся зад. 4.19. 22. Вказ. Iз зад. 4.9 випливає, що в Q iснують
лише нескiнченнi системи твiрних. Нехай S — незвiдна система твiрних
групи Q i нехай 1 = k1

m1
n1

+ · · · + kr
mr

nr
— зображення числа 1 через S.

Тодi для довiльного m
n ∈ S�{m1

n1
, . . . , mr

nr
} множина S′ = S�{m

n } також
буде системою твiрних Q. Справдi, нехай 1

n2 = k · m
n + a, де a ∈ 〈S′〉.

Звiдси 1
n = km + na ∈ 〈S′〉, так як 1 ∈ 〈S′〉. Однак тодi m

n = m · 1
n

також належить 〈S′〉. 23. 48: довiльнi цикл довжиною 3 i iнволюцiя
або два цикли довжиною 3 такi, що жоден з них не є квадратом iн-
шого. 24. b) Cpn , де p — просте число; c) групи з п. b) та Cp∞ . Вказ.
b) Скористайтесь зад. 4.16. c) Доведiть, що кожна циклiчна пiдгрупа є
скiнченною i використайте п. b). 25. a), b) Так. 26. Вказ. Кожен елемент
множини { n1

m1
, . . . , nk

mk
} є кратним елемента 1

m1...mk
. 27. a) 12: поворот на

кут ±90◦ i довiльна осьова симетрiя або двi симетрiї, сума iндексiв яких
є непарним числом: {s1, s2}, {s1, s4}, {s2, s3}, {s3, s4}. 28. Вказ. Скори-
стайтеся тим, що пiдгрупи групи Cp∞ утворюють ланцюг. 29. a) 11, 22;
b) 13, 21, 26, 28, 36, 42. 30.
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a)

Cpq

Cp Cq

{e}

¡¡

@@ ¡¡

@@
; b)

Cpqr

Cpq Cpr Cqr

Cp Cq Cr

{e}

´́

´́

´́ QQ

QQ

QQ

´́QQ

; c)

Cp2q

Cpq

Cq

Cp2

Cp

{e}

QQ

QQQQ

QQ

´́

´́

´́

.

31. 17. 32. a) 16; b) 0. 33. ∪n∈N〈 1
n! 〉. 34. Вказ. Якщо |H| = n, то xn = e

для довiльного x ∈ H, звiдки H ⊆ Cn.
Заняття 5. 6. n/НСД(n, k). 7. Твiрними будуть: a) повороти на

30◦, 150◦, 210◦, 330◦; b) усi непарнi класи лишкiв; c) класи лишкiв 2̄, 6̄,
7̄, 11. 8. a) 4; b) 8; c) ∞; d) 6. 9. Нi. 10. ϕ(k), якщо k|n, i 0, якщо k - n.
11. a) 1, 5 i 2 елементiв порядкiв 1, 2 i 4 вiдповiдно; b) 1, 1 i 6 елементiв
порядкiв 1, 2 i 4 вiдповiдно; c) 1, 9, 8 i 6 елементiв порядкiв 1, 2, 3 i 4 вiд-
повiдно. 12. 1, 2, 3, 4, 5, 6. 13. a) Так; b) так; c) так. 14. Вказ. Розбийте G
на пiдмножини вигляду {a, a−1}. 15. a), b), d) Так; c) нi. 16. a) Розв’яз-
ки e, a24, a48, a72, a96, елементи порядку 5: a24, a48, a72, a96; b) розв’язки
e, a15, a30, a45, a60, a75, a90, a105, елементи порядку 8: a15, a45, a75, a105.
17. Вказ. Пiдстановка непарного порядку мiстить лише цикли непарної
довжини, а такi цикли є парними пiдстановками. 18. Нi. Вказ. Роз-
гляньте добуток (12) · (234). 19. b) Вказ. Вiзьмiть b = a2, де a — еле-
мент порядку 6. c) Вказ. Нехай n = pα1

1 · · · pαr
r , m = pβ1

1 · · · pβr
r . Для

i = 1, . . . , r покладемо γi = αi, якщо αi ≥ βi, i γi = 0 у протилежному
випадку. Нехай t = pγ1

1 · · · pγr
r , k = n/t, l = mt

/
НСК(m,n). Тодi числа

t i НСК(m,n)
/
t — взаємно простi i |ak| = t, |bl| = НСК(m,n)

/
t. Да-

лi використайте п. a). 20. Вказ. Порядок пiдстановки дорiвнює НСК
довжин її циклiв. 21.

(
a 0
0 b

)
, де a, b ∈ {1,−1}. Вказ. Якщо a 6= b, то(

a c
0 b

)n =
(

an c an−bn

a−b

0 an

)
. Крiм того,

(
a c
0 a

)n =
(

an nan−1c
0 bn

)
. 22. Вказ.

Використайте зад. 5.5. 23. a) 8; b) 6. 24. Вказ. I спосiб. Нехай z =
3/5 + (4/5)i = cos α + i sin α. Якщо z має скiнченний порядок, то α є
рацiональним кратним числа π i серед чисел tg α, tg 2α, tg 3α, . . . є лише
скiнченна кiлькiсть рiзних. Однак коли tg ψ = (2km)/n, де k > 0 i m,n
— непарнi, то tg 2ψ = (2k+1mn)/(n2 +2km2), де числа mn i n2 +2km2 —
теж непарнi. Тому числа tg α, tg 2α, . . . , tg 2lα, . . . — усi рiзнi. II спосiб.
Доведiть за допомогою iндукцiї, що (3+4i)n = (3+5m)+(4+5k)i, де m
i k — цiлi числа. 25. a) порядку 1 — 1 елемент, порядку 2 — 7 елементiв,
порядку 3 — 2 елементи, порядку 6 — 2 елементи; b) порядку 1 — 1
елемент, порядку 2 — 15 елементiв, порядку 3 — 20 елементiв, порядку
5 — 24 елементи. 26. Максимальний порядок елемента групи A8 — це
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15, S8 — 15, A9 — 15, S9 — 20, A10 — 21, S10 — 30, A11 — 21, S11 — 30,
A12 — 35, S12 — 60. 27. pm − pm−1. 28. Нi.

Заняття 6. 7. Вказ. Якщо для деякого g ∈ G iснує такий x ∈ G, що
x ◦ x = g, то для h = ϕ(g) ∈ H матимемо h = ϕ(x ◦ x) = ϕ(x) ∗ ϕ(x), де
ϕ : G → H — iзоморфiзм. 8. Нi — для скiнченної циклiчної групи, так —
для нескiнченної. 9. Вказ. Розгляньте вiдображення R∗ → G, x 7→ x− 1.
10. Вказ. Використайте зад. 6.7. 11. Вказ. a) Розгляньте дiю групи по-
воротiв тетраедра на його вершинах. b), c) Центри граней куба є вер-
шинами правильного октаедра i, навпаки, центри граней правильного
октаедра є вершинами куба. d) Розгляньте дiю групи поворотiв куба
на його дiагоналях. e), f) Центри граней додекаедра є вершинами
iкосаедра i, навпаки, центри граней iкосаедра є вершинами
додекаедра. 12. a) Двi трикутнi пiрамiди з попарно рiзними ребрами,
склеєнi основами; b) правильна трикутна пiрамiда; c) трикутна пiрамi-
да, у якої рiвно 5 однакових ребер; d) правильна чотирикутна пiрамiда.
13. a) Так; b) нi. Вказ. Пiдрахуйте кiлькiсть елементiв порядку 2. 14.
Вказ. a) Група (Q, +) — не циклiчна; b) у групi (Q\{0}, ·) є елемент по-
рядку 2. 15. Iзоморфнi тiльки S3 i SL2(Z2). Вказ. У всiх iнших випадках
групи розрiзняються або порядком, або кiлькiстю елементiв порядку
2. 16. a) ' b) ' j) ' p), c) ' e) ' i) ' l) ' m) ' n) ' r), d) ' k) ' q),
h) ' o), f), g). 17. a) Якщо C4 = 〈a〉 i a1 = e, a2 = a, a3 = a2, a4 = a3,
то a1 7→

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, a2 7→

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
a3 7→

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
a4 7→

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
; b) якщо

a1 = e, a2 = (12), a3 = (13), a4 = (23), a5 = (123), a6 = (132), то
a1 7→

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
, a2 7→

(
1 2 3 4 5 6
2 1 6 5 4 3

)
, a3 7→

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 6 2 4

)
, a4 7→

(
1 2 3 4 5 6
4 6 5 1 3 2

)
,

a5 7→
(

1 2 3 4 5 6
5 3 4 2 6 1

)
, a6 7→

(
1 2 3 4 5 6
6 4 2 3 1 5

)
. 18. a), b), c) 2. 19. Вказ. Вiдображе-

ння x 7→ x−1 i x 7→ xa−1 є iзоморфiзмами (G, ·) на (G, ∗) i (G, ◦) вiдпо-
вiдно. 20. Вказ. Впишiть у додекаедр 5 правильних тетраедрiв так, щоб
були використанi всi вершини додекаедра, i розгляньте дiю групи пово-
ротiв додекаедра на цих тетраедрах. 21. Вказ. Група SL2(Z3) мiстить
єдиний елемент

(
2 0
0 2

)
порядку 2. 22. Вказ. Використайте теорему Келi

i рiвнiсть Sn = 〈(12), (123 . . . n)〉. 23. Вказ. Нехай SA1A2 . . . An — пра-
вильна n–кутна пiрамiда, B1, B2, . . . , Bn — середини ребер A1A2, A2A3,
. . . , AnA1, C1, C2, . . . , Cn дiлять ребра A1A2, A2A3, . . . , AnA1 у вiдно-
шеннi 1 : 3, D1, D2, . . . , Dn — середини ребер A1S, A2S, . . . , AnS. Вiд-
рiжте вiд SA1A2 . . . An маленькi пiрамiди A1BnC1D1, A2B1C2D2, . . . ,
AnBn−1CnDn. 24. Zp (p — просте число) i Z. Вказ. Група має бути ци-
клiчною. 25. K4, C4. 28. Нi. 30. Два класи попарно iзоморфних груп:
{a), b), d), h), i), k),m)} та {c), e), f), g), j), l)}. 31. Два класи попарно iзо-
морфних груп: {a), c), d), e), f)} та {b), g)}.
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Заняття 7. 7. a) Числа з однаковою дробовою частиною; b) гори-
зонтальнi прямi на комплекснiй площинi; c) прямi, що проходять через
початок координат, з виколотим початком координат; d) матрицi з одна-
ковим визначником. 8. a) {e, a4, a8, a12, a16, a20}, {a, a5, a9, a13, a17, a21},
{a2, a6, a10, a14, a18, a22}, {a3, a7, a11, a15, a19, a23}; b) {±1}, {±i}, {±j},
{±k}. 9. Вказ. Скористайтесь теоремою Лагранжа. 10. |{ε}| = 1, |〈(12)〉| =
2, |〈(123)〉| = 3, |〈(1234)〉| = 4, |{π ∈ S4|π(1) = 1}| = 6, |{ε, (1234),
(13)(24), (1432), (12)(34), (13), (14)(23), (24)}| = 8 (ця група з’являє-
ться, якщо групу рухiв квадрата примусити дiяти на множинi його вер-
шин, занумерованих проти годинникової стрiлки), |A4| = 12, |S4| = 24.
11. a) C6; b) K4. 12. a) Z; b) Cp∞ . 13. a) G = Z, H = nZ, n > 1;
b) G = Q∗, H = {1,−1}; c) G = R, H = Z. 14. b), e) Так; a), c),
d), f) нi. 15. a) {0◦, } {0◦, 180◦}, {0◦, 90◦, 180◦, 270◦}, {0◦, 180◦, s1, s3},
{0◦, 180◦, s2, s4}, D4, де s1, s3 та s2, s4 — двi пари взаємно перпендику-
лярних осьових симетрiй квадрата; b) A = {0◦, s1}, B = {0◦, 180◦, s1, s2},
C = D4, де s1, s2 — пара взаємно перпендикулярних осьових симетрiй
квадрата. 16. Вказ. Скористайтеся рiвностями a1b1 · a2b2 = a1b1a2b

−1
1 ·

b1b2 i (ab)−1 = b−1a−1b ·b−1. 17. 1,2,3,4,5,6,10,12,60. 18. Тiльки Cn. Вказ.
Порядок елемента пiдгрупи має дiлити число n, тому вiн є коренем
степеня n з 1. 19. Вказ. У протилежному випадку всi елементи мають
порядок q. Оскiльки двi рiзнi пiдгрупи порядку q перетинаються по оди-
ничнiй пiдгрупi, то число pq−1 = p(q−1)+(p−1) має дiлитися на q−1.
20. Вказ. Зауважте, що для довiльних пiдгрупи {0} � H � Q i елемента
a ∈ Q iснує таке натуральне число n, що an ∈ H. Далi виберiть b /∈ H
так, щоб найменше p ∈ N, для якого pb ∈ H, було простим. Тодi всi кла-
си сумiжностi вигляду b(k/pr)+H, де p - k i 0 < k < pr, будуть рiзними.
21. Вказ. Нехай G =

⋃
b∈K

bB — розклад групи G на класи сумiжностi за

пiдгрупою B. Тодi A = A ∩G =
⋃

b∈K

(A ∩ bB). Якщо A ∩ bB 6= ∅, то для

a ∈ A ∩ bB маємо: aA = A, aB = bB i A ∩ bB = aA ∩ aB = a(A ∩ B),
тобто A∩ bB — клас сумiжностi групи A за пiдгрупою A∩B. 22. Вказ.
Зведiть задачу до перетину тiльки двох груп. Далi використайте зад.
7.21 i той факт, що коли G > A > B i обидва iндекси |G : A|, |A : B|
скiнченнi, то |G : B| = |G : A| · |A : B|. 23. Вказ. a) Згiдно iз зад. 7.16
NH є пiдгрупою групи H, а iз зад. 3.13 випливає, що її порядок |NH|
є взаємно простим iз числом |G : N |. b) Випливає з п. a). 24. Вказ.
Множина H = {ab−1 : a, b ∈ M} є пiдгрупою, так як (ab−1)−1 = ba−1,
ab−1 · cd−1 = ab−1x · (dc−1x)−1, де x — довiльний з M . Тодi з рiвностi
x = xa−1 · a випливає, що M ⊆ Ha. Включення M ⊇ Ha очевидне. За-
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уваж. Аналогiчно можна розглянути лiвi класи сумiжностi. 25. Вказ.
З вказiвки до зад. 7.21 випливає, що коли |A : A ∩ B| = |G : B| i
G =

⋃
b∈K

bB, то для кожного b ∈ K множина A∩bB є класом сумiжностi

A за A∩B. Однак тодi представника b класу bB можна вибирати з пiд-
групи A i G = AB. Навпаки, якщо G = AB, то в розкладi G =

⋃
b∈K

bB

представники класiв сумiжностi можна вибирати з A, i тому A∩bB 6= ∅
для кожного b ∈ K. 26. Нехай s1, s3 — осьовi симетрiї, що проходять
через вершини квадрата, s2, s4 — осьовi симетрiї, що проходять через се-
редини протилежних сторiн. a) Для H =< 180◦ > лiвi класи {0◦, 180◦},
{90◦, 270◦}, {s1, s3}, {s2, s4}, правi класи такi самi. b) Для H =< s1 >
лiвi класи {0◦, s1}, {90◦, s4}, {180◦, s3}, {270◦, s2}, правi класи {0◦, s1},
{90◦, s2}, {180◦, s3}, {270◦, s4}. c) Для H =< s2 > лiвi класи {0◦, s2},
{90◦, s1}, {180◦, s4}, {270◦, s3}, правi класи {0◦, s2}, {90◦, s3}, {180◦, s4},
{270◦, s1}. 27. Вказ. Пiдгрупа порядку 2 групи D12 iзоморфна C2, по-
рядку 3 — C3, порядку 4 — C4, порядку 6 — C6, порядку 8 — D4, порядку
12 — C12. 28. a) Одна, b) три. 29. a) Нi, b) так, с) так, d) нi. 30. Власна
нормальна лише одна < 72◦ >' C5. 31. < i >, < j >, < k > — як
пiдгрупи iндексу 2; пiдгрупа {±1} мiстить елементи, якi комутують з
усiма елементами iз Q8.

Заняття 8. 8. a) Так; b), c), d) нi. Гомоморфiзмами будуть ϕk(n) =
kn. Iзоморфiзмами будуть ϕ1(n) i ϕ−1(n). 9. a) Ker ϕ = {0}, Im ϕ = R+;
b) Ker ϕ = {2πn|n ∈ Z}, Im ϕ = T . 10. 6 гомоморфiзмiв: ϕ1(k) =
0, ϕ2(k) = 3k, ϕ3(k) = 6k, ϕ4(k) = 9k, ϕ5(k) = 12k, ϕ6(k) = 15k.
Ker ϕ1 = Z6, Im ϕ1 = {0}; Ker ϕ2 = Ker ϕ6 = {0}, Im ϕ2 = Im ϕ6 =
{0, 3, 6, 9, 12, 15}; Ker ϕ3 = Ker ϕ5 = {0, 3}, Im ϕ3 = Im ϕ5 = {0, 6, 12};
Ker ϕ4 = {0, 2, 4}, Im ϕ4 = {0, 9, }. 11. Вказ. Якщо Cn = 〈a〉, то |ak| =
n/d (див. зад. 5.6), тому ϕk(Cn) = 〈ak〉 ' Cn/d. Ker ϕk = {am|n|mk} =
{am|(n/d)|m} = 〈an/d〉 ' Cd. 12. Бути абелевою. 13. a), c), d) так;
b) нi. 14. a), c) iснує; b) не iснує. 15. a) Класи сумiжностi H1 = 12Z,
H2 = 3 + 12Z, H2 = 6 + 12Z, H4 = 9 + 12Z. b) Класи сумiжностi
H1 = {0◦, 180◦}, H2 = {90◦, 270◦}, H3 = {s1, s3}, H4 = {s2, s4}, де s1, s3

та s2, s4 — пари взаємно перпендикулярних осьових симетрiй квадрата.

a)

H1 H2 H3 H4

H1 H1 H2 H3 H4

H2 H2 H3 H4 H1

H3 H3 H4 H1 H2

H4 H4 H1 H2 H3

b)

H1 H2 H3 H4

H1 H1 H2 H3 H4

H2 H2 H1 H4 H3

H3 H3 H4 H1 H2

H4 H4 H3 H2 H1
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16. Вказ. Розгляньте такi приклади: 1) G1 = G2 = Z, H1 = 2Z, H2 = 3Z;
2) G1 = G2 = D4, H1 = {0◦, 90◦, 180◦, 270◦}, H2 = {0◦, 180◦, s1, s2},
де s1, s2 — пара взаємно перпендикулярних осьових симетрiй квадра-
та; 3) G1 = Z4, G2 = K4, H1 = {0, 2}, H2 = {ε, (12)(34)}. 17. Нi.
Вказ. Розгляньте в K4 пiдгрупу H порядку 2. 18. Нi. Вказ. Розгляньте
в Q8 пiдгрупу H = {1,−1}. 19. Вказ. Розгляньте такi вiдображення:
a) ϕ(z) = zn; b) ϕ(z) = zn; c) ϕ(A) = det A; d) ϕ(a) = cos 2πa + i sin 2πa.
20. Мiстити iдемпотент. 21. a), b), c) нi; d) так. Вказ. a) Q — не циклi-
чна; b), c) усi нетривiальнi гомоморфнi образи групи Q — перiодичнi;
d) побудуйте гомоморфiзм Q∗ → Q, при якому n–те просте число пере-
ходить у дрiб 1/n. 22. Вказ. Нехай P — множина всiх простих чисел.
Користуючись основною теоремою арифметики, покажiть, що кожне
ненульове вiдображення P 7→ {0, 1} можна продовжити до епiморфiзму
Q∗ на Z. 23. Тiльки C1. Вказ. Нескiнченна циклiчна група C∞ гомомор-
фним образом бути не може, тому що вона — перiодична. Якщо серед го-
моморфних образiв є Cn, n > 1, то є i Cp, де p — якесь просте число. Тодi
ядро H гомоморфiзму — максимальна пiдгрупа в C∞. Нехай a ∈ C∞\H,
b — довiльний корiнь степеня p з a. Тодi C∞ = 〈H, a〉 i b = h·ak, де h ∈ H.
Звiдси a = bp = hp · apk ∈ H, усупереч припущенню. 24. Вказ. Пока-
жiть, що образом гомоморфiзму Q→ C∗, a 7→ cos 2πa+ i sin 2πa, є група
C∞. 25. Вказ. Для кожної пiдгрупи H iндексу 2 множина {x2|x ∈ G}
лежить в ядрi канонiчного епiморфiзму G → G/H. 26. Вказ. Для до-
вiльних точок A i B площини нехай νA,B — паралельний перенос на
вектор

−−→
AB. Зафiксуйте точку M площини i розгляньте ядро та образ

гомоморфiзму G → G, ϕ 7→ ϕ ◦ νϕ(M),M . 27. Вказ. Нехай H — вла-
сна пiдгрупа скiнченного iндексу. Тодi у факторгрупi A = C∗/H можна
вибрати елемент aH порядку pk, де p — деяке просте число. Якщо те-
пер z 6= 1 — комплексний корiнь степеня p з a, то (zH)p = aH, тоб-
то zH — елемент з A порядку pk+1. 28. Вказ. Якщо H — пiдгрупа
скiнченного iндексу з R∗, то H ∩ R+ — пiдгрупа скiнченного iндексу з
(R+, ·). Далi аналогiчно зад. 8.27. 29. a) Вказ. Порядок елемента gH
факторгрупи G/H має бути спiльним дiльником порядкiв елемента g
i факторгрупи G/H. b) Нi. Вказ. Розгляньте в S3 пiдгрупу порядку 2.
30. a), b), c) так. 31. a) Ker ϕ = {cos 2πk

n + i sin 2πk
n , k = 0, . . . , n − 1},

Im ϕ = C∗; b), c) Ker ϕ = R+, Im ϕ = {z : |z| = 1}; d) Ker ϕ = R+,
Im ϕ = {z : |z| = 1}; e) Ker ϕ = {z : |z| = 1}, Im ϕ = R+. 32. ϕ1(1) = 0,
Ker ϕ1 = Z18, Im ϕ1 = {0}; ϕ2(1) = 2, Ker ϕ2 = 〈6〉, Im ϕ2 = 〈2〉;
ϕ3(1) = 4, Ker ϕ3 = 〈3〉, Im ϕ3 = 〈4〉; ϕ4(1) = 6, Ker ϕ4 = 〈2〉, Im ϕ4 =
〈6〉; ϕ5(1) = 8, Ker ϕ5 = 〈3〉, Im ϕ5 = 〈4〉; ϕ6(1) = 10, Ker ϕ6 = 〈6〉,
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Im ϕ6 = 〈2〉. 33. a), c) — iснує, b) — не iснує. 34. a) Класи сумiжностi:
{±1}, {±i}, {±j}, {±k}. b) Нехай C16 = 〈ξ1〉, тодi H = 〈ξ4

1〉 i класи
сумiжностi: C4, ξ1C4, ξ2

1C4, ξ3
1C4. 35. Елементами факторгрупи є класи

{z ∈ C∗ : |z| = r} для всiх додатних дiйсних r. 36. Вказ. Припусти-
мо, що такий епiморфiзм ϕ iснує, i нехай ϕ(m

n ) = 1. Чому тодi дорiвнює
ϕ( m

2n )? 37. Вказ. Розгляньте гомоморфiзми: a) ϕ(x) = cos 2πx+i sin 2πx;
b) ϕ(z) = z

|z| ; c) ϕ(z) = |z|.
Заняття 9. 8. a) {1}, {−1}, {±i}, {±j}, {±k}; b) {E}, {(

0 1
1 1

)
,(

1 1
1 0

)}
,
{(

0 1
1 0

)
,
(

1 1
0 1

)
,
(

1 0
1 1

)}
; c) клас спряженостi визначається цикловим

типом пiдстановки; d) {ε}, {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, {(123), (142),
(134), (243)}, {(132), (124), (143), (234)}. 9. 11. 10. a) 120; b) 40. 11. {e},
C2, C3, S3. 12. Вказ. При спряженнi довiльним елементом групи пiд-
групи з множини {g−1Hg|g ∈ G} переставляються. 13. Вказ. Hg =
g·g−1Hg. 14. Вказ. Автоморфiзм групи S3 однозначно визначається сво-
єю дiєю на транспозицiї. 15. Поворот на 90◦ i фiксована осьова симетрiя
s утворюють систему твiрних групи D4. Тому вказуємо лише дiю внутрi-
шнiх автоморфiзмiв на твiрнi елементи: ϕ1 — тотожний; ϕ2 : 90◦ 7→ 90◦,
s 7→ s′; ϕ3 : 90◦ 7→ 270◦, s 7→ s; ϕ4 : 90◦ 7→ 270◦, s 7→ s′, де s′ —
симетрiя вiдносно осi, перпендикулярної до осi симетрiї s. 16. a) 6,
b) 1. Вказ. a) Використайте зад. 9.14; b) Aut Z9 ' C6, Aut C6 ' C2.
17. Вказ. a) Автоморфiзм групи Zn повнiстю визначається образом
елемента 1̄. b) При автоморфiзмi групи D4 поворот на 90◦ може пе-
реходити лише в поворот на 90◦ або 270◦, а осьова симетрiя — лише
в осьову симетрiю. Тому AutD4 ≤ 8. Вiдображення, при якому пово-
роти лишаються на мiсцi, а дана осьова симетрiя s переходить у симе-
трiю вiдносно осi, повернутої на 45◦, продовжується до автоморфiзму
ϕ ∈ AutD4. Щоб побудувати iзоморфiзм AutD4 → D4, зiставте авто-
морфiзму ϕ поворот на 90◦, а спряженню за допомогою даної осьової
симетрiї s — цю осьову симетрiю. 18. Вказ. Скористайтесь зад. 9.5 i
тим, що нормальна пiдгрупа є об’єднанням класiв спряжених елементiв.
19. Вказ. K4 є об’єднанням двох класiв спряжених елементiв. Фактор-
група S4/K4 має порядок 6 i некомутативна. 20. Вказ. Скористайтеся
рiвнiстю g−1abg = g−1ag · g−1bg. 21. a) Повороти на кут α навколо до-
вiльної точки площини; b) повороти на кут α навколо довiльної осi.
22. Вказ. Вiдображення x 7→ ϕ(x)x−1 — iн’єктивне, так як з рiвностi
ϕ(x)x−1 = ϕ(y)y−1 матимемо: (ϕ(y))−1ϕ(x) = y−1x, ϕ(y−1x) = y−1x,
y−1x = e, y = x. Отже, вiдображення x 7→ ϕ(x)x−1 є пiдстановкою на
G. Тому для кожного a ∈ G знайдеться такий елемент b, що a = ϕ(b)b−1.
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Однак тодi ϕ(a) = bϕ(b−1) = bϕ(b)−1 = b · (ab)−1 = a−1 i iз зад. 8.12 ви-
пливає, що група G — абелева. Якби група G мала парний порядок, то
вона б мiстила елемент c порядку 2 (див. зад. 5.14), який залишався
б нерухомим пiд дiєю ϕ, тому що c−1 = c. 23. Вказ. Некомутативна
група G має нетривiальнi внутрiшнi автоморфiзми. Якщо G — кому-
тативна, то або вiдображення x 7→ x−1 є нетривiальним автоморфi-
змом, або всi елементи групи G мають порядок 2. В останньому випад-
ку G iзоморфна адитивнiй групi векторного простору над полем Z2 i
кожне невироджене лiнiйне перетворення цього простору є автоморфi-
змом. 24. Вказ. Зауважте, що InnQ8 ' Q8/Z(Q8) i |AutQ8| = 24. Потiм
доведiть, що факторгрупа AutQ8/InnQ8 — некомутативна. 25. Вказ.
Z(H) буде нормальною пiдгрупою G (див. зад. 9.18), i рiзнi класи су-
мiжностi групи G за пiдгрупою Z(H) iндукуватимуть рiзнi автомор-
фiзми H. 26. Вказ. Спряження є автоморфiзмом, а тому переводить
пiдгрупу в пiдгрупу такого самого порядку. 27. a) H = {( 1 n

0 1

)|n ∈ Z};
b) H — пiдгрупа, що лишає нерухомими всi парнi числа. Вказ. a) Роз-
гляньте спряження за допомогою

(
1/2 0
0 1

)
. 28. Вказ. Якщо |G : H| = n,

то в G iснує не бiльше нiж n пiдгруп, спряжених з H. Їх перетин
N =

⋂
g∈G g−1Hg є нормальною пiдгрупою i, згiдно iз зад. 7.22, має

скiнченний iндекс. 29. C1, C2, C3,K4. 30. a) {0◦}, {90◦, 270◦}, {180◦},
{s1, s3}, {s2, s4}; b) {e}, {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, {(123), (134), (142),
(243)}, {(132), (143), (124), (234)}. 31. 15. 32. Вказ.Довiльна перестанов-
ка простих чисел продовжується до автоморфiзму всiєї групи. 33. Вказ.
Скористайтеся тим, що AutZ8 ' Z∗8 ' K4 ' Z∗12 ' AutZ12. 34. 6.
35.

{(
a 2b
3b a+3b

)∈ GL2(R) | a, b ∈ R}
. 36. N(< (12)(34) >) = {e, (12), (34),

(1423), (1324), (13)(24), (12)(34), (14)(23)}.
Заняття 10. 9. a) {ε}; b) {0◦, 180◦}; c) {0◦}; d) {e}; e)

{(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
,(

1 0 1
0 1 0
0 0 1

)}
. Вказ. e) T3(Z2) ∼= D4. 10. a) Так; b), c) нi. Вказ. b) Розглянь-

те канонiчний епiморфiзм Q8 → Q8/Z(Q8); c) розгляньте мономорфiзм
C3 → S3. 12. 1) у кожнiй iз груп, 2) в b) i c). 13. a) {0◦, 180◦}; b) K4;
c)

{(
1 0
0 1

)
,
(
1 1
1 0

)
,
(
0 1
1 1

)}
; d) {ε}; e) {( 1 0 0

0 1 0
0 0 1

)
,
( 1 0 1

0 1 0
0 0 1

)}
. Вказ.: b) скористай-

теся спiввiдношеннями [(ijk), (ijl)] = (ij)(kl), [(ijk), (ilj)] = (il)(jk), де
i, j, k, l – попарно рiзнi; с) GL2(Z2) ∼= S3; e) T3(Z2) ∼= D4. 14. Вказ.
Центр скiнченної p–групи G нетривiальний, i згiдно з лемою Кошi в
Z(G) iснує пiдгрупа P порядку p. Тодi P нормальна в G. Далi пере-
йдiть до факторгрупи G/P i застосуйте iндукцiю за n. 15. Вказ. Якщо
G/Z(G) комутативна, то вона нециклiчна, iнакше перейдiть до фактор-
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групи G/Z(G) i застосуйте iндукцiю. 16. Так, наприклад, у групi Q8.
17. Вказ. Випливає iз зад. 10.6. 18. Вказ. Якщо G — некомутативна, то
InnG — неодинична пiдгрупа AutG. Однак InnG ' G/Z(G). 19. a) S2

при n = 2 i {ε} при n 6= 2; b) A3 при n = 3 i {ε} при n 6= 3; c) {0◦} при
n – непарних i {0◦, 180◦} при n – парних. Вказ. a), b) довiльна нетото-
жна пiдстановка (ij . . .)(k . . .) . . ., яка розкладена в добуток незалежних
циклiв, не комутує з транспозицiєю (jk) i циклом (ijk . . .); c) скори-
стайтеся тим, що елемент належить центру тодi й тiльки тодi, коли вiн
спряжений лише iз собою. 20. Пiдгрупа всiх поворотiв, якщо n непарне,
i поворотiв на кути 2πm

k , якщо n = 2k. 21. Вказ. Аналогiчно зад. 10.7 по-
кажiть, що H мiстить вiдмiннi вiд {e} одноелементнi класи спряженостi.
22. Вказ. Некомутативна група G порядку 8 не може мiстити елемен-
тiв порядку 8, i всi її неодиничнi елементи не можуть мати порядок 2.
Тому вона має мiстити елементи порядку 4. Крiм того, факторгрупа за
центром не може бути циклiчною. Тому Z(G) = 〈a〉 , де a — елемент по-
рядку 2, i G/Z(G) ' K4. Вiзьмiть тепер елементи b порядку 4 i c /∈ 〈b〉 i
розгляньте пiдгрупу, породжену цими елементами. 23. Групи порядку p
або p2. Вказ. Група має бути p–групою. 24. Вказ. Для абелевих груп це
випливає iз зад. 10.6. Нехай G неабелева. Зауважимо, що для довiльного
a ∈ Gr Z(G) нормалiзатор N(a) строго менший за G i строго бiльший
за Z(G). Якщо iснує такий a ∈ G r Z(G), що |N(a)| = p3, то цей нор-
малiзатор є комутативною групою. Справдi, у цьому випадку Z(N(a))
мiстить a i всi елементи iз Z(G), тому |Z(N(a))| > p. Далi скористайтесь
тим, що факторгрупа некомутативної групи за центром не може бути
циклiчною. Тодi |G/Z(G)| ≥ p2, а тому |Z(G)| ≤ p2. Якщо |Z(G)| = p2,
то для довiльного a ∈ Gr Z(G) буде |N(a)| = p3. Отже, лишився лише
випадок, коли |Z(G)| = p i для довiльного a ∈ G r Z(G) виконува-
тиметься |N(a)| = p2. Однак тодi з розбиття G на класи спряжених
елементiв випливало б p4 = |Z(G)| + ∑

i |G : N(ai)| = p + kp2, що не-
можливо. 25. a) Z(Q8) = [Q8, Q8] = {±1}; b) Z(T2(Z3)) = {(1 0

0 1

)
,
(
2 0
0 2

)},
[T2(Z3), T2(Z3)] = 〈(1 1

0 1

)〉. 26. Вказ. Покажiть, що [a, b]
[
[a, b], a

]
[a, b] =

[a2, b]. 27. Обидвi рiвностi є тотожностями в b) i c). Вказ. Для рiвностi
1) це випливає з того, що квадрат довiльного елемента кожної з груп
належить центру групи. Для 2) це випливає з [D4, D4] = {0◦, 180◦}, а
[Q8, Q8] = {±1}. 29. Вказ. Скористайтеся тим, що факторгрупа G/H є
абелевою тодi й тiльки тодi, коли H мiстить комутант [G, G]. 30. Вказ.
Доведiть, що кожний елемент групи UT3(Zp) спряжений з елементом

вигляду
(

1 a 0
0 1 0
0 0 1

)
,

(
1 0 0
0 1 b
0 0 1

)
або

(
1 0 c
0 1 0
0 0 1

)
. 31. Вказ. Розгляньте циклiчну
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факторгрупу H = G/Gn−1 iз зад. 10.14 i скористайтеся вказiвкою до
зад. 10.29.

Заняття 11. 9. Необхiдно й достатньо, щоб усi множники бу-
ли: a) абелевими групами; b) p–групами; c) перiодичними групами.
10. a) G = D4, A — пiдгрупа всiх поворотiв з D4, B — пiдгрупа по-
рядку 2, породжена осьовою симетрiєю; b) G = Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2, A =
{(0, 0, 0), (1, 0, 0)}, B = {(0, 0, 0), (0, 1, 0)}; c) G = Q8, A = 〈i〉, B = 〈j〉.
11. a), b), c) Нi. Вказ. a), b) Якщо група порядку ≤ 10 розкладає-
ться в прямий добуток, то вона комутативна; c) серед неодиничних
нормальних пiдгруп в S4 є найменша K4 (див. зад. 7.15). 12. Вказ.
a) Якщо A,B ≤ Z — ненульовi пiдгрупи i 0 6= m ∈ A, 0 6= n ∈
B, то 0 6= mn ∈ A ∩ B. b) Якщо A ≤ Q — ненульова пiдгрупа, то
A ∩ Z 6= 0. Далi використайте вказ. до п. a). 13. Вказ. Власнi неоди-
ничнi пiдгрупи мають порядок p або q, а тому є абелевими. 14. Вказ.
G — абелева, тому коли G не є циклiчною, то вона мiстить принайм-
нi 2 нормальнi пiдгрупи порядку p. 15. a) 1; G = 〈a4〉 × 〈a3〉; b) 4;
G = 〈a4〉 × 〈a15〉 = 〈a3〉 × 〈a20〉 = 〈a5〉 × 〈a12〉 = 〈a3〉 × 〈a4〉 × 〈a5〉. 16. Ко-
жен клас спряженостi групи G ×H є добутком класу спряженостi з G
на клас спряженостi з H. G×H має mn класiв спряженостi. 18. Вказ.
g1h1g2h2 = g1g2 · h1h2 ⇔ h1g2 = g2h1. 19. Вказ. a) Будь–яка переста-
новка ненульових елементiв є автоморфiзмом; b) Z6 ' Z2 ⊕ Z3, тому
Z2⊕Z6 ' Z2⊕(Z2⊕Z3) ' (Z2⊕Z2)⊕Z3. Далi використайте п. a). 20. Нi.
Вказ. Розгляньте A = Z2[x], B = E, C = Z2. 21. a), c) Так; b), d) нi.
Вказ. Якщо p < q — простi числа, то некомутативна група порядку pq
iснує тодi й лише тодi, коли p|(q−1). 22. 54. 23. Вказ. Є континуум бага-
то розбиттiв множини простих чисел на 2 пiдмножини. 24. Вказ. Якщо
ϕ : G → Sn — зображення Келi, то вiдображення ψ : g 7→ (ϕ(g), ϕ(g))
є зануренням G у пряму суму груп пiдстановок Sn ⊕ Sn. Далi отото-
жнiть Sn ⊕ Sn iз пiдгрупою групи S2n. 25. Вказ. Мономорфiзмом бу-
де вiдображення z 7→ (zCp∞ , zCq∞). 26. Вказ. Доведiть, що множина
Nk = {E + A ∈ GLn(Z) : усi коефiцiєнти матрицi A дiляться на k} є
нормальною пiдгрупою GLn(Z), i що GLn(Z)/Nk ' GLn(Zk). Далi до-
ведiть, що вiдображення A 7→ (A · Nk)k∈N є мономорфiзмом. 28. Нi.
Вказ. Серед неодиничних нормальних пiдгруп iз C8 є найменша, а Q8 i
D4 — некомутативнi. 29. a) 4; b) 14. 31. 19.

Заняття 12. 7. a) 〈(1234)〉 i 〈(1234)(56)〉; b) 〈(123456)〉 i 〈(123)(45)〉.
8. a), b) Iснує. Вказ. Доведiть iснування пiдгруп iндексiв 3, 4 i 6 i роз-
гляньте дiю на правих класах сумiжностi за цими пiдгрупами. 9. Вказ.
Якщо y = xb i xa = x, то ya = (xb)a = (xa)b = xb = y. 10. Для k = 2 є 2
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орбiти: {(a, a)|a ∈ N} потужнiстю n i {(a, b)|a 6= b} потужнiстю n(n−1);
для k = 3 є 5 орбiт: {(a, a, a)|a ∈ N} потужнiстю n, 3 орбiти типу
{(a, a, b)|a 6= b} потужнiстю n(n−1) i {(a, b, c)|a, b, c — попарно рiзнi} по-
тужнiстю n(n−1)(n−2); для k = 4 є 15 орбiт: {(a, a, a, a)|a ∈ N} потужнi-
стю n, 4 орбiти типу {(a, a, a, b)|a 6= b} потужнiстю n(n−1), 3 орбiти типу
{(a, a, b, b)|a 6= b} потужнiстю n(n − 1), 6 орбiт типу {(a, a, b, c)|a, b, c—
попарно рiзнi} потужнiстю n(n−1)(n−2) i {(a, b, c, d)|a, b, c, d — попарно
рiзнi} потужнiстю n(n−1)(n−2)(n−3). 11. a) 2 орбiти: нульовий вектор
i множина всiх ненульових векторiв; b) орбiти — множини всiх векто-
рiв фiксованої довжини; c) 2n орбiт: кожна орбiта визначається деякою
пiдмножиною M ⊆ {1, 2, . . . , n} i має вигляд OM = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
En|xi = 0 ⇔ i ∈ M}. 12. Якщо H1 = K4, H2 = K4(123), H3 =
K4(132), то елементам iз H1 вiдповiдає пiдстановка

(
H1 H2 H3
H1 H2 H3

)
, елемен-

там iз H2 — пiдстановка
(

H1 H2 H3
H2 H3 H1

)
, а елементам iз H3 — пiдстановка(

H1 H2 H3
H3 H1 H2

)
. 13. Вказ. Група A5 — проста, а зображення A5 пiдстанов-

ками на класах сумiжностi за такими пiдгрупами мали б нетривiальнi
ядра дiй. 14. a) 1

12 (k6 + 3k4 + 8k2); b) 1
24 (k12 + 6k7 + 3k6 + 8k4 + 6k3);

c)
(

1
n

∑
d|n ϕ(n/d)kd

)2. 15. 16. 16. G1 = 〈(123), (12)〉 — стабiлiзатор мно-
жини {4, 5, 6}, G2 = 〈(123)(456), (12)(45)〉 — дiагональне занурення гру-
пи S3 у групу S6, G3 = 〈(123)(456), (14)(26)(35)〉 — зображення Келi гру-
пи S3. 17. a) 1 орбiта {(u, v)|u, v — лiнiйно незалежнi} потужнiстю (pn−
1)(pn− p), p +1 орбiта {(u, αu)|u 6= 0, α ∈ Zp — фiксований} i {(0, v)|v 6=
0} потужнiстю pn − 1 та 1 орбiта {(0,0)} потужнiстю 1. b) 1 орбiта
{(u, v, w)|u, v, w — лiнiйно незалежнi} потужнiстю (pn − 1)(pn − p)(pn −
p2), (p−1)2 орбiт вигляду {(u, v, αu+βv)|u, v — лiнiйно незалежнi, α, β 6=
0, α, β ∈ Zp — фiксованi} потужнiстю (pn−1)(pn−p), 3(p−1) орбiт вигля-
ду {(u, v, αu)|u, v — лiнiйно незалежнi, 0 6= α ∈ Zp — фiксоване} поту-
жнiстю (pn−1)(pn−p), 3 орбiти вигляду {(u, v, 0)|u, v — лiнiйно незалеж-
нi} потужнiстю (pn − 1)(pn − p), (p− 1)2 орбiт вигляду {(u, αu, βu)|u 6=
0, α, β 6= 0, α, β ∈ Zp — фiксованi} потужнiстю pn − 1, 3(p − 1) орбiти
вигляду {(u, αu, 0)|u 6= 0, 0 6= α ∈ Zp — фiксоване} потужнiстю pn− 1, 3
орбiти вигляду {(u, 0, 0)|u 6= 0, } потужнiстю pn−1 i 1 орбiта {(0,0,0)} по-
тужнiстю 1. 18. Орбiти знаходяться у взаємно однозначнiй вiдповiдностi
з дiльниками числа n, причому орбiта, що вiдповiдає дiльнику d, скла-
дається з усiх таких класiв лишкiв x, що НСД(n, x) = d, i мiстить ϕ(n/d)
елементiв. 19. Вказ. Розгляньте ядро N дiї групи G зсувами на правих
класах сумiжностi групи G за пiдгрупою H. 20. Вказ. Використайте зад.
12.19. 21. Вказ. a) Випливає з п. b), тому що при n > 3 група An двiчi
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транзитивна; b) якщо група пiдстановок (G,M) двiчi транзитивна, то
G дiє транзитивно на множинi M [2] = {(m,n)|m,n ∈ M,m 6= n}. Кiль-
кiсть ν(g) нерухомих точок при дiї елемента g на множинi M [2] дорiвнює
ν(g) = χ(g)(χ(g)−1). Iз транзитивностi дiї G на M i M [2] за лемою Кошi
— Фробенiуса — Бернсайда

∑
g∈G ν(g) =

∑
g∈G χ(g)(χ(g) − 1) = |G| та∑

g∈G χ(g) = |G|. 22. Вказ. Занумеруйте гранi куба елементами множи-
ни {±i,±j,±k} таким чином, щоб протилежнi гранi нумерувалися еле-
ментами, що розрiзняються знаком. 23. Вказ. Використайте зад. 12.22.
24. Вказ. Доведiть, що двовимiрний простiр Z2

3 мiстить 4 одновимiрнi
пiдпростори i що ядром природної дiї групи GL2(Z3) на множинi цих
пiдпросторiв є центр групи GL2(Z3). 25. Дiя є транзитивною для всiх
P i точною для |P | > 2. 26. Повороти на 0◦, 120◦, 240◦ навколо цi-
єї дiагоналi i 3 повороти на 180◦ навколо прямих, що проходять через
середини тих протилежних ребер, якi не мають спiльних кiнцiв з да-
ною дiагоналлю. 29. a) (k4 + 11k2)/12; b) (k6 + 3k4 + 12k3 + 8k2)/24;
c) (k/n)

∑
d|n ϕ(n/d)kd. 30. 29.

Заняття 13. 8. Вказ. Розгляньте множину p–елементiв групи Sp.
9. Вказ. a) Доведiть, що порядок UTn(Zp) дорiвнює p

n(n−1)
2 i поряд-

ку силовської p–пiдгрупи; b) скористайтесь п. a) i тим, що UTn(Zp) ≤
Tn(Zp) ≤ GLn(Zp); c) аналогiчно п. a). 10. Одна силовська 2–пiдгрупа
K4 i чотири силовськi 3–пiдгрупи P1 = 〈(1 2 3)〉, P2 = 〈(1 2 4)〉, P3 =
〈(1 3 4)〉, P4 = 〈(2 3 4)〉. P1 спряжена з P2, P3, P4 за допомогою (1 2)(3 4),
(1 3)(2 4), (1 4)(2 3) вiдповiдно, P2 спряжена з P3, P4 за допомогою
(1 4)(2 3), (1 3)(2 4) вiдповiдно, P3 спряжена з P4 за допомогою (1 2)(3 4).
11. a) p силовських 2–пiдгруп порядку 2, кожна з яких породжується
осьовою симетрiєю, i 1 силовська p–пiдгрупа порядку p, яка складається
з усiх поворотiв; b) p силовських 2–пiдгруп порядку 4, кожна з яких по-
роджується двома осьовими симетрiями iз взаємно перпендикулярними
осями, i 1 силовська p–пiдгрупа порядку p, яка складається з поворо-
тiв. 12. Вказ. Силовська 2–пiдгрупа групи A5 має порядок 4. 13. {ε,
(1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (13), (14)(23), (24)}. 14. 48. Вказ. Чи-
сло вигляду 7k + 1 дiлить 168 лише для k = 0 i k = 1. Однак при k = 0
силовська 7–пiдгрупа була б нормальною. Тому група мiстить 8 силов-
ських 7–пiдгруп порядку 7. 15. Вказ. Усi силовськi p–пiдгрупи спряженi,
а нормальна пiдгрупа при спряженнi переходить у себе. 16. Вказ. При
спряженнi силовськi p–пiдгрупи переставляються, а тому їх перетин пе-
реходить у себе. 17. Вказ. Доведiть, що всi силовськi пiдгрупи є кому-
тативними, нормальними й поелементно переставними. 18. Вказ. Роз-
гляньте зображення групи правими зсувами на правих класах сумiжно-
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стi за тiєю iз силовських пiдгруп, яка має менший iндекс. 19. Вказ. a) G
мiстить лише 1 силовську 7–пiдгрупу. b) Якщо силовська 7–пiдгрупа не
є нормальною, то G мiстить 8 силовських 7–пiдгруп i 48 елементiв по-
рядку 7. Елементiв, що лишаються, вистачає лише на одну 2–пiдгрупу
порядку 8, тому 2–пiдгрупа є нормальною. 20. Вказ. G мiстить тiльки
1 силовську 17–пiдгрупу P , тому P є нормальною. При канонiчному
епiморфiзмi G → G

/
P елемент порядку 5 має переходити в елемент по-

рядку 5. Оскiльки G
/
P має порядок 15 i мiстить лише одну 5–пiдгрупу,

то G
/
P має 4 елементи порядку 5, а тому G може мiстити не бiльше

4 · 17 = 68 елементiв порядку 5. Якби силовська 5–пiдгрупа не була
нормальною, то G мiстила б 51 силовську 5–пiдгрупу i 4 · 51 = 204
елементи порядку 5. Аналогiчно доводиться нормальнiсть силовської
3–пiдгрупи. Далi доведiть, що силовськi пiдгрупи є поелементно пере-
ставними й комутативними. 21. (2p)!

2p2(p−1)2 . 22. Вказ. Якщо p > q, то
силовська p–пiдгрупа P буде нормальною як ядро зображення групи G
правими зсувами на правих класах сумiжностi за пiдгрупою P . Якщо
ж p < q i q–пiдгрупа не є нормальною, то iснує таке k > 0, що kq + 1
є дiльником числа p2q. Однак тодi kq + 1 = p2 i G мiстить (q − 1)p2

елементiв порядку q. Елементiв, що лишились, вистачає рiвно на одну
p–пiдгрупу. 23. Вказ. Якщо силовська 3–пiдгрупа P не є нормальною в
G, то розгляньте дiю G правими зсувами на правих класах сумiжностi
за пiдгрупою P i факторгрупу групи G за ядром цiєї дiї. 25. Вказ. Треба
показати, що кожна група G непростого порядку k < 60 мiстить неоди-
ничну власну нормальну пiдгрупу. Розгляньте спочатку групи порядкiв
pn, pq i p2q. Iснування неодиничних власних нормальних пiдгруп у гру-
пах порядкiв 24, 36, 48 i 54 доводиться, якщо розглянути зображення
G правими зсувами на правих класах сумiжностi за тiєю силовською
пiдгрупою, яка має менший iндекс. Оскiльки 5k + 1 не дiлить 40 для
k > 0, то силовська 5–пiдгрупа буде нормальною в групi порядку 40.
Аналогiчно силовська 7–пiдгрупа буде нормальною в групi порядку 42.
Якщо в групi порядку 30 силовськi 3–пiдгрупи i 5–пiдгрупи не є нор-
мальними, то G має мiстити 10 силовських 3–пiдгруп i 6 силовських
5–пiдгруп, для чого не вистачає елементiв. Групи порядку 56 розгля-
нуто в зад. 13.19. 26. Вказ. Якщо p > 2, то G мiстить одну циклiчну
p–пiдгрупу порядку p i 1 або p пiдгруп порядку 2. В обох випадках G
мiстить елемент a порядку 2 i елемент b порядку p. У першому випадку
елемент ab має порядок 2p, тому G ' C2p. У другому випадку ab 6= ba.
Однак пiдгрупа 〈b〉 — нормальна, тому a−1ba = aba = bk, де k 6= 1. Звiд-
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си одержуємо: b = a2ba2 = abkabk2
, k2 ≡ 1 (mod p) i k = −1. Якщо тепер

зiставити елементу a деяку осьову симетрiю, а b — поворот на 360◦/p,
то це вiдображення продовжується до iзоморфiзму G на Dp. 27. Вказ.
b) Якщо група порядку 12 не мiстить нормальної пiдгрупи порядку 3,
то вона мiстить нормальну пiдгрупу порядку 4, причому в останньому
випадку в групi має бути 8 елементiв порядку 3. c) Група порядку 18
мiстить нормальну пiдгрупу порядку 9. d) У групi порядку 20 силовськi
пiдгрупи є комутативними. Якби i 2–, i 5–пiдгрупа були нормальними,
то група була б комутативною. Далi розгляньте дiльники числа 20 ви-
гляду 2k +1 i 5k +1. 28. Вказ. Для доведення достатностi покажiть, що
елемент g порядку pk1

1 · · · pkn
n розкладається в добуток g1 · · · gn елемен-

тiв порядкiв pk1
1 , . . . , pkn

n вiдповiдно, i скористайтеся тим, що силовська
p–пiдгрупа єдина тодi й лише тодi, коли вона нормальна. 30. a) 1 силов-
ська 2–пiдгрупа i 4 силовських 3–пiдгрупи; b) 5 силовських 2–пiдгруп,
10 силовських 3–пiдгруп, 6 силовських 5–пiдгруп. 31. Усi три силовськi
2–пiдгрупи. 32. Вказ. Якщо p — просте, то група порядку p2 є абеле-
вою. 33. Вказ. Доведiть, що всi силовськi пiдгрупи є нормальними й
комутативними. 34. S4. 36. Вказ. Якщо p

∣∣|G|, то в G є елемент порядку
p, а тому p|n.

Заняття 14. 7. a) S3; b) Q8 або D4; c) A4. 8. Вказ. Якщо в A iснує
елемент a 6= e скiнченного порядку, то для довiльного елемента b нескiн-
ченного порядку |ab| = |b−1| = ∞ i |ab · b−1| = |a| < ∞. 9. Вказ. Нехай
〈a〉 = C

p
k1
1
×· · ·×Cpkm

m
— розклад групи 〈a〉 в прямий добуток примарних

циклiчних пiдгруп. Кожний множник C
p

ki
i

породжується деяким степе-
нем елемента a, тому a = an1 · · · anm , де ani ∈ C

p
ki
i

. Далi порiвняйте |a| з
числом |an1 · · · anm | = |an1 | · · · |anm |. 10. a) C3×C4×C5; b) C5×C9×C16;
c) C2×C4×C3×C3×C5×C5. 11. a) C8, C4×C2, C2×C2×C2; b) C8×C9,
C8 × C3 × C3, C4 × C2 × C9, C4 × C2 × C3 × C3, C2 × C2 × C2 × C9,
C2 × C2 × C2 × C3 × C3. 12. a) 2; b) 3; c) 7; d) 1; e) 15. 13. a) 4; b) 2;
c) 5; d) 1; e) 1. 14. a) 〈 2̄ 〉 × 〈 11 〉 ' C4 × C2; b) 〈 3̄ 〉 × 〈 7̄ 〉 ' C4 × C2;
c) 〈 5̄ 〉 × 〈 7̄ 〉 × 〈 13 〉 ' C2 × C2 × C2. 15. {a,b,c,g}, {f,i}, {d}, {e}, {h}.
16. a) 1 елемент порядку 1, p2−1 елементiв порядку p i p3−p2 елементiв
порядку p2; b) 1 елемент порядку 1, p2 − 1 елементiв порядку p, p4 − p2

елементiв порядку p2 i p5 − p4 елементiв порядку p3. 17. a) 16; b) 8.
18. 〈 17 〉× 〈 55 〉× 〈 53 〉× 〈 49 〉 ' C2×C2×C4×C3. 19. Вказ. Розгляньте
групу: a) G = 〈a, b | a5 = b4 = e, b−1ab = a−1〉; b) G = 〈a, b | a3 = b8 =
e, b−1ab = a−1〉; c) G = 〈a, b | a7 = b4 = e, b−1ab = a−1〉. 21. a) Кiлькiсть
елементiв порядкiв 1, p, p2, q, pq, p2q, q2, pq2, p2q2, дорiвнює вiдповiд-
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но 1, p2 − 1, p3 − p2, q2 − 1, (p2 − 1)(q2 − 1), (p3 − p2)(q2 − 1), q3 − q2,
(p2−1)(q3−q2), (p3−p2)(q3−q2). b) Кiлькiсть елементiв порядку pkql, pk,
ql, де 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n, дорiвнює вiдповiдно (p2k−p2k−2)(q2l−q2l−2),
p2k − p2k−2, q2l − q2l−2. 22. Вказ. Якщо Q — силовська p–пiдгрупа з
A, то H ∩ P ≤ Q. Обчислiть |PQ|. 23. a) C3 × C9 × C5 × C5 × C7;
b) C2×C3×C9×C5×C25. 24. a) C2×C3×C5; b) C3×C16, C3×C2×C8,
C3×C4×C4, C3×C4×C2×C2, C3×C2×C2×C2×C2. 25. a) 14; b) 11; c) 1.
26. a) C2×C2×C3, b) C2×C3×C4, c) C2×C3×C4, d) C2×C2×C3×C4.
28. a) Нi, b) нi, c) так.

Заняття 15. 7. E, C2, C4, C5, C7, C2×C2, C2×C4, C2×C5, C2×C7,
C4 × C5, C4 × C7, C5 × C7, C2 × C2 × C5, C2 × C2 × C7, C2 × C4 × C5,
C2×C4×C7, C2×C5×C7, C4×C5×C7, C2×C2×C5×C7, C2×C4×C5×C7.
8. a), b) Так; c) нi. Вказ. a), b) Розгляньте групу Cp × Cp. c) Якщо A
— нециклiчна, то її розклад у прямий добуток примарних циклiчних
груп має мiстити принаймнi два множники, що вiдповiдають одному
й тому простому числу p. Однак тодi A мiстить 2 рiзнi циклiчнi пiд-
групи порядку p. 9. a) p + 3, b) 2p + 6. 10. Вказ. Зведiть до випадку
p–груп i скористайтесь основною теоремою про будову скiнченних абе-
левих груп. 11. a) 8, b) 4. 12. 54. 13. a) 20 (12), b) 12 (6), c) 4 (0) (у
дужках указано кiлькiсть епiморфiзмiв). 14. a) Z2, b) Q∗, c) група цiло-
чисельних матриць порядку n з визначником ±1. Вказ. b) Автоморфiзм
ϕ : Q→ Q повнiстю визначається числом ϕ(1). 16. Вказ. a) Використай-
те зад. 11.8. b) Для довiльних гомоморфiзмiв ϕ : A → B1, ψ : A → B2

вiдображення x 7→ (ϕ(x), ψ(x)) є гомоморфiзмом A у B1⊕B2. 17. a) Z6,
b) Z. 18. Нi. Вказ. У першiй факторгрупi немає елементiв порядку 4, а в
другiй — є. 19. Вказ. Нехай A/B = 〈aB〉. Тодi 〈a〉∩B = E i можна взяти
C = 〈a〉. 20. Циклiчнi групи простих порядкiв i тiльки вони. 21. Вказ.
Доведiть спочатку для скiнченної циклiчної групи, а потiм використай-
те зад. 15.16 a). 22. Вказ. Доведiть, що для довiльного a ∈ A iснує
єдиний гомоморфiзм ϕa : Z → A, для якого ϕa(1) = a, i що вiдобра-
ження a 7→ ϕa є iзоморфiзмом A на Hom(Z, A). 23. Вказ. Доведiть, що
Hom(Zn,Zm) ' ZНСД(n,m), Hom(Zn,Z) ' E i використайте зад. 15.22.
24. Вказ. A = B ⊕ Ker ϕ. 25. E, C2, C4, C8, C3, C2 × C2, C2 × C4,
C2 × C8, C4 × C4, C4 × C8, C2 × C3, C4 × C3, C8 × C3, C2 × C2 × C3,
C2 × C4 × C3, C2 × C8 × C3, C4 × C4 × C3, C4 × C8 × C3. 26. 16. 27. 84.
28. Ендоморфiзмiв 6250, iзоморфiзмiв 2000. 29. Гомоморфiзмiв 16, епi-
морфiзмiв 6. 30. Вказ. Z30 мiстить єдиний елемент порядку 2 (тому при
всiх автоморфiзмах вiн лишається нерухомим) i єдину пiдгрупу поряд-
ку 15 (тому кожний автоморфiзм групи Z30 iндукує автоморфiзм цiєї
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пiдгрупи). Крiм того, Z30 ' Z2 ⊕ Z15. 31. a), b) Z6.
Заняття 16. 7. Вказ. Усi пiдгрупи циклiчної групи є циклiчними.

Достатнiсть випливає з того, що коли r i s взаємно простi, то Cr × Cs '
Crs. 8. Вказ. Згiдно iз зад. 16.5 пiдгрупа H =

⋃
i Hi має скiнченну

систему твiрних a1, . . . , am. Якщо a1 ∈ Hi1 , . . . , am ∈ Him
i k =

max(i1, . . . , im), то H = Hk i Hk = Hk+1 = Hk+2 = · · · . 9. Z ⊕ Z3.
10. 3. 11. a) Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z9; b) Z4; c) Z⊕ Z3; d) Z. 12. Вказ. Скористай-
теся розв’язанням зад. 16.4. 13. Вказ. Множина всiх розв’язкiв такої
системи є пiдпростором простору Qn, а тому замкнена вiдносно додава-
ння i взяття протилежного елемента. 14. Вказ. Множина всiх розв’яз-
кiв такої системи замкнена вiдносно множення на рацiональнi числа,
тому пiдгрупа (kZ)n для k > 1 у такому виглядi не зображується.
15. |ad − bc| = 1. 16. Вказ. Якщо ϕ — сюр’єктивний ендоморфiзм i
Ker ϕ 6= E, то ланцюг E < H1 < H2 < · · · , де Hi+1 = ϕ−1(Hi), нескiн-
ченно зростає, що суперечить зад. 16.8. 17. Вказ. Порiвняйте порядки
силовських p–пiдгруп в A i H i врахуйте, що в абелевiй групi силов-
ська p–пiдгрупа — єдина. 18. Вказ. Нехай G = Cpk1 × · · · × Cpkm , де
k1 ≥ · · · ≥ km. Твiрний елемент a = a1 · · · am пiдгрупи H є в G еле-
ментом максимального порядку, тому |a| = pk1 = max(|a1|, . . . , |am|).
Можна вважати, що |a1| = pk1 . Тодi Cpk1 = 〈a1〉 i кожний елемент g ∈ G
можна записати у виглядi g = ar

1b2 · · · bm, де b2 ∈ Cpk2 , . . ., bm ∈ Cpkm .
Однак a1 = aa−1

2 · · · a−1
m , тому g = ar · b, де b ∈ Cpk2 × · · · ×Cpkm . Отже,

G = H ·(Cpk2×· · ·×Cpkm ). З порiвняння чисел |G|, |H| i |Cpk2×· · ·×Cpkm |
випливає, що G = H ×Cpk2 × · · · ×Cpkm . 19. Вказ. Розгляньте розклад
G = Hp1 × · · · × Hpk1 у прямий добуток силовських p–пiдгруп i еле-
менти b1 ∈ Hp1 , . . . , bk ∈ Hpk

максимально можливих порядкiв. Тодi
b = b1 · · · bk має порядок |b1| · · · |bk|. З iншого боку, згiдно iз зад. 14.9
iснує розклад b = an1 · · · ank , де ani ∈ Hpi . Тодi |ani | ≤ |bi| i |a| =
|an1 | · · · |ank | ≤ |b1| · · · |bk| = |b|. Оскiльки a — елемент максимального
порядку, то |a| = |b| i |ani | = |bi| для всiх i. Тому 〈a〉 ∩ Hpi = 〈ani〉
— максимальна циклiчна пiдгрупа в Hpi . 21. Z. 22. a) Z2 ⊕ Z9 ⊕ Z7;
b) Z⊕ Z2 ⊕ Z3; c) Z3; d) E. 23. 5.
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